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Vorwort. 



Die mathematische Behandlung der Physik in den oberen Klassen 
der höheren Lehranstalten Deutschlands ist schon seit Jahren je nach 
der Tendenz der Schulen mehr oder weniger berücksichtigt worden. 
Für die Realschulen I. Ordn. ist dieselbe sogar von den Unterrichts- 
behörden yorgeschrieben, an den Gymnasien jedoch zunächst noch 
immer von den individuellen Neigungen des Physiklehrers abhängig, 
wenn auch für einzelne Zweige der, Physik, z. B. die Mechanik und 
Opük, eine mathematische Begründung der wichtigsten Thatsachen 
gewünscht wird. Über die Notwendigkeit der mathematischen Be- 
handlung der Physik haben sich schon vor vielen Jahren u. A. Gru- 
nert*) und Johann Müller ausgesprochen. Letzterer sagt in der 
Vorrede zu seinem „Lehrljuche der Physik und Meteorologie" (5. Aufl.) 
wörtlich: „Alle physikalischen Erscheinungen entwickeln sich 
in Baum und Zeit und zwar sind sie in solcher Weise 
Funktionen derselben, daß ohne mathematische Anschauung 
ein richtiges Verständnis der Naturgesetze vollkommen 
unmöglich ist. Daraus folgt nun auch, daß ein Lehrbuch der 
Physik sich einer mathematischen Betrachtungsweise nicht 
entschlagen darf, daß es im Gegenteile so viel als irgend 
möglich auf eine solche hinleiten muß" etc. 

Hiermit ist natürlich nicht gesagt, daß allein die mathematische 
Theorie die Schüler zur Erkenntnis der Naturgesetze führen soll; das 
Experiment muß damit Hand in Hand gehen; im allgemeinen werden 
jedoch die Versuche in der Klasse nur zur Bestätigung der bereits 
abgeleiteten Gesetze dienen. Wie viel Anstalten sind endlich in der 
glücklichen Lage, das Experiment genügend berücksichtigen zu kön- 
nen, weil es an den dazu erforderlichen Apparaten fehlt; der Lehrer 
wird sich in diesem Falle ohnehin der mathematischen Behandlung 
zuwenden müssen. 

Der vorliegende Leitfaden ist vollständig aus dem Unterrichte 
hervorgegangen. Jeder Teil desselben ist bei zwei Physikstunden in 



*) In seinem Archiv der Mathematik und Physik, 25. Teil, 3. Heft, außerdem 
wiederholt mttndlich zn dem Verfasser dieses Leitfadens. 



II 

der Woche in einem Semester, meistens schon vor Ablauf desselben 
absolviert worden, so daß der Rest des Semesters noch auf die Lösung 
mechanischer Aufgaben verwendet werden konnte. In besonders 
kurzen Semestern wurden einzelne Kapitel der Dynamik, z. B. über 
die Trägheitsmomente, über das physische Pendel und die Kxeisel- 
bewegung, nur kursorisch behandelt. Das Experiment wurde überall 
berficksiditigt, indem nach Absolvierung eines Kapitels oder auch 
noch in größeren Zwischenräumen eine' Gruppe von * Versuchen an- 
gestellt wurde, wozu bei der verhältnismäßig großen Reichhaltigkeit 
des hiesigen physikalischen Kabinets hinreichend Gelegenheit vor- 
handen war. 

Der erste Teil dieses Leitfadens behandelt die Statik, der zweite 
die Dynamik der festen Körper. Die wichtigeren sog. allgemeinen 
Eigenschaften der Körper, auch die Definition des spezifischen Ge- 
wichts werden als bekannt vorausgesetzt; dieselben werden den 
Schülern auf der Stufe, für welche dieser Leitfaden berechnet ist, 
auch längst geläufig sein. Die Trennung der Statik von der Dynamik 
schien dem Verfasser das Verständnis von Seiten der Schüler wesent- 
lich zu erleichtem, indem auf diese Weise ein Fortschritt vom be- 
sonderen zum allgemeinen geschaffen wird; durch die Verteilung der 
Mechanik der festen Körper auf zwei Semester am hiesigen Gymnasium 
war diese Trennung ohnehin geboten. Sollte die ganze Mechanik 
fester Körper in einem Semester absolviert werden, so wäre dies mit 
einigen Kürzungen in den oben genannten Kapiteln, sowie etwa noch 
in § 9 und 10 der Statik immerhin möglich. 

Die analytische Methode, welche sich an manchen Stellen, beson- 
ders in § 10 der Statik, empfohlen hätte, ist möglichst vermieden, 
um Schülern verschiedenartiger Anstalten dieses Buch zugänglich zu 
machen. Wo es irgend anging, ist die geometrische Entwickelung 
neben der trigonometrischen gegeben, um das Verständnis auch solchen 
Schülern zu ermöglichen, welche Trigonometrie noch nicht gehabt 
haben. Die Folgerungen ergeben sich freilich meist einfacher auf 
trigonometrischem Wege. 

Was die Anordnung des Stoffes in der Statik der festen Körper 
betrifft, so sind in dem ersten Abschnitte derselben die von dem ver- 
storbenen Professor Grunert in Greifswald in seinen Vorträgen über 
Statik angewendeten Prinzipien maßgebend gewesen. Die Auffassung 
der in § 4 aufgestellten Sätze als Grundsätze rührt ebenfalls daher. 
Dieser erste rein theoretische Abschnitt enthält, weil er nur auf den 
zweiten vorbereiten soll, mit Ausnahme einiger Sätze über Kräfte- 
paare in § 9 nur solche Sätze, welche in der Lehre von den Maschinen 
und vom Schwerpunkte zur Anwendung kommen. Aus diesem Grunde 
ist auch die Theorie der beliebig im Räume wirkenden Kräfte fort- 
gelassen. Will ein Lehrer diese Theorie mit berücksichtigen, wozu 
sich aber wohl kaum die Gelegenheit bieten dürfte, so wird er sich 
ganz nach Analogie von § 9 die anzuwendende Methode entwickehi 
können. 
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Der zweite Abschnitt der Statik handelt von den Maschinen and 
von dem Schwerpunkte mit Anwendungen auf die gewöhnlichen Eor- 
men der Wage. Die Schnellwage mit verschiebbarem Unterstützungs- 
punkte (§ 24) ist, obwohl nicht von wissenschaftlichem Werte, doch 
behandelt worden, weü dieselbe eine sehr instruktive Theorie besitzt. 
Die Bäderwerke konnten selbstverständlich keine eingehendere Be- 
handlung erfahren. 

Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Arbeit ist in der 
Statik nur erwähnt und erst in der Dynamik für die einzelnen 
Maschinen bewiesen, weU derselbe bei konsequenter Durchführung 
der Auffassung der Statik (s. § 3) nicht in die Statik, sondern in die 
Dynamik gehört. 

Die in der Dynamik behandelten Bewegungen sind aus der Natur 
der dabei wirksamen Kräfte abgeleitet worden ; daher war eine Unter- 
scheidung der Kräfte nach der Dauer ihrer Wirkung vorauszuschicken. 
Die Lelure von den Momentankräften auszuschließen, wie es in der 
analytischen Mechanik geschieht, schien aus didaktischen Giiinden 
nicht geraten, zumal die Theorie der beschleunigenden Kräfte darauf 
gegründet werden sollte, wie es auch in mehreren anerkannt guten 
Schulbüchern der Physik geschieht. Der Vorwurf nicht genügender 
mathematischer Strenge wird die Methode deswegen unmöglich treffen 
können. 

Bei dem Horizontalpendel von Cavendish (§ 14 der Dynamik) ist 
nur der einfachste Fall angenommen worden, daß nämlich die Torsion 
des Fadens nicht berücksichtigt zu werden braucht. Da die An- 
stellung dieses Pendelversuches wohl niemals bei dem Schulunterricht 
Yorkommen wird, so handelt es sich für die Schüler auch nur um die 
Möglichkeit der Berechnung der Erddichtigkeit aus Pendel- 
schwingungen, und dann ist die einfachste, wenn auch nicht das 
genaueste Eesultat gebende Methode die zweckmäßigste. 

In der Mechanik der Flüssigkeiten und Gase, welche nunmehr 
als dritter Teil hinzugekommen ist und die Mechanik abschließt, ist 
auch überall die mathematische Behandlung in den Vordergrund ge- 
treten; jedoch habe ich, dem Wunsche einiger Herren FachkoUegen, 
welche die beiden ersten Teile beurteilt haben, insofern Eechnung 
getragen, als ich auch auf die Bestätigung der Gesetze durch das 
Experiment mehrfach Rücksicht nahm. Femer habe ich fast durch- 
weg den Gesetzen eine Eeihe von Naturerscheinungen und technisch 
wichtigen Apparaten folgen lassen, welche in den Gesetzen ihre Er- 
klärung finden resp. darauf beruhen. Hierdurch wurde allerdings eine 
größere Anzahl von Abbildungen notwendig, als anfänglich beabsich- 
tigt war, doch wird, wie ich hoffe, diese den Preis des Buches etwas 
erhöhende Zugabe das Interesse und auch das Verständnis wesentlich 
fördern und dadurch die Brauchbarkeit des Buches erhöhen helfen. 
So wie eine Neubearbeitung der ersten Teile nötig werden sollte, 
würden dieselben nach dieser Richtung hin auch manche Erweiterung 
erfahren. 
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Auf einige Punkte des dritten Teils möchte ich noch besonders 
hinweisen. Da die Meteorologie im Zusammenhange wohl kaum auf 
den Schulen zur Behandlung kommen dürfte, so schien es mir ange- 
zeigt, eine kurze Theorie der wichtigsten Luftströmungen an das 
Barometer anzuschließen. Aus einem ähnlichen Grunde wurde die 
Eytelwein'sche Formel für die Strömungsgeschwindigkeit der Flüsse 
(pag. 70) mit aufgeführt und abgeleitet. 

Eine ziemlich ausführliche Behandlung erfuhren die Molekular- 
wirkungen, bei welchen man die mathematische Entwickelung der 
Gesetze, natürlich soweit dieselbe auf elementarem Wege möglich ist, 
ungern vermissen würde, da gerade dieser Abschnitt in den Schul- 
büchern meistens sehr stiefmütterlich behandelt zu werden pflegt. 
Dasselbe gilt yon den Wasserrädern, von der barometrischen Höhen- 
messung u. s. w. 

Als Anhang habe ich eine Theorie des Nonius und eine Er- 
klärung des Kathetometers gegeben, weil diese Apparate an einigen 
Stellen des Buches citiert werden. 

Die den einzelnen Teilen beigegebenen Aufgaben machen natür- 
lich keinen Anspruch auf Vollständigkeit und sollen nur dazu dienen 
die Anwendbarkeit, zum teil auch die Möglichkeit einer Erweiterung 
oder Verallgemeinerung der entwickelten Theorien zu zeigen. Die 
erste Aufgabe in der Statik f. K. ist vollständig gelöst, um die Me- 
thode der Lösung zu zeigen; einigen anderen Aufgaben ist eine kurze 
Anleitung zur Lösung, den meisten sind nur die Resultate beigefügt. 
Die als vortrefflich bekannten Aufgabensammlungen von Kahl, PUedner 
und Emsmann mögen für weitere Anwendungen empfohlen werden. 

Rostock im März 1885. 

Der Verfasser. 
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Statik fester Körper. 



Einleitung. 



§ 1- 

Alle Körper, welche die Natur unsem Sinnen darbietet, beobachten wir 
in einem der beiden Zustände: Ruhe und Bewegung.*) 

Ein Körper ist in Ruhe, wenn er seinen Ort im Räume uu- 
verändert beibehält. 

Ein Körper ist in Bewegung, wenn er seinen Ort im Räume 
stetig verändert. 

Die WiBBenschaft, welche sich mit der Ruhe und Bewegung der Körper 
heschäMgtj nennt man Mechanik. 

Die Mechanik zerfallt hiemach naturgemäss in zwei Theile: in die 
Statik oder die Lehre von der Ruhe und in die Dynamik oder die 
Lehre von der Bewegung der Körper. Je nach dem Aggregatzustande 
der Körper unterscheidet man Statik fester Korper oder Statik im 
engeren Sinne, auch Geostatik genannt, ferner Statik der Flüssig- 
keiten oder Hydrostatik, endlich Statik der Gase oder Aerostatik. 
Ebenso zer&Ut die Dynamik in drei Gebiete, nämlich in die Dynamik 
der festen Körper oder Geodynamik, in die Dynamik der flüssigen 
Körper oder Hydrodynamik, auch Hydraulik genannt, und in die 
Dynamik der Gase oder Aerodynamik, auch Pneumatik genannt. 

In der Lehre von den allgemeinen Eigenschaften der Körper wird 
gezeigt, dass man sich jeden Körper als Aggregat von materiellen Punkten 
oder Molekülen, d. h. von kleinsten noch physikalisch nachweisbaren Theilchen 
zu denken hat, welche nicht in ununterbrochenem Zusammenhange den 
Räum des Körpers ausfüllen, sondeiii (abgesehen von den Poren) Zwischen- 
ränme freilassen, innerhalb welcher sie sich bewegen können. Diese so- 
genannte Molekularbewegung betrachtet man jedoch gewöhnlich nicht in 
der Dynamik, sondern in der Akustik und Wärmelehre. Damit nun ein 
Körper in Bewegung sei, brauchen nur einige seiner Moleküle 
in Bewegung zu sein, und man unterscheidet daher anch freie fort- 
schreitende Bewegungen (bei welchen alle Punkte an der Bewegung 
theilnehmen) von den drehenden Bewegungen d. h. Bewegungen um 
einen festen Punkt oder um eine feste Axe, unter welcher wir uns ein 
Aggregat von festen Punkten in gerader Linie vorstellen. 



*) Die sogenannten Aggtegatzustände sind nach den Lehren der mechanischen 
Wärmetheorie als Bewegnngserscheinungen aufzufassen. 
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Man könnte hiernach einen Körper auch ein Punktsystem nennen 
Jeder feste E^örper, bei welchem die gegenseitige Lage der Moleküle 
während des Bewegungszustandes sich nicht ändert, würde ein festes, die 
flüssigen und gasförmigen Körper, bei welchen eine solche Aenderung ein- 
tritt, würden veränderliche Punktsysteme heissen. 

Man unterscheidet relative und absolute Ruhe und Bewegung. 
Bezieht man die Lage eines Körpers nur auf benachbarte Gegenstände, so 
ist er relativ in Ruhe oder in Bewegung, jenachdem er eben in Bezug auf 
seine Umgebung seinen Ort beibehält oder verändert; abstrahirt man da- 
gegen von der Umgebung und fragt, ob der Körper im Welträume in Ruhe 
oder in Bewegung ist, so kommt man zu dem Begriffe der absoluten Ruhe 
und Bewegung. 

Ein Hans ist relativ in Ruhe, absolut in Bewegung, da es an der Bewegung 
der Erde theilnimmt. IMe Fixsterne sind möglicherweise in absoluter Buhe, wenn 
sie sich nicht vielleicht um ihre Axe oder um einen Gentralkörper resp. einen 
Punkt im Baume bewegen, was sehr wahrscheinlich ist. 

§ 2. 
•Der Grundbegriff der Mechanik ist der Begriff der Kraft. 

Jede Aenderung in dem Zustande eines Körpers, sei es in dem der 
Ruhe, sei es in dem der Bewegung, muss in Folge des Beharrungs- oder 
Trägheitsgesetzes eine äussere, d. h. nicht in dem Körper selbst zu suchende 
Ursache haben, und solche Ursachen von Veränderungen in den 
Zuständen der Körper nennt man Kräfte. Denken wir uns den 
Körper ursprünglich ruhend, so wird eine seinen Zustand ändernde Ur- 
sache, d. h. eine auf ihn wirkende Kraft nur Bewegung hervorbringen 
können. Man kann die Kraft daher auch erklären als Ursache einer 
Bewegung eines anfänglich ruhenden Körpers. 

Eine Bewegung ist nur denkbar im Räume und in der Zeit. Ein 
Körper durchläuft einen gewissen Weg im Räume, welcher seine Bahn 
heisst, und zwar in einer gewissen Zeit Hat die Bewegung beständig die- 
selbe Richtung, so heisst die Bahn geradlinig, ändert die Bewegung ihre 
Richtung' stetig, so heisst die Bahn krummlinig, und man unterscheidet 
hiernach geradlinige und krummlinige Bewegungen. 

Grundsatz: Eine einzige auf einen Körper wirkende Kraft 
bringt stets eine geradlinige Bewegung hervor. 

Eine krummlinige Bewegung kann hiernach nur durch das 
Zusammenwirken mehrerer Kräfte hervorgebracht werden (we- 
nigstens durch 2 Kräfte). 

Da wir die Kräfte mit unsei-n Sinnen nicht walirnehmen können*), so 
können wir auf ihr Vorhandensein nur aus ihren Wirkungen schliessen; 
und weil diese Wirkungen 1) in einer gewissen (geradlinigen) Richtung 
der Bewegung, 2) in einer gewissen Grösse der Bewegung d. b. 
in einer gewissen Grösse des etwa in einer Zeiteinheit zurückgelegten Weges 
bestehen, so überträgt man diese Attribute der Bewegung: Richtung nnd 
Grösse, auch auf die Ursache der Bewegung, d. h. auf die Kraft. 



m 

*) Die Würmc ist nach der mechanischen Wärmetheorie nicht als Ursache d. h. 
als Kraft, soudcru als Wirkung aufzufassen. 
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Eine Kraft hat also eine gewisse Richtung^ oder sie wirkt 
in einer gewissen Richtong, nämlich in derjenigen^ in welcher 
der durch sie soUicitirte Körper sich bewegt, und sie hat eine 
gewisse Grössoi welche auch Intensität> heisst und der Grösse 
des in einer Zeiteinheit zurückgelegten Weges entspricht. 

Die Uebereinstimmung der beiden Attribute der Kraft mit denen einer 
geraden Linie gestattet die sog. geometrische Darstellung der Kraft 
durch eine Gerade. Die Richtung der Geraden bedeutet dabei die Richtung 
der Kraft; die Lunge der Geraden die Grösse der Kraft; letztere ist ahio 
eio (natürlich nicht absolutes) Haas der Intensität Wie lang man die 
Gerade macht , ist gleichgültig, wenn man eine Kraft für sich allein be- 
trachtet; vergleicht man aber mehrere Kräfte mit einander, so ist nur die 
Lange einer Geraden willkürlich, die Längen der geometrischen 
Darstellungen müsse» sich verhalten wie die Intensitäten der 
Kräfte. 

Ein drittes, freilich nicht so wesentliches Attribut der Kraft ist ihr 
Angriffspunkt, unter welchem wir uns finen (materiellen) Punkt des 
af&üirten Körpers oder einen mit demselben in fester Verbindung stehenden 
Punkt vorstellen, in welchem die Wirkung der Kraft unmittelbar erfolgt. 

Erfahrungsgrundsatz: Eine Kraft lässt sich unbeschadet 
ihrer Wirkung in jeden Punkt ihrer Richtung oder der Ver- 
längerung ihrer Richtung verlegen, wenn dabei nur die Rich- 
tung der Kraft an sich und die Grösse der Kraft ungeändert 
bleibt (Princlp von der Verlegung des AngriiSspunktes.) 

Ob eine Lokomotive einen Eisenbahnzag zieht oder schiebt, ist in Bezag auf die 
Wirkung gleichgültig. 

§ 3. 

Wenn auf einen Körper mehrere Kräfte zugleich wirken, so heben 
sich die Kräfte entweder in ihrer Wirkung gegenseitig auf, d. h. ihre Ge- 
sammtwirkung ist gleich Null, oder die Kräfte heben sich nicht gegenseitig 
auf. Im ersteren Falle sagt man, die Kräfte sind unter einander im 
Gleichgewicht, im zweiten Falle gibt es im Allgemeinen (nicht immer!) 
eine einzige Kraft, welche, wenn sie allein wirkte, dieselbe Wirkung auf 
den Körper hervorbrächte, wie die gegebenen Kräfte zusammen, welche 
also die Gesammtwirkung der Kräfte darstellt; diese Kraft nennt man die 
Resultirende der Kräfte oder Mittelkraft und die Kräfte selbst iu 
Bezug auf die Resultirende die Seitenkräfte oder Komponenten. 
Die Aufgabe, die Resultirende mehrerer Kräfte zu finden, heisst Zi^- 
sammensetzung der Kräfte, die umgekehrte Aufgabe, zu einer Kraft 
(der Resultirenden) die Seitenkräfte zu bestimmen, heisst Z er 1 egung 
der Kraft. 

Dass das Gleichgewicht der Kräfte ein specieller Fall der Zurück- 
fühmng auf eine Resultirende ist, liegt ^uf der Hand. Die Resultirende 
war ja die Gesammtwirkung der Kräfte; wird dieselbe gleich Null, so sind 
die Kräfte im Gleichgewicht. Will man daher Bedingungen für das Gleich- 
gewicht von Kräften aufstellen, so hat man zuerst die Resultirende der ge- 
gebenen Kräfte zu bestimmen und zu untersuchen, unter welchen Be- 
dingungen dieselbe gleich Null wird. 

1* 



Wirken Kräfte, welche unter sich im Gleicbgewicht sind, auf einen 
ruhenden Korper, bo wird derselbe natürlich in Ruhe bleiben; ein Körper 
kann aber, wie wir später sehen werden, auch, in Ruhe sein, ohne dass die 
auf ihn wirkenden Kräfte inl Gleichgewichte sind, wenn nämlich die Wirkung 
ihrer Resultirenden auf irgend eine Weise aufgehoben wird. Die Definition 
der Statik, sie sei die Lehre von der Ruhe der Körper, ist daher viel all- 
gemeiner als die gewöhnliche, dass sie die Lehre vom Gleichgewichte der 
Kräfte sei.*) Handelt es sich um die Bedingungen fttr die Ruhe der 
K<c>rper, so wird das Gleichgewicht der Kräfte dabei allerdings mit zu be- 
rttcksichtfgen sein, es wird aber offenbar nicht die einzige Bedingung der 
Ruhe 'bilden. • 

' Die Eintheilung der Statik ist hiernach ohne .Weiteres gegeben. Der 
erste rein theoretische Abschnitt wird sich mit den Methoden zur Be- 
stimmung der Resultirenden und den daraus unmittelbar folgenden Be- 
dingungen des Gleichgewichts der Kräfte, der zweite mit der Ruhe der 
Körper und mit den Anwendungen auf die Maschinen beschäftigen. Bei 
der Bestimmung der Resultirenden wollen wir folgende Reihenfolge fest- 
Iialten. 

Die Kräfte haben sämmtlich 

1) denselben Angriffspunkt 
und wirken ' 



A) in derselben Geraden, B) in verschiedenen Geraden 

2) verschiedene Angriffspunkte 
und wirken | 



A) in parallelen Rieh tu ngen,B)inbeliebigenRichtungen(i.ein.Ebene). 



Erster Abschnitt. 



Bestimmung der Besultirenden und Gleichgewicht der Kräfte. 

§ 4. 

Gpcifen mehrereKräfte in einem und demselben Punkte 
eines Körpers an, so haben sie immer eine Resultirende.*'^) 
• Diesen Satz müssen wir als Grundsatz an die Spitze dieses Abschnitts 
stellen. 

A. Die Kräfte wirken in derselben Geraden. 

Erfahrungsgrundsätze: 1) Wirken zwei Kräfte in der- 
selben Geraden' und nach derselben Seite, so ist ihre Resul- 



*) Vom Gleichgewichte eines Körpers kann überhaupt keine Bede seuu Ein 
Körper ist in Buhe oder in Bewegung, Kräfte sind im Gleichgewicht. 

**) Dieselbe kann natürlich unter umständen gleich Null sein, so dass dann 
die Kräfte im Gleichgewichte sind. 



tirende gleich der Summe der beiden Kr&fte and wirkt eben- 
faila nach dergelben Seite. 

2} Wir[:en zwei Kräfte in derselben Ger&den, aber nacli 
entgegengesetsten Seiten, bo ist ihre Kesnltirende gleich der 
Differenz der beiden Kräfte; dieselbe wirlct nach der Seite der 
gresseren Kraft. 

Folgerangen. 1. Sind die beiden nach entgegengesetzten Seiten 
virkendan Kräfte einander gleich, so ist ihre Reanltirende glräeh Null, die' 
Eiifte sind daher im Oleiohgewioht 

2. Wirken mehrere Kräfte in derselben Geraden nach 
derselben Seite, so denke man sieh zuerst zwei derselben zu einer 
BeBiiltirenden zneanuneBgesetzt, diese mit der dritten Kraft wieder zu einer 
Eesaltirenden etc., dann ist die Reanltirende aller Kr&fte offen- 
bar gleich der Summe aller Kräfte; dieselbe wirkt nach der- 
selben Seite wie die gegebenen Kräfte. 

3. Wirken mehrere Kräfte tbeils nach < 
nach der andern Seite in derselban Gerade 
Gmppeb von Kräften je eine Besnltirende, welche gl 
Kräfte ist, die beiden Eesaltirenden aber wieder eine 
gleich der Differenz beider ist und nach der Seite 
daher ist die Resaltirende aller Kräfte gleit 

zwischen der Summe der nach der einen Seite 

richteten Kräfte und der Summe der nach der 

Geraden gerichteten Kräfte; dieselbe wirkt n: 
grösseren Summe. 

Zusatz zu 3. Wären die beiden Summen der Kräfte 
einander gleich, so wäre die ResuUirende aller Kräfte gleich 
Nnll, die Kräfte wären dann also im Gleichgewicht. 

§ 5- 
B. Die Kräfte wirken in demselben Punkte, aber in ver- 
schiedenen Geraden. 

Sind zunächst nur zwei unter einem Winkel auf einen Punkt 
wirkende Kräfte vorhanden, so findet man ihre Resultirende nach dem sog. 
Parallelogramm der Kräfte: 

Die Resultirende zweier unter einem Winkel auf 
einen Punkt wirkenden Kräfte wird sowohl der Grösse, 
als auch der Richtung nach durch die durch den Angriffg- 
pankt der Kräfte gehende Diagonale desjenigen Paral- 
lelogramms geometrisch dargestellt, w,elches sich aus 
den geometrischen Darstellungen der beiden gegebeneu 
Kräfte konstruiren lässt. 

Beweis.*) Princip des Beweises: Zwei zugleich aufeineu 
KOrperwirkendeKräfte bringen dieselheWirkung hervor, 
als wenn dieselben nach einander dieselbe Zeit hindurch 
wirken. (ErfahrDagssatz). 



Es seien nun (Fig. 1) AB nnd AC die geometiiBcheD Darstellungen 
der Kräfte P und Q, ABCD das Parallelogramm a^a AB and AC, so wUrde 
die Krdt P den Punkt A in einer gevissen Zeit, etwa in 1" von A 
nach B treiben , wenn sie allein wirkte. EbenBO wflrde die Kraft Q allein 
den Pnnkt A in V von A nach C treibeD. Laset man nun zuerst i* 1 *" 
nnd dann Q \^ hindurch wirken, so bewegt eich A zuerst nach B und 
dann von B nach i>, weil BB = AC Ist nnd mit AC gtdobe Richtung hat. 
Wirken bude Kräfte P und Q zugleich l", so muss nach dem obigen 
Princip A ancb nach B gelangen. Nnn gibt es, da P und Q in demselben 
Punkte angreifen, nach § 4 immer eine Resnltirende, d. b. eine einzige 
Kraft, welche dieselbe Wirkung hervorbringt, nämlich den Pnnkt A in 1** 
nach B bewegt. Da nnn eine Kraft nach § 2 immer eine geradlinige Be- 
wegung hervorbringt, so kann die Resultireude den Punkt A nnr auf 
dem geraden Wege AD nach B bewegen, d. h. AB ist der Richtung nach 
nnd, weil AB der Weg in 1° war, auch der Orösae 
nach die geometrische Darstellung der Resnltirenden 
von P und Q. 

Zusätze: 1. Die Reenltirende der Kräfte 
P und Q ist immer kleiner als die Summe der 
Kräfte (da im A ^JJ Seit« AB < AB -\- BB mt\ 
nähert sich aber nm so mehr der Summe, je 
kleiner der Winkel der beiden Seite nkräfte ist 
fje grösser nämlich ^ ff, je kleiner aUo ^ -1 ist), 

2. Die Resnltireude lif{;t der {fi-össtreu 
Seitenkraft uäher als der kleineren. 

Ist nämlich P>Q, also auch AB>BD^ 60 is; 
auch ^ BBA> ^BAB, also auch ^ DAC> ^ BAB. 

'i. Sind die Seitenkräfte P nnd Q einander gleich, so ist 
das Parallelogramm ein Rhombus, die Resultireude balbirt daher 
den Winkel der beiden Kräfte. 

Die B«anltirende l&sst sich anch ihrer GrosBe nnd Lage nach berechnen. Be- 
leichnet man nämlich mit a den Winkel der beiden Kräfte P ond Q, mit B. die 
GrSase der Besnltirenden mit ^ und tp die Winliel, welche R mit Presp. Q 
bildet, Bo folgt ans dem Dreieck ABB 

Ä = |/iM-|-tt*— 2P.0. cos (1800 — a) 
= ^i>it_|_ß«_|_2Pßcos« 

-Q^_P-\- Qaofia 
2PR ^ Ä 

Für a-^ 90" ist cos «=o, alsoÄ=|/p*+£>^, coa 9>=-d, cos ^= -^. 

Eine der Resnltirenden R gleiche^ aber direkt entgegengesetat wirkende 
Kraft A, würde nach § 4 der Kraft R, folglich auch den Kräften P nnd Q 
das Gleichgewicht halten. Hau nennt daher diese Gegenkraft R, die 
Aequipollente der Kräfte P nnd Q, Es ist aber offenbar auch P die 
AequipoUeote zn Q und R,, ebenso Q die Aequipollente zu R, nnd P. 



Denn iat (Fig. 2) AF die Reanltirende zu Q und R^ = AE, alao ACFE 

ein Parallelogramm, ao ist AEttFC. Da nun AE^AD war, so ist auch 

FC = AD. Natllrlich ist anoh FC || Aß, folglich 

OADCF ein Parallelogramm, und daher AFttDC. 

Da aber DCnAB war, bo iat ff^J" eine Gerade 

und AB = AF, A. h. P iat gleich und entgegenge- 

eetzt der Reaultirenden AF von Ä, und Q, d. h. 

die Aeqnipollente von Q und A,. In derselben Weise 

würde sich ergeben, das Q die Aeqnipollente von P 

Dnd S, ist. 

Sind drei in einem Pnnkte angreifende 
Kräfte im Gleichgewicht, so ist jede die 
Aeqnipollente der beiden andern, d. h. gleich 
and entgegengesetzt gerichtet derResul- 
tireoden der beiden andern. 



Auf diesem Batze beruhen die ^wOhnlichen Apparate 
£Qi DemoDitTatiofl de« SatiM Tom FaraUeloCTunm der v,„ a 

Kräfte. *^'8 ^ 

Wirken mehr als zwei Kräfte auf einen Pankt, gleichviel ob sie in 
derselben Ebene liegen oder nicht, etwa 
OA, OB, OC, OD (Fig. 3), so suche man 
zuerst EU der ersten und zwdteu Kraft 
OA und OB die Resnltirende OE, dann 
zu OE und OC die Reanltirende OG, 
endlich zn OG und OD die Reenltirende 
OJ^, so ist OK die Reanltirende zu OA, 
OB, OC OD; denn die Kräfte OA und 
OB lassen sich ersetzen durch die Kraft 
OE, also lasBen aich OA, OB und OC 
ersetzen durch die Kr&fte OE und OC, also 
anch durch die Kraft OG, folglich lassen sich 
OA, OB, OC, OP ersetzen durch OG und OD, 
also auch durch OK, d. h. OEiit die geeuchte 
Resnltirende. Dieses Verfahren ist offenbar FJft- 3- 

unabhängig von der Anzahl der Kräfte. 

Folgende Ueth(»)e, welche ana der vorigen folgt, 

mag noch erwähnt werfen {Fig. 4). Man lieiie 

Ate ^ OB, £G :tt OC, GKttOD und verbinde O 

mit K, so iat OK die geaacht« Beaoltirende. Z5ge 

nun nämlich OE, ES, OG, GC, KD, eo wSrde auf 

dem Satze Tom Parallel ogranim der Knifte die Bich- 

tigkeit der Konstnictioii atch ohne Weiteres ergeben. 

WeDD der letzte Punkt K dieses sog. organischen Zoges 

mit dem Angrifipnnkt O ziuammeufiele, so wäre die Ke- 

sultirende OA"— Q, d, b. die Kräfte wären im Gleich- 



gewicht. Dias iat zugleich offenbar die einzige Mög- 
lichkeit des OleichgewichtB der Kräfte. 



Fig. 4, 



nsatz. Fttr drei nicht in einer Ebene 
wirkende Kräfte ist die Reaultirende der 
GrSsse und Richtung nach die Diagonale des Parallelepipedons-,, 
welches man ans den geometrischen Darstellungen der Kräfte 
konstmiren kann. 



Sind nämUch OJ, OB, OC die drei Kräfte (Fig. 6\ OADBCEFG das 
daraus konati'uiile Parallelepipedon, so iet zunächst OB die Resnltirendc 
von OA nnd OB, ferner,. da D OCFD ein Pa- 
rallelogramm, OF die Reanttirende von OD 
und OC, also auch die Resulürende von OA, 
OB, OC. 

Dieser Satz könnte als eine Erweiterung 
des Satzes vom Parallelogramm der Kräfte 
gelten. 



Zerlegung einer Kraft nach dem Satze 
vom Parallelogramm der Kräfte. 

Die Aufgabe, eine Kraft OC (Fig. 6) am 
ersetzen durch zwei Seitenkräfte mit demselben 
Angi'iffepunkt, iet eine unbestimmte, da in dem Parallelogramm der Kräfte OACB 
nur die Diagonale OC gegeben ist. Soll dieselbe zu einer bestimmten geo- 
metrischen Aufgabe werden, so müBsen noch zwei Data vorhanden sein. 
Da nnn die in dem Pai'allelogramm in Betracht kommenden Seiten nnd 
Winkel auch sämmtlieh in einem Diagonaldreieck, etwa AOC, enthalten 
sind, so reduciii sich die Eonstrnction des Parallelogramms anf die Kon- 
struction dieses Di'eiecka. Die den 4 Kongruenzsätzen entsprechenden 
Kombinationen der Seiten und Winkel sind dann folgende: 
Gegeben- ausser OC 1) OA, ^ AOC 

2) ^ AOC und ^ ACO = ^ COB 

3) OA uud AC =. OB 

4) AO nnd ^ ACO = ^ COB. 

Es kann also aussei' der zu zerlegenden Kraft gegeben sein 

entweder 1) eine Seitenkraft der Grösse und Richtung nacb, 
oder 2) beide Seitenkräfte der Richtung nach, 
oder 3) „ „ „ Grösse nacb, 

oder4) eine Seitenkraft der Grösse, die andere der 

Richtung nach. 
Ueber die AuflSsung dieser 4 Aufgaben bedarf es 
kdner weiteren Bemerkung. 

Der zweite Fall, welchen man auch deu Fall der Zer- 
Fig. C Legung einer Kraft nach zwei gegebenen Richtungen nennt, 

ist der gewölinlichste. Meistens werden hierbei die beiden 
Richtungen OA und OB auf einander senkrecht angeliommen. 

Man kann nattirlich eine Kraft auch in mehr als zwei Seitenkräfte 
zerlegen, indem man dieselbe zuerst nach der vorigen Methode in 2 Kräfte 
und ijann eine dieser letzteren oder auch beide aufa Neue zerl^ u. s. f. 
Soll die Zerlegung nach 3 nicht in einer Ebene liegenden Achtungen ge- 
schehen, so kann man den Satz vom Parallelepipedon der Kräfte benntzeD. 
Da nämlich die Diagonale der Parallelepipedona und die Richtungen der 
3 Hauptkanten (Fig. 5: Of der Grösse, OA, OB, OC der Richtung nach) 
gegeben sind, so hat man nur durch den Endpunkt der gegebenen Kraft 
3 den Ebenen der Hauptkanten parallele Ebenen zu legen, um das ganze 



ParalleiepipedoD, und damit auch die Seite nliräfte za erlislten. Sind die 
.1 Richtungen auf einander senkrecht, ho schneiden, wie leicht zu erweisen, 
die 3 von dem Endpunfcte der Kraft anf die gegebenen Richtungen ge- 
fUllten Lote auf diesen Richtungen die gesuchten Seitenkräfte ab. 

Anmerkung. Auf der Theorie der Zerlegung der Kräfte heruht 
folgende in der analytischen Staük einzig nnd allein angewandte Methode 
zur Bestimmung der Resultirenden melirerer in einem Punkte angreifenden 
Klüfte. Mas denkt sich nämlich dntcb den gemeinschaftlichen AngriSii- 
pQukt drei oder, wenn die Kräfte aämmtlich in derselben £bene wirken, 
:vei auf einander senkrechte Gerade, sogenannte Axen gelegt^*) dann jede 
der gegebenen Kräfte in 3, resp. 2 Seitenkräfte nach diesen Azen zerlegt, 
die Giiippen von Kräften, welche dann in diesen Axen wirken, nach § 4 
sn 3 resp. 2 natärlich auch in den Alien wirkenden Resultirenden zu- 
luunen gesetzt und endlich zn diesen Resultirenden nach dem Parallel- 
epipedon oder Parallelogramm der Kräfte wieder die Resnltirende gesucht. 

Da n ach einem stereometrische u Satze die letzte Kesultirende 
J{ ^ yA, ' -|- itt' -j- Äj^ ist, wenn die Besultii'enden in den Axen mit 
7t| R^ Jtg bezeichnet werden, so ist klar, dass nur dann £ =0 ist, d. h. 
d^ Gleichgewicht aller Kräfte eintritt, wenn Ri ^=0, Rt ^0 und Äj =0 
ist, d, h. wenn die in jeder Ase wirkenden Seitenkräfte unter sich im 
GWchge Wichte sind. 

* Theorie der parallelen Krfifte. 

§ 7- 
A. Alle parallelen Kräfte sind nach derselben Seite gerichtet. 
1. Es seien zunächst nur zwei Kräfte P und Q gegeben, welche 
einen Körper in den Punkten A resp. B angreifen; AC nnd BD seien die 
geometri Bellen Darstellungen der Kräfte. 
Die Konstruktion der Resultirenden er- 
gibt sich auf folgende Weise. Man ver- 
binde die Angriffijpunkte A nnd B mit 
einander (Fig. 7) und denke sich in A 
nnd B zwei beliebige, aber gleiche Kräfte 
AFuuäBG, nach entgegen gesetzten Seiten 
in den Verlängerungen von AB über A und 
B lünane wirkend, angesetzt, so muas die 
Resnltirende der 4 Kräfte P, Q, AF, BG 
dieselbe sein, wie die Resnltirende der 
beiden Kräfte P nnd Q, indem die beiden 
Kräfte AF und BG sich in ihrer Wirkung Fig. 7, 

aufheben, die Gesammtwirkung von P 
und Q also nicht beeinträchtigen.'*''^) Bestimmt man nun die Resnltirende 

*} Daas die Geraden anf einander senkrecht stehen, ist nicht gerade nothwendig, 
jedoch der einfachste nnd am meistea angewendete Fall. 

**] A nnd B sind ak Pankte eines festen Körpers in feater Verbindnng mit 
einander, so dies durch die gleichen and entgegengesetzt gerichteten Kräfte AF 
und BQ wohl eine Spannung von AB, aber keine A enderang im Bewegnngs- oder 
Rnhezastande des ESrpers hervorgebracht wird. 
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der 4 Kräfte P, Q, AF, BG, indem man zuerst je zwei derselben I^ 
und AF einerseits, Q und BG andrerseits kombinirt, so ergeben sich; wenn 
CK II AF, FK II AC^ DL || BG, GL || BD gezogen werden, die beiden Kräfte 
AK und BL mit derselben Gesammtwirkung wie die der 4 Kräfte. Ist nun 
der Durchschnittspunkt von AK und BL, so verlege man beide Kräfte 
nach 0, so dass etwa OM = AK und ON = BL ist, dann ist die Resul- 
tirende von OM und ON auch die Resultirende von AK und j5Z, d. h. 
von P, AF, Q, BG oder von P und ß. Statt nun OM und OiV^ nach dem 
Satze vom Parallelogi*amm zusammenzusetzen, wodurch der Beweis des Re- 
sultats komplicirter wird, zerlegen wir beide Kräfte wieder nach zwei mit 
AJ^ und AG parallelen Richtungen in die Seitenkräfte OY und OX, resp. 
OZ und OVy dann lassen P und Q sich ersetzen durch die 4 Kräfte OX^ 
OV, OY, OZ. Da nun A OMX ^^ A AKC und A OVN ~ BDL 
(2 Kongr.), so ist OY = .^F, OZ = BG, OX = AC, OF = ^2>. Es ist 
also auch OY = OZ und die Wirkung dieser beiden Kräfte daher gleich 
Null. Die Gesammtresultirende ist daher die Resultirende der Kräfte 
OX = P und OV = ö, deren Grösse nach § 4, l OX -f Or = P -f- £>, 
und deren Richtung die Richtung von OZ, d. h. parallel mit den Rich- 
tungen von P und Q ist. Wir haben somit folgendes Resultat: 

Wenn zwei parallele Kräfte nach derselben Seite ge- 
richtet sind, so ist ihre Resultirende gleich der Summe der 
Kräfte; dieselbe wirkt nach einer den Richtungen der Kräfte 
parallelen Richtung und auch nach derselben Seite wie di^ 
gegebenen Kräfte. 

Da man mit Hülfe der obigen Konstruction den Angriffspunkt der 
Resultirenden finden kann, so lässt sich die Resultirende auch in jedem 
Falle ihrer Grösse und Richtung nach bestimmen. 

Die Weitläufigkeit des obigen Verfahrens zur Bestinunung von kann 
man durch folgendes einfachere Verfahren vermeiden. Es kommt offenbar 
nur darauf an, irgend einen Punkt der Richtung der Resultirenden zu be- 
stimmen, indem die Resultirende nach jedem Punkte ihrer Richtung ver- 
legt werden kann, und dazu eignet sich besonders der Durchschnittspunkt E 
dieser Richtung mit AB. 

Da A AKC rvj A AOE und A BDL c^ A OEB 

so folgt ACiKC = OE'.AE 
und DL:BD =:= EBiOE. 

Durch Multiplikation beider Propoiiiionen ergibt sich 

ACiBD = EBiEA 
oder AE:EB= Q:P (I) 

Man findet also einen Angriffspunkt E der Resultirenden, 
indem man AB im umgekehrten Verhältniss der beiden Kräfte 
t h 6 i 1 1. 

Zusjitz. Da hiernach die Lage des Angriffspunktes der Resultiren- 
den auf AB nur abhängig ist von der Grösse der Kräfte, nicht von der 
Ri.chtung derselben, so muss die Lage dieses Angriffspunktes auf AB 
ungeändert bleiben, wenn man das System der Kräfte dreht, d. h. ihren 
Winkel mit AB verändert. 
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Aub I fol^ 

P.AM = Q.ES (111 , 

d. h. die Producte ans den Kräften in die EDtferntingen ihrer reapectiven 
Angri&bpnnkte vom Angriff'apniikt der Resnltirendea aiad eih&uder gleiclL 

Denken wir nna durch E eine Senkrechte zu den Richtungen der 
Kräfte P und Q gezogen, welche dieaelben in A' resp. B" achneidet (Fig. 8), 
üttd die Kräfte P und Q nach A' reap. B" verlegt, bo können wir mit Rück- 
sicht darauf, daaa 

A A EA' oj A EB^ 
alBO AE:£B = Ä'E:EB'~ 
statt I auch 

A'E:EB'~ Q:P 

und statt U P.A'E= Q-EB" (III) 

sdireiben. Da jede Parallele zn A'B" durch die Eesnltirende in dem 
VerhältnisBe A'E : EB" geacbnitten wird , ao findet man anch tunen Angiifi^ 
pnnkt der Reanltirenden , indem man sn den 
f^htnn^n der gegebenen Kräfte eine beliebige 
Senkrechte zieht nnd dieflelbe im Verbältniaae 
9:i> tbeUt. 

Erklärung: Unter dem atatiachen 
Moment einer Kraft in Bezug auf einen 
Pnnkt (Centrnm genannt) versteht man 
il;is Product aiia der Enift in die £nt- 
i'ernniig ihrer Richtung von dem Punkte. 

Der Augiiffapunkt£ der Reaultiren- p. „ 

dun zu P und Q hat alao nach III eine ^ 

solche Lage, dsBB die statischen Momente dieser Kräfte in Be- 
zug anf ihn einander gleich sind. 

Fflr manche Zwecke iat ea bequem, die Werthe von AE ond EB, 
ansgedrflckt durch P, Q und AB =• 1, zu kennen. 

Ans I folgt componendo 

J£ + £B:J£>_p , 0.-, 



Znaätze. 1. Ist P— i), ao ist anch AE — EB, d. b. der An- 
griffapnnkt der Resnltirenden zweier gleichen parallelen Kräfte, 
welche nach derselben Seite gerichtet sind, liegt in der Mitte 
zwiBchen den Richtungen der Kräfte. 

2. Ist P > 0, &o ist auch EB > AE, d. h. der Angriffapunkt der 
Resnltirenden liegt der grösseren Kraft näher als der kleineren. 

IL Wirken mehrere Kräfte /*i P^ Pj etc. im Ranme oder anch in 
einer Ebene in den Punkten At Aj A^ etc. nach parallelen Ricbtongen and 
nach derselben Seite, ao bestimmt man zuerst die Reaulärende von P^ und 
Pj. EHe Grösae derselben ist Ä. = P, 4- Pj, ihr Angriffspunkt sei Ey 
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(Fig. 9), wo Ai Ell El A^ =P^:Pi. Ea sei ferner Ä» die EwulüreDdc 
von Ä, und Pj, E^ ihr Angiififepnnkt, BO ist A3 = Ä, -{- P» = i>, + Pj -f- -P:, 
und El E^iEt As = Pi'.Jii. Die Kraft Ä, wird kombinirt mit P«, die 
Resultirende beider ßj mit P5 etc.; die Angriffspunkte E3, £4 . . . 
der Reaultirenden Ag, Bf . . . werden bestimmt nach den Proportioneu 
Aj Ei-. Ei A^ = Pi-.Ri resp. fj E^ -.Et A^ = Pg:«» etc. Die Gross 
der letzten Resultii-enden, d. i. der Gesammtresnltirenden, ie 
Ä = p, + p, -[- Pa -j- ,..-[- p„; ihre Richtung ist parallel de» ' 
Richtungen der gegebenen Kräfte und auch nach derselben Seite I 
gerichtet Der Angriffspunkt der Resultirenden wird in der 
vorhin angegebenen Weise durch Kombination zweier Kräfte, 
resp. ihrer Resultirenden 
mit einer dritten Kraft etc. 
bestimmt Diesen Angriäs- 
pnnkt nennt man auch den 
Uittelpankt der paral- 
lelen Kräfte. 

Anmerkung 1. Da die 
Resultirende als Summe von 
Kräften stets grösser als Null 
ist, so können parallele 
gleichgerichtete Kräfte 
nie im Oleichgewicht 
sein. 

Anmerkung 2. Da die 
Lage des Angrifispunktes der 
Resultirenden nur von der 
gegenseitigen Entfernung der 
Ängrifibpnnkte der Kräfte und 
von der Grösse der Kräfte, 
nicht aber von der Richtung 
derselben im Räume abhängig 
ist, so kann eine Drebung 
des ganzen Kräftesystems um 
die resp. Angriffspunkte der 
Kräfte, wenn diese nur dabei 
pjg, 9 parallel bleiben, keine Aen- 

dernng in der Lage des An- 
griffspunktes der Resultirenden zur Folge haben. 

Anmerkung 3, Die Reihenfolge, in welcher die Kräfte kombinirt 
werden, ist gleichgaitig. Es wird dadurch weder die Grösse der Reeul- 
tirenden, noch ihre lUchtung, noch die Lage ihres AngrifüBpunktea geändert. 



Die parallelen Kräfte sind nach verschiedenen Seiten geriohtet. 

I. Es seien zunächst wieder nur zwei Kräfte P und Q, wirkend iu 
A resp. B, vorhanden, dann sind folgende beiden Fälle zu niitei'adieiden : 
P > P und P = p. 



Eb Bei 1. P> Q. 

Denken wir uns die Kraft /* (F^g, 10) in zwei parallele mit /'gleich- 
gerichtete Kräfte zerleg, von denen die eine C in B angreift nad gleich 
Q ist, 80 müssen, wenn die andere auf der entgegengesetzten Seite von P 
wirkende Seitenkraft mit R, ihr Angriffspunkt mit E bezeichnet wird, nach 
§ 7 folgende Relationen gelten: 

B-\' ty = P 
und EA-.AB = Q':B, 

vorans R = P — Q- A. \. R =. P ~ ij i 

und EA-.EA -{- AB = iY : 0' -{- RAA- HA : EB = Q: p] ' 
folgt. Die beiden Kräfte P nnd Q lassen sich miii offenbar ersetzen ^ui-ch 
die 3 Kräfte R, Q" und Q oder, da A' und {> sich 
gegenseitig aufheben, durch die Kraft H, d. h. K ist 
(lie Resnltirende von P und Q. 

Wir sind nunmehr zu folgendem Resultat gelangt: 

Die Kesnitireude zweier parallelen eiit- 
gegeagefictzt gerichteten Kräfte iat gleich der 
Differenz der Kräfte; sie wirkt parallel den 
[^räftea und zwar nach der Seite der grCsBeren. p<j„ jg 

Man findet ihren Angriffspunkt, indem man 
d\e Verbindungslinie der Angriffspunkte der beiden gegebenen 
Kräfte nach dem umgekehrten Verhältnisse der beiden Kräfte 
verlängert nnd zwar Über den Angriffspunkt der grösseren Kraft 

Anmerkung 1. Zu diesem selben Resultate wflrde man auch durch 
Hinzaflignng zweier gleicher entgegengesetzt gerichteter Kräfte zum System, 
welche In der Richtung von AB in Ä und B wirkeu, und durch lie- 
jtimmnng der Reaultirenden der 4 auf diese Weise erhaltenen Kräfte nach 
Analogie von § 7 gelangt sein. 

Anmerkung 2. Eine Drehung der Kräfte P und Q um ihre An- 
^Sbpnnkte A und B würde auch in unsenn Falle keine Aenderung der 
Lage des Punktes E zur Folge haben, da dieselbe nur y<)a der Grösse 
der B^äfte abhängt (sogar nur von dem Verhältnias der Kräfte). 

Aus I folgt 

P.AE = Q.EB 
d. h. die Prodncte ana den Kräften in die Entfern im gen ilner Angriffspunkte 
von dem Angriffspunkte der Resultirenden sind 
gleich. Eine durch E zu den Richtungen von 
P und Q gezogene Senkrechte, welche P nnd Q 
in Ai resp. £, schneidet (Fig 11), wird, in diesen 
Funkten so getheilt, dass 

EAy : EB^ = EA : EB 

• = Q: P, 

oder P.EA, = Q.EB^ 

ist, und dasselbe gilt von jeder Pai-allelen zu EBi. pj„ jl 

Man kann hiernach einen AngiiSspuukt der Re- 

tiultirenden auch so finden, dass man zwischen P nnd eine beliebige 

Senkrechte zieht und dieselbe nnch dem Verhältniss 0:P fiber P hinaus 



verlängert. Ua i'.EA, und Q.EBi die statiBcben Momente der Kräfte 
P UEd in Bezug auf E Bind, bo folgt: 

Der Ängriffapuiikt E der Eesnltirenden hat auf der Ver- 
längernug von Äy B, eine solche Lage, daBB die statiBchen Mo- 
mente der gegebenen Kräfte in Bezug auf ihn einander gleich 
sind. 



Berechnen wii 
erhalten wir auB 


■ endlich noch AE und BE ana P, Q 


e 
Ebenso folgt 


EA:EB = Q:P 
ucccBSive EA-.EB — EA = O'-P—Q 

EB — EA-.EB = P — Q:P, 


Es sei 


alBO EB=-^.l. 
2. P= 



LaflBcn wir znuächst nur wachsen, während P nngeändert bleibt, 
so vird EB, wie ans der Formel für EB hervorgeht, immer gi-öBser, die 
Resnltirende R ^ P — aber kleiner. Wird ^ P, i. h. sind die ge- 
gebenen Kräfte einander gleich, so wii-d EB ^= co tind A' ^ 0. 

Erklärung: Zwei gleiche parallele ent- 
gegengesetzt gerichtete Kräfte nennt man 
ein Eräftepaar (nach Poinsot). 

Ein Kräftepaar hat also eine Resultir- 
ende gleich Null in unendlicher Entfernung, 
d. h. für ein Paar gibt es überhaupt keine 
Kesultirende. 

Anmerkung. Hätte man dnrch Hinzufügung 

zweier gleicher entgegengesetzt gerichteter Kräftf 

p. ,2 zum System nach Analogie von § 7 eine Kesultir- 

ende des Paares bestimmen wollen, go würde man, 

wie ans Fig. 12 ohne Weiteres zu eraehen ist, immer wi^er auf ein Paar 

gekommen Bein. 

Ein Eväftepaar ist nicht im Oleichge- 
wicht. 

Beweis*). Wäre daB Kräftepaar P, Q im 

Gleichgewicht, so müsste der KOrper, auf welchen 

dasselbe wirkt, in Ruhe bleiben und erst recht auch 

dann, wenn man einen Punkt, etwa N, zwischen A 

und B festmacht (Fig. 13). Fügt man dann die 

Kräfte Ä und S, wirkend in A und M, wo SM = AN 

"*f- ^°- ist, hinzu, und zwar so, dass Ä = S ^ /* = Ö und 

Ä und S parallel Q und auf dci-selben Seite wie Q wirken, so würde, da 

die Resultirende von R und S, welche in N angi'eift, durch diesen feBten 

*) Im Wesentlichen nach Granert. 
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Punkt aufgehoben wird, der Körper auch jetzt noch in llulie bleiben, was 
aber nicht möglich ist. Denn P wird durch R aufgehoben. Die übrig- 
bleibenden Kräfte S und Q haben eine zwischen beiden in der Mitte 
liegende Kesultirende J = 5 -|- Ö; welche nicht verschwindet und auch 
nicht durch einen festen Punkt aufgehoben wird, also eine Bewegung des 
Körpers und zwar eine Drehung um N liervorbringen muss. Die Annahme; 
dass P und Q im Gleichgewicht sind, ist daher falsch. 

Da ein Paar also nicht im Gleichgewicht, aber auch ohne Resultirende 
ist, so gibt es neben der Zuräckführung der Kräfte auf eine Kesultirende 
und dem Gleichgewichte der Kräfte noch eine dritte Möglichkeit: die Zu- 
räckftthrung auf ein Kräftepaar (vgl. § 3). 

II. Wirken mehrere Kräfte parallel zu einander, aber nach ent- 
gegengesetzten Seiten, ^o kann man zunächst die nach der einen Seite 
gerichteten Kräfte zu einer einzigen Ejraft zusammensetzen und dann 
ebenso die nach der entgegengesetzten Seite genchteten Krftfte; alsdann 
erhält man zwei Resultirende, wetefae selbst auch parallel und nach ent- 
g^engesetzten Seiten wirken. Jede dieser Kesultirenden ist gleich der 
Summe der zugehörigen Seitenkräfte. Je nach dem Verhältnisse dieser 
Summen zu einander und der Lage der beiden Kesultirenden sind nun 
verschiedene Fälle möglich. 

1. Ist die Summe der nach der einen Seite gerichteten 
Kräfte gleich der Summe der nach der andern Seite gerichteten 
Kräfte, so fallen entweder die Angriffspunkte der beiden 
diesen Summen gleichen Kesultirenden zusammen, dann heben 
dieselben sich auf und die Kräfte sind im Gleichgewicht, oder 
die Angriffspunkte fallen nicht zusammen, dann bilden jene 
Besultirenden ein Kräftepaar, die Kräfte lassen sich also nur 
auf ein Kräftepaar reduciren und sind also nicht im Gleich- 
gewicht. 

2. Ist die Summe . der nach der einen Seite gerichteten 
Kräfte verschieden von der Summe der nach der andern Seite 
gerichteten Kräfte, so haben die beiden Rcsultiienden, welche 
diesen Summen gleich sind, stets wieder eine Resultirende, 
welche gleich der Differenz beidjer Summen ist, nach der Seite 
der grösseren Summe wirkt, und deren Angriffspunkt nach der 
Theorie zweier parallel und entgegengesetzt gerichteter Kräfte 
gefunden wird; es lassen sich also die gegebenen Kräfte aiit 
eine einzige Resultirende zurückführen. 



§ 9. 

Theorie der nach beliebigen Bichtungen in einer Ebene*) 

wirkenden Kräfte. 

Sind nur zwei Kräfte vorhanden, P und Qy angreifend in A resp. B 



*) Der Fall der beliebig im Räume wirkenden Kräfte kommt in derTheori3 der 
einfachen Maschinen nicht zur Anwendung und kann daher füglich fortbleiben 
Vgl. übrigens die Vorrede. 



(Fig. 14), so verlege man dieBelbea nach ihrem Dui'ohschnittspnBkte 0, so 
dasB Oh ^ P und OE =^ Q ist, und setze sie dann nach dem Parallelo- 
gramm der Kräfte zu der ReBnltirenden OF susammen. 

Sind mehrere Kräfte vorhanden, so 
liombinire man zuerst zwei mit einander, 
die Resnitirehde derselben mit der dritten 
Kiaft u. s. f,, bis man schlieaslich 2d einer ' 
Keanltirenden oder einem Kräftepaar ge- 
langt; doch verdient folgende iUetbode den 
Vorzug der Ueb ersieh tlichkeit: 

Man zerlege jede Kraft (s. die Fig. 15) 

mittelst des Satzes vom Parallelogramm der 

Kräfte in zwei Seitenkräfte, welche zwei 

beliebigen, etwa senkrecht zu einander an- 

p. ,j genommenen sogen. Axen parallel sind, so 

^' erhält man zwei Gmppen paralleler Kräfte, 

welche man nach den früheren: Methoden wieder zusammensetzt. Hierbei 

Bind nun folgende Fälle möglich 

1. Jede Qruppe der einer Aze 
parallelen Kräfte bat eine Re- 
sultirende, dann kann man diese 
beiden Resnltirenden, welche ebenfalls 
den beiden Axen parallel sind, zu einer 
einzigen Kraft zusammensetzen ; in 
diesem Falle haben also die gegebenen 
Kräfte stets eine Resultirende. 

2. Die eine Gruppe hat eine 
Reanltirende, die andere Gruppe 
lässt sich nnr auf ein Krfiftepaar 
zurtlckftthren, dann kann man dieeea 

Pj je Paar und jene Resultirende wieder anf 

eine einzige Kraft rednciren. Wären 

z. ü. .IC und BD (Fig. 16) die beiden Kräfte des Paars, EFüe nach dem 
Durch sehn ittBpunkte £ mit AC ver- 
legte Resultirende, wo also EF± AC 
ist, so verlege man die Kraft AC 
auch nach E (EG ^ AC) und setze 
EG und EF zusammen zu der 
Kraft EK. Da DB || EG, bo muBS 
die Verlängerung von DB die Rich- 
tung EK schneiden. Uan verlege 
daher noch ££* und DB nach thron 
Durchschnittapuakte L und setze 
beide Kräfte zusammen zu der Re- 
snltirenden LM, dann ist LIU die 
Resultirende des Paars AC, BD und 
der Kraft £F. In diesem Falle laaseD 
''S- ^°- sich alle gegebenen Kräfte also 

auch auf eine «nzige Reanltirende zurfickführen. 

3. Beide Gruppen lassen sich auf ein Kräftepaar aurtlok- 
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fflhren, dann liefero diese beiden Paare bei ihrer weiteren 
ZasammenBetziiD^ im AllgemeiDeD wieder ein ErSftepaar, 

Obwolil die beiden Paare bei unserer 
Annahme der Axen auf einander senkrecht 
Btehen, so soll dieser Satz doch fUr eine t>e- 
liebige Lage derselben in der Ebene be- 
wiesen werden. 

Es seien (Fig. 17) AC = BD und 
EG = FK die beiden Paare, die Richtungen 
ilirer Kräfte aber zunächst nicht parallel, 
so verlege man AC und EG nach ihrem 
Durch seh nittspnnkte L, so dass IM = AC, 
LN =^ EG ist; ebenso verlege man BD 
und FJC nach ihrem DorehBchnittsp unkte 0, 
ao dass OP = BD, OQ = FI^ ist, und 
setze LM und LN zu LR, ebenso OP und 
OQ-za OS zusammen, dann sind die4Kräfle 
der Paare auf die beiden Kräfte LR und OS 
zuräckgeföhrt. DannniiV=EG=^A'=ö£) 
nnd auch LN || OQ, ferner LM = ÄC =i 
BD = OP nnd anch LM || OP, also aocli Fig. 17. 

j^ MLN ^ ^ QOP \9\, Bo Bind die Pa- 
rallelogramme LMRN nnd OPSQ kongraent, daher LR =^ OS, fei-ner 
A OPS ^ A £^fl, also ^ POS = ^ N^' 
= ^ MLR, folglich, da ML \\ OP, anch LR |j < 
Die beiden Kräfte LR und OS bilden also wiei 
ein Paai-. 

DasB anch zwei parallele Paare wieder 
Paar geben, folgt einfach daraus, dass bei < 
Zusammensetzung je zweier Kräfte der Paare i 
beiden Resultirenden die Summen oder die Dil 
renzen der Kräfte, also wieder einander glei 
werden. Sind z. B. P, Q und PiQi die beid 
l'aare, so liefern P und Pi eine ,Resultiren 
gleich P + P, (Fig. 18], die Kräfte imd ft i 
ResulMrende Q ~\- Qi. Da nun i^^pund A =) 
Q -\- Ol- Diese beiden Resultirenden sind 
natürlich anch parallel, sie bilden also wieder 
ein Paar. Wären die Kräfte Pi und 41*- ent- 
gegengesetzt gerichtet den Kräften P und Q 
(Fig. 19) oder, was dasseibe, wäre die Dreh- 
riehtung des einen Paares der -des andern ent- 
gegengesetzt, so wären die beiden ReBul- 
tirenden gleich P — Pi und Q — Qi, also 
anch wieder gleich, entgegengesetzt und parallel. fjg. i<)_ 

In dem besonderen Falle P ^ Pi nnd Q =Qi 

bilden P und Pi, ebenso nnd Qi, selbst wic.lpr ein Paar, man mttsste 
dann P and Qi, Q und Pi kombiniren, um zu dem resultirenden Paare zu 
gelangen. 

Zwei Paare können aber auch im Gleichgewichte sein. ' 
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Nennen wir das Prodnct aas einer Kraft des PaareB in den Abstand 
b^der Kräfte das Moment des Paares, so sind zwei Paare in einer 
Ebene im Gleichgewicht, wenn sie bei entgegengesetzter Dreh- 
richtnng gleiche Momente haben, weil dann die beiden gleichen Re- 
snltirenden, zu welchen sie sich zusammensetzen lassen, in dieselbe Gerade 
fallen, sich also gegenseitig anfheben. 

Beweis. Es seien (Fig. 20) P nnd Q 
die in A nnd B angreifenden Kräfte des einen, 
Pi nnd Qi die in C nnd ß angreifenden Kräfte 
des andern Paares nnd die Drehrichtnng beider 
Paare yerschieden, so verlege man P nnd Q 
nach den Durchs chnittspnukten Ai und Bi 
mit den Richtungen von Pi reap. Qi , so dass 
AiE = P, BiF = Q, mache femer Ai£= Pf, 
BiG ^ Ol nnd setze die Kräfte AxE und ^lÄ" 
za All, die Kräfte BiF und BxG zu BiM 
zusammen, dann sind AtL and BiM Ais beiden 
ResultJrenden der Paare. IstnunP.-^ß^ Pi.CD, 
so liegen JlI nnd BiM in einer Geraden nnd 
sind gleich, so dass sich beide Kräfte anf- 
heben. Dass AiL ^ BiM ist, folgt, ebenso wie in "So. 3, ans der Kon- 
gruenz der Parallelogramme EAiKL und BilMG. Zieht man nun AiBt, 
verlängert KAt über A^ bis zum Dui-chschnitt mit BiB in JV und GBx 
Aber Bi hinaus bis zum Durchschnitt mit AAi in 0, so ist Ü\AiOBiN 
ein Parallelogramm, daher ^ iV ^ ^ und, wenn AiS j. BiF und 
A\T i. DO gezogen wird, 

A.JiA'S'^ ^ AiTO, 
folglich Ai fi:AiS=-AiO:AiT 

oder AiN-.AB = AiO: CD. Da aber in Folge derVoraua- 

setzung Pi:AB = P-.CD 

so folgt AxNiPi = AiO:P 
oder Ai N:KBi == AiK-.LK. 

Da nun noch ^ N = ^ K, so ist A ^^i JV^i 
rv) A AxLK, daher .^ LAxK= ^ ÜAiBi, dem-" 
nach LAiBi eine Gerade, weil JV^i^eine Gerade 
ist. Da endlich Bl^f \\ AiL, so liegt ancb BiM 
in der Geraden LJiBi. 

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn 

bei verschiedenen Momenten die beiden 

Paare sich nicht gegenseitig aufheben, 

sondern wieder anf ein Paar rednciren 

Pj„ 21. lassen, das Moment dieses r esultirendea 

Paares gleich der Summe oder Differenz 

der Momente der beiden Paare ist, je nachdem die Drehrichtung 

beider dieselbe oder entgegengesetzt ist. Zunächst folgt nämlich 

aus dem Satze über das Gleichgewicht der Paare, dasa jedes Paar in einer 

Ebene sich ersetzen lässt durch ein anderes Paar in derselben Ebene mit 

gleicher Diebrichtung nnd gleichem Moment. Haben nämlich die Paare 

PO und PiOi (Fig. 21) gleiches Moment und entgegengesetzte Drehricbtung, 

so heben sie sich auf. Sind nun die Kräfte P» nnd Qt den Kräften Pi 
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und Ol glüch nad direkt entgegengesetst, bo wird dk> Pur Pi Qi . auch 
dorcb dsB Paar /^ £)i anfgehobeo, folglich l&BSt sich das Paar PQ durch 
daa Paar PtOt, welohes offenbar auch eiD gleiches Moment hat, erBetEen. 
— Haben nan die Paare PQ und P^Qi mit den ADgriSapankteii A, B reep. 
C, D verBchiedene Homeate und gleiche DrehrichtoDg (Fig. 22), bo ersetze 
num das Paar PQ durch ein anderes XY, angreifend in C nnd i>, dann ist 
P.AB =X.CDj 
, „ P.AB 

Die beiden Paare P^Qi nnd XY geben ein reenltirendeB Paar mit den 
Kräften i^ -|- ^ nnd Qi -X-Y und dem Moment 

{i>i + X).CD=—Pi.CD-\-X.CD 
=^Pi.CD-\-P.AB. 

Bei entgegengeaetzter Drehrichtnng verfahre man ebenBo, dann hat 
das resultttende Paar das Moment (P, — J) . CJ> — i*, . CD — P . AB. 

Fragen wir nns nnn noch, in welchem der obigen am Anfange dieses § 
erwähnten drei Fälle die gegebenen beliebigen 
in einer Ebene gelegenen Kräfte im Gleichge- 
wichte sein können, so ist klar, dsBB dieses nur 
der erste nnd dritte Fall Bein kann, und zwar 
wird das Oleichgewicht dann eintreten, 
wenn entweder jede jener beiden Besnl- 
titenden, welobe sich aus den paral- 
lelen Kräften der beiden Gruppen er- 
geben, ftir sich gleich Null ist d. h. jede 
Gruppe ftir uch im Gleichgewichte ist, da die 
ReBultirende dieser ReBultirenden (weil die- 
Bclben anf einander senkrecht stehen) niemals 
gleichNnll sein kann, oder wenn die beiden pj„ 22 

Paare, anf welche man kommt, gleiches "' 

Moment, aber entgegengesetzte Drebrlchtnng haben. 

§ 10. 
Einigö Sätze über statUolie Moments* 

Wir denken unB die gegebenen Kräfte in einer Ebene und s&mmtlicb 
parallel gerichtet. 

a) Die Kräfte wirken nach deraelben Seite. 

Lehrsatz. Die algebraische Summe der statischen Mo- 
mente mehrerer parallel und nach derselben Seite gerichteten 
Kräfte in Bezug auf einen Punkt ist gleich dem statischen Mo- 
ment der ReBultirenden der Kräfte in Bezug auf diesen Punkt. 
Die algebraische Summe ist alsdann eine wirkliche Summe, wenn 
alle Kräfte auf derselben Seite des Centrums liegen; sie isl 
aber eine' Differenz, nämlich die Differenz zwischen der Summe 
der statischen Momente der Kräfte auf der einen Seite und 
der Summe der statischen Momente der Kräfte auf der andern 
Seite des Centrums, wenn die Kräfte anf verschiedenen 
Seiten des Cent rums wirken. 
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BeweiB. Erster Theil. Wir denken noB dnrch duB Oentrnin C 
eine Senkrechte zn den Richtungen der ErSfte PiP»Pi etc. gelegt nnd die 
Kräfte nach den DnrchBchnittBpnnkten AiA^A^ mit derselben verlegt. Die 
Abstände der Kräfte vom Centram seien reBp. ^ «i «3 et«. 

iBt nnn Äi die Resnltirende von Pi nnd P^ (Fig. 23), Jh ihr An- 
grifiäpnnkt, Ei ihr Abstand von C, Bo ist nach § 7, I 

Äi = A -t- ft ..:... 1) 

nnd, weil Di zwischen Ai und Ai liegt, 

CPi -= CAi + A,Di 

d. h. JE, = .1 + ^-^- -ii^* 

Aus 1) nnd 2) folgt 

R,L\ = P,e, -j- i>s:e, -j- P^ei — P^e, 

= i>,«i + -Pa«» 3), 

womit unser Satz für zwei Kräfte bewiesen 
ist. Kombiniren wir nnn Ri mit der dritten 
Fig. 23. Kraft Pa, so erhalten wir, wenn Ä» die ße- 

Bultirende beider Kräfte, En ihr Abstand vom 
Centrnm ist, offenbar auf dieselbe Weiße wie vorhin 
Ri.Ei = n,E, -\- Pjeg 
also nach 3) Äa^i = i>,e, + Paifa +^3^» ...4) 
Wie man in derselben Weise weiter gehen kann, ist klar. 

Zusatz zum ersteu Theil des Satzes. Man kann nnsers 
Satz benutzen, am die Resnltirende mehrerer parallelen gleichgeriobt«ten 
Kräfte dnrcb Rechnung ihrer Lage nach zn bestimmen. Ans 1) folgt näm- 
licb, wenn man für Ä, den Wertb P, + ft + Pg schreibt: 

^* ^ P.J^P, +^- ■■■•^> ■ 

Rechnet mau nach dieser Formel Ei aus nnd 
trägt die erhaltene Strecke von C ans auf 
CA^ ab, BO bat man den Angriffspunkt der 
Resuldrenden. 

Zweiter Theil des Beweises. Es 

seien zunächst nur zwei Kräfte P, und Pi, 

angreifend in ^, und Ai, vorhanden, R, sei 

•pig, 24. ibre Resnltirende mit dem Angriffspunkte J>„ 

dann sind in Bezug auf die Lage des Centrnnist^ 

zwei Fälle zu unterscheiden: 

o) 6^1iegt zwischen der grösseren Kraft P, und der Resultirenden. 

. Nach § 7, 1 ist (Fi^. 24) 

ffi = />, -|- Ps 

und £. = CD, =. CAi — DM = et— ^'j^'i /^' 
P, -\' Pi 

folglich RiEi == Piei -{- Pt^ — Piei — Pie% 
= Piet — Piet .... 6) 
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Da Pi .AiJh = Pi.DiA»^ 80 ist offenbar Pi.AiC < Pi.CA^j d. h. 
Pfe%>Piei. £8 wird also zur Bestimmung des statischen Momentes der 
Resaltirenden das kleinere statische Moment vom grösseren abzuziehen 
sein und R\ liegt von C aus auf der Seite des grösseren Momentes. In 
nnserm Falle ist ferner nach 6) 

„ P%ei — Piei 

^' = A + i>2 • • : • ^^ 

und E\ liegt von C aus nach Pi hin, d. h. nach der Seite des grösseren 
Momentes. Liegt 

ß) C zwischen der kleineren Kraft P% und der Resultirenden, 

80 ist (Fig. 25) 

/?i = i>i + ft 

El = CDi = AiC — AiDi 

_ P^i^i-\-ei) 




folglich RiEi = Piei — P^e% .... 8) 

Da i\ ,AxDx=^ P2 . Pi Aiy so ist jedenfalls auch Piei > ft^g. Es wird also 
aneh in diesem Falle, also stets, das kleinere vom grösseren Momente subtrahirt 
nnd Ri liegt von C aus nach der Seite des grösseren Momentes. Aus 8) folgt 

^'=-K~^P2~'"\^^ 
und El liegt nach der Seite des grösseren Mo- 
mentes hin. Soll also bei gegebener Lage von C 
auf AiBi der Angriffispunkt Di der Resultirenden 
7^1 bestimmt werden, so berechne man nach 7) 
oder 9) Ei und trage diese Strecke von C aus 
stets nach der Seite des grösseren Momentes hin 

auf AiBi ab. 

Fiir. 25. ^^^^ mehr als zwei Kräfte vorhanden, etwa 

P1P2P3 etc. auf der einen Seite des Centrums in 
den Abständen ei es e% etc., ferner QiQ^Qz etc. auf der andern Seite in den 
Abständen £1 €2 £8 etc., so kann man die Summe der statischen Momente 
auf der einen Seite des Centrums 

Piex + P^e^ + Pzez = RiEi 
und ebenso Qisi -(- jpafa -j- Pses = R'E 
setzen, wenn die Resultirenden der beiden Gruppen von Kräften m\i»Ri 
und i?', ihre Abstände vom Centrum mit Ei resp. E' bezeichnet werden. 
Ist nun R die Resultirende aller Kräfte im Abstände E vom Centrum, so ist 

RE = RiEi — R*E% folglich 
RE = Piei + i>2^2 + Pzez — (Qiei + ftf2 + Osi^) .... 10). 
Natürlich ist stets die kleinere Summe von der grösseren zu subtrahiren, 
damit RE positiv wird. Aus 10) folgt endlich 

__ /^i^i -\r ^^2 4- -^3 ^3 -^ ( gia 4" 0^^^ "f* .^363) - -V 

""- />! 4. />a ^ i>3 + Öl + p2 + ftr' • • • : ^' 

Die Strecke E ist von C aus stets nach der Seite der grösseren Momenten- 
summe abzutragen. 
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Zusatz. Ist das Centrnm C der Angriffspunkt der Resul- 
tlrenden selbst, so ist das statische Moment derselben in Bezug 
auf C gleich Null (weil E = 0), folglich die Summe der statischen 
Momente der Kräfte auf der einen Seite des Centrums (oder des 
Angriffspunkts der Resultirenden) gleich der Summe der statischen 
Momente der Kräfte auf der andern Seite. 

Umkehrung: Ist die Summe der statischen Momente der 
Kräfte auf der einen Seite des Centrums gleich der Summe der 
statischen Momente der Kräfte auf der andern S^ite, so ist das 
Centrum der Angriffspunkt der Resultirenden aller Kräfte. 

Aus 10) folgt nämlich für unsere Voraussetzung RE = 0. Da aber 
R > ist, so folgt iE" = 0. 

Anmerkung. Wäre C im letzten Falle ein fester Punkt, so würde 
die Wirkung der in (7 angreifenden Resultirenden aufgehoben, der Körper, 
auf welchen die Kräfte wirken, wäre daher in Ruhe. (Vgl. § 11). 

Aufgabe: Eine Kraft R, deren Entfernung E von einem 
Centrum C gegeben ist, in zwei parallele nach derselben Seite 
gerichtete Kräfte Pi und P2 zu zerlegen, welche auf derselben 
Seite des Centrums liegen. 

Auflösung. Zur Bestimmung der beiden Seitenkräfte sind zwei 
Gleichungen gegeben: 

. i>i + i^2 = i? 
Piei -f- ^2<?2 = REj 
wo et und €2 die Abstände der Kräfte Pi und P2 von C bezeichnen. Da 
beide Gleichungen 4 Unbekannte {Pi P2 et €2) enthalten , so sind zwei der- 
selben willkürlich anzunehmen, nur muss offenbar P\ < R^ P2 <R^ 
ei < E < €2 sein. Der gewöhnlichste Fall ist der, dass et und ^2, d. h. 
dass die Angriffspunkte der beiden Seitenkräfte gegeben sind. Lösen wir 
daher die beiden obigen Gleichungen in Bezug auf Pt und P2 auf, so er- 
halten wir 

^^ ^ R[e2-E) ^ 

e2 — et \ i9\ 



{ E-et) i 

e2 — et j 



Anmerkung 1. Sollen die beiden Seitenkräfte auf verschiedenen 
Seiten des Centrums liegen, so ist die zweite der beiden obigen Gleichungen 
zu ersetzen durch folgende: Ptet — Pafti ^ RE, 

* A n merkung 2. Da ^1 und e2 willkürlich sind, wenn nur et<E<ei 
ist, so kann man auch <ri = annehmen, d. h. die eine Seitenkraft Pt iin 
Centrum selbst angreifen lassen, dann ist nach 12) 

R (e2 — E) RE 

P^ = P2 = — , 

e2 e2 

SO dass also in diesem Falle Pa^a = RE ist; d. h. wenn die eine Seiten- 
kraft im Centrum selbst angreift, so ist das statische Moment 
der andern Seitenkraft gleich dem statischen Moment der zu 
zerlegenden Kraft, d. h. der Resultirenden beider Kräfte. Wäre 
der Punkt C ein fester Punkt, so würde in diesem Falle die Kraft Pt aii^- 
gehoben, die Kraft Pa brächte dann also allein dieselbe Wirkung hervor wie 



die Erafi S, num kQunte aUo die Kraft S in der Katfernnng £' vom 
Centtum ersetsen durch die Kraft Pt io der Entfernung ei. Naturlich 
liesse sich dann auch amgekehrt Pt durch R ersetzen. Wir haben da- 
her folgenden vichtigen Satz: 

Igt ein Fnnkt einee KSrpera fest, eu läSBt sich eine auf 
den Körper wirkende Kraft ersetsen dnrch eine in derdurch 
den Punkt und die Uichtung der Kraft gehenden Ebene, auf 
derselben Seite des Punktes und nach derselben Seite wie die 
erste Kraft wirkende parallele Kraft, wenn nur das statische 
Moment der Kraft in Bezug auf den festen Funkt dasselbe 
bleibt 



b) Die Kräfte wirken nach entgegengesetzten Seiten 

Es seien zanächat nur zwei Kräfte Pi und 
Pt gegeben, wo A > Pi aein soll, mit den An- 
grifF^punkteu Ai und Ai, dann kann das Centrum C 
anf der Richtung von AiAi eine vierfache Lage 

a) Das Centrum C liegt auf der Verlängerung 
ron AiAt über Ai hinaus und zwar noch jen- 
seits B, dem Angriffspunkt der Resnltirenden R, 
deren Abstand von C mit E bezeichnet werden Flg. 26. 

soll, während die Abstände der Kräfte Pi und Pt 
Ton C wie früher ei und ^ beiaseu, dann ist (Fig. 26) 

Ä = i>, — ft 

E =^CD==CAi — PAt =ei — r-^ - (^ — fi) 

_^ "i ~ "» 

folglich RE = Piei — ftcg .... 13) 

Da R und E positive Grössen waren, so mnss 
natttrlich Piei > P^ti sein.') Man kann ans dei- 
Lage und Grösse der Kräfte Pi und Pt auch 
leicht die Lage des Angriffspunkts i> der Re- 
Bultirenden berechnen. Aue 13) folgt nämlich 

^ i\-p, • 

und E wäre voii C ans nach der grösseren Kraft Fig. 27. 

Pi hin auf CA\ abzutragen. 

ß) Liegt das Gentium auf der Verlängerung von A\Ai über Ai Lin, 
iwiachen Ai und I> (Fig. 27), so ist 



*) Diese Thatsoche liesse. sich auch in folgender Weise begründsn. Da F, .j4,D = 
PfAtD, so ist P, (e, - £)= PjUs — E), folelidi /*,e, — P|fi = Pj«! — PjE oder 
/■,«, — Pjei-=P.E— P,E^(P, — P,).i: d. h. fi«, — P,ei>0, 



E =^ CD = AiD — AlC 

-K^^- 

~RE~= ftcj — Piei 
, „ Pit» — Piei 

""^^^ p,-pr 

In unserm Falle lie^ E rou C ans nicht nach A hin, aondem nach 
der entgegen gesetzten Seite, es hat aber auch 
die gröBBere Kraft Pi das kleinere Moment. 

y) Liegt C zwischen Ji nnd A3 (Fig. 28), 
Bo ist 

fl = f 1 _ ft 

E == CD= CAi + AxP 

= '^ + ft^ <^^ + '»' 



folglich RE=Piei 

und E: 






Pt — ft 

C aoB nach der grösseren Kraft Pi hin. 
if der Verlängerung von ^i^g Ober A3 hinaus (Fig. 29), 



fl = pl - ft 

E = CB= CAi -j- Ailt 


-<•>) 


folglich Ä£= A«i — i'a^ 1 


. 16) 



Flg. 29. IHe Strecke £ liegt von C ans nach der grösseren 

Kratt Pi hin, welche dieses Mal wieder das 

Resultate zuBamroeD, so ergibt sich folgender 
Centram ausserhalb der beiden Kräfte, so 
ment der Resnltirenden gleich der Diffe- 
Momente der Kräfte; liegt das Centrnm 
in beiden Kräften, so ist das Moment der 

der Summe der Momente der Kräfte, 
j der Lage der Resnltirenden dividirt man 
im ersteren Falle die Differenz der Momente der Kräfte durch 
die Differenz der Kräfte und trägt die erhaltene Strecke vom 
Centrnm ans nach der grosseren Kraft hin oder nach der ent- 
gegengesetzten Seite auf der Richtung von Ai At ab, je nachdem 
die grössere Kraft anch das grössere Moment hat oder nicht. 
Im zweiten Falle dividirt man die Summe der Momente der Kräfte 
durch die Differenz der Kräfte nnd trägt die erhaltene Strecke 
vom Centrum aus stets nach der gröaseien Kiäft hin ah. 
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ZaBatB 1. FäUt C mit Jt EUBammeii, d. h. greift die Resnl- 
tirende im Gentrnm aa, so sind die atatiaohen Momente der beiden 
Kräfte P\ und 9% einxDder gleich. (Vgl. § 8.) 

Aqb 13) oder 14) folgt nämlich fUr £ — auch A£ =- 0, d. h. 

Zusatz 2. (Umkehiung). Der Angriffepnnkt der Resnltirenden 
fällt mit dem Centrnm znaammen, wenn dasaelbe aueserbalb der 
Kräfte liegt und die statiBchen Momente der Kräfte einander 
gleich Bind. 

Ist nämlich in dem Falle a) oder ff) A^i = Pte^, so iBt RE = 0, 
alBo , da ß > ist, £ ^ 0, d. h. C fällC mit D zoBammen. Ist im Falle 
Y) Piei — = Pi et, *B0 iBt fl£ — = 2 Piei, also RE > and auch E > 0; im 
Falle rf) endlich kann Piei nie gleich Ptet werden, da Pi > Pa nnd 
ei > ^, alBo anch R«i > Pie» ist. 

Anmerkung. Wäre in nnBerem Falle daa Centrnm fest, so würde 
die Resnlörende aufgehoben, der Körper, auf welchen A nnd Pi wirken, 
wäre also in Ruhe. 

Znsatz 3. Greift eine der beiden gegebenen Kräfte im Cen- 
trnm an, so ist das statische Moment der Reenltirenden gleich 
dem statischen Moment der andern Kraft. 

Ist nämlich «i = 0, ao folgt ans 14) oder 15) RE = ft«a; ftlr 
«i = ist nach 15) oder 16) RE = Pmt. 

Anmerkung. Wäre daher das Centram fest nnd identisch mit dem 
Angrifispunkt A» der kleineren Kraft Pi (Fig. 29), so wflrde diese aufge- 
hoben, nnd die grössere Kraft Pi brächte allein dieselbe Wirkung hervor, 
wie die Kraft R; es Hesse sich daher P in der Entfernung E vom Cen- 
trnm ersetzen durch Pi in der Entfernung «i nnd umgekehrt. 
Wir haben dann also wieder den Satz §' 10, a am Ende. 
Wäre dagegen das feste Centrnm identisch mit dem Angriflbpunkte Ji 
der grösseren Kraft Pj (s. Pig. 28), so würde diese aufgehoben, und Pt 
brächte allein dieselbe Wirkung hervor wie Ä, beide Kräfte könnten dann 
also einander ersetzen. Wir haben daher folgenden Satz: Ist ein Punkt 
eines Körpers fest, so lässt sich eine darauf wirkende Kraft er- 
setzen durch eine in der durch den Punkt und die Richtung 
der Kraft gebenden Ebene, auf der entgegengesetzten Seite 
des Punktes und nach entgegengesetzter Seite wirkende pa- 
rallele Kraft, wenn nur dasstatieche Moment unverändert bleibt 

Dieser Satz geatattet noob iDaofern eine Er- 

ireitemiig, als sich leicht zeigen läset, dasB die 
eich gegenseitig ersetzendeu Eräfte nicht parallel 
zu sein brancheu, eondem eine beliebige Lage in 
der genannten Ebene haben können, wdon nnribre 
stat^hen Momente in Bezug auf den festen Punkt 
gleich sind nnd beide den Körper in demselben Sinne 
ZQ drehen atteben. 

Sind nämlich (Fig. 30] fOr die beiden Kräfte P 
and Q die statischen Momente Pe nnd Qf in Be- 
zog anf C gleich, so verlege man Qhia znm Durch- u'ig, jnj 
schnitt mit e in D, zerlege daon Q in die beiden 

Ktüfte S nnd T, wo S in der Richtang DG nnd T X DG wirkt, so bringt, da S 
aofffehoben wird, T dieselbe Wirkung hervor wie Q. Da aber, wie ans der Aehn- 
licbkeit der betreffenden Dreiecke sofort folgt, T.DG^Q.f, also auch T.DC = Pe 
ist, so lässt sich Pdnrch T, also auch darch Q ersetzen. 



IGt Hfille de« Zoa&tiea Seite S2 et^bt sich nnn aach folgender StAz ohne 
Weiteies : 

Ist ein Pnnkt eines ESrpeia fest, nnd zwar der Angtiffapunkt der 
Besnltirenden der Kräfte, so ist die algebraische Summe der sta- 
tischen Momente alier Kräfte in Being auf den festen Pnnkt gleich 
Nnll, wenn dieMomente als positiv oder negativ angesehen werden. 
je nachdem die zngebSrigen Kräfte den Körner nach der einen oder 
nach der andern Seite zn drehen stieben. Änch die Umkehrnng dieeos 
Satzes ist richtig. Ist jene algebraische Snmme der Momente in Be- 
zug anf den festen Pnnkt gleich Nnll, so ist dieser Pnnkt der 
An-griffBpnnkt der Resnltirenden aller Krfifte, der Körper also in 

Nehmen wir nnn an, Pa nähert sich Pi, so nähert sich nach § 8, 2 
die Resnltirende R der Null and rückt gleichzeitig ins Unendliche. Das 
Bt&tiache Moment der Resnltirenden in Bezng auf ein ansserhalb der Kräfte 
Pl und Pi und zwar anf der Seite der grdBeeren Pi liegendes Centmm, 
nähert eich immer mehr der unbestimmten Form O.ixi; der Werth des- 
selben bleibt jedoch nach li) beständig Ptet — Piei- Im Falle, dasB 
Pi =Pi wird, geht dieses Moment der Resnltirenden über in Piea — Piei^ 
Pi («> — ^i) ^ Pi ■'^i'^a, welches Product offenbar das Moment des ent- 
standenen Eräftepaares ist. Dasselbe würde sich ans 15) oder 16) ergeben, 
wenn das Centrum zwischen den Kräften oder auf der Seite der kleineren 
Kraft läge. 

Wenn also die beiden Kräfte Pi und P» in ein Eräftepaar 
abergehen, so geht das statische Moment ihrer Resnltirenden in 
das Moment des Paares über. 

Sind mehrere zu beiden Seiten von JiBi wirkende Kräfte vorhanden, 
so kann man nach § 10 a) die algebraische Snnune der statischen Uomente 
der Kräfte auf Jeder Seite ersetzen durch das statische Moment ihrer Re- 
Bultirenden nnd dann diese beiden Btatiechen Momente mit Berücksichtigung 
der obigen 4 Fälle a) bis iF) weiter untersuchen. Je nach der Lage des 
Centrums zu den AngriSäpunkten der beiden Resnltirenden wird dann die 
Snmme oder die Differenz der statischen Momente der beiden Resnltirenden 
gleich sein dem statischen Momente der Resultirenden aller Kräfte oder, 
im Falle d&ra die beiden Resultirenden gleich werden, flbergehen in das 
Moment des durch die Resnltirenden gebildeten Kräftepaares. In analoger 
Weise hat man bei der Bestimmung von E oder, was dasselbe, der Lage 
des Angrifispunktes der Resultirenden aller Kräfte zu ver&hren. 

Eine bedeutende Vereinfachung der in diesem i§ angestellten Sätze lässt sich 
dadurch erreichen, dass man den Lagen ge gensatz dar Strecken e, ei etc. nnd der 
" ~ " ih einen Zeichengegensatz ausdrückt. Betrachten wir die 

9 Centmms liegenden Strecken als positiv, die anf der ent- 
iegenden als noKativ, ebenso die Kräfte als positiv oder ne- 
auf der einen oder der andern Seite der durch das Centmm 
' Kräfte senkrecht gezogenen Geraden liegen, so lassen sich 
1 zusammenfassen: 

it der Besnltirenden ist immer gleich der Snmme der sta- 
Cräfte. Die Strecke E, welche zur Bestimmung der Lage 
r Resaltirenden dient, ist gleich der Summe der statischen 
iTidirt durch die Summe aller Kräfte*} und wird von C ans 
anf jener senkrechten Geraden nach der Seite dsr positiven oder negativen Strecken 
abgetragen, je nachdem E positiv oder negativ ist. 

') Jede Kraft ist natürlich hierbei mit ihrem richtigen Vorzeichen zn nehmen. 
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Zweiter Abschnitt. 



Bedingungen für den Buhesustand der Korper. 

§ 11. 
Allgemeine Bedingungen. 

Wir unterscheiden im Allgemeinen drei Fälle: 

1) Ist der Körper vollkommen frei beweglich, 'so kann er 
nur dann in Ruhe bleiben, wenn die anf ihn wirkenden Kräfte 
im Oleichgewichte sind; denn eine Resnltirende der Kräfte oder ein 
Paar würde den Körper offenbar in Bewegung setzen. 

2) Ist der Körper um einen festen Punkt drehbar, so ist er 
schon in Ruhe, wenn nur die Resnltirende der auf ihn wirkenden 
Kräfte durch den festen Punkt hindurch geht, indem die Wirkung 
derselben dann durch den Widerstand des festen Punktes aufgehoben wird. 

Es ist also gar nicht nothwendig, dass die Kräffce im Oleichgewichte 
sind, d. h. dass die Resnltirende gleich Null ist, wenn der Körper in Ruhe 
bleiben soll 

3) Ist der Körper um eine feste Axe drehbar, unter welcher 
wir uns ein Aggregat fester Punkte in gerader Linie zu denken 
haben, so ist der Körper schon in Ruhe, wenn die Richtung der 
Resnltirenden aller Kräfte die Axe schneidet, weil sie dann jeden- 
falls auch durch einen festen Punkt geht, also aufgehoben wird. Auch in 
diesem Falle könnte die Resnltirende gleich Null, die Kräfte könnten also 
im Gleichgewicht sein, doch ist die angefahrte Bedingung (3) für den Ruhe- 
zustand allgemeiner. 

Anwendungen. 

Die Iiehre von den Maaohinen und vom Schwerpunkt. 

§ 12. 

Unter Maschinen versteht man Vorrichtungen, welche zur Uebertragung 

von Kräften von einem Kötper auf einen andern dienen, der Art dass 

eine t)eabsichtigte Bewegung auf eine möglichst vortheilhafte Weise zu 

Stande kommt. Der Vortheil liegt im Allgemeinen in einer Ersparung von 

I Kraft, wenn auch etwas an Zeit dabei verloren geht. 

' Man unterscheidet einfache und zusammengesetzte Maschinen. Zu den 

. einfachen Maschinen rechnet man die schiefe Ebene, den Keil, die 

Schraube, die Rolle und den Hebel, zu den zusammengesetzten das 

I Weilrad und die Räderwerke. Die Theorie der 3 ersten einfachen 

' Maschinen beruht auf dem Satz vom Parallelogramm der Kräfte, die Theorie 

der beiden letztem auf der Theorie der parallelen Ki-äfte. Wir wollen uns 

i nun der Reihe nach mit den einzelnen Maschinen beschäftigen und für jede 

' derselben die Bedingungen des Ruhezustandes ableiten. 



Theorie der schiefen Ebene. 
Unter einer schiefen Ebene versteht man ^ne gegen eine horizontale 
Ebene nnter irgend einem Winkel geneigte Ebene. Dieser Winkel heisst 
der Neigungswinkel der schiefen Ebene. Denkt man sich von irgend 
einem Punkte der schiefen Ebene ein Lot gefällt anf die Horizontale, so 
heisst dasselbe Höhe der schiefen Ebene, das Lot von demselben Punkte 
anf die Dnrchschnittslinie beider Ebenen heisst Länge, die Verbindunga- 
linie der Fnsspnnkte beider Lote Basis der schiefen Ebene. Höhe, Basis 
und Länge bilden also ein rechtwinkliges Dreieck mit der Länge als Hy- 
potenuse.*) 

Die schiefe Ebene wird gebraucht, nm Lasten mit geringem Eraftauf- 
wande aufwärts oder langsam abwärts zn bewegen. In der Statik kann es sich 
natürlich nur darum handeln, festz asteilen, unter welchen Bedingungen ein 
Körper auf einer schiefen Ebene in Rnhe ist. ffierzu müssen wir aas der 
Lehre vom Schwerpunkte den Satz anticipiren, dass man sieh das Gewicht 
dnes Körpers als eine Kraft vorzostellen hat, welche vertikel abwärts ge- 
richtet ist und in dem sogen. Schwerpunkte angrdft. Bezeichnen wir die 
Länge der schiefen Ebene mit CB (Fig. 31), 
die Höbe nnd die Basis derselben bezüglich 
mit CA nnd AB, das Gewicht der anf CS 
ruhenden Last mit G, den Schwerpunkt der- 
selben mit 5, und ist SD die geometrische 
Darstellung der Kraft G, so kann die Last 
durch eine parallel der Länge der schiefen 
Ebene oder auch durch eine parallel der 
Baus wirkende Kraft in Rnhe gehalteo 
werden. 

1. Fall, Die Gegenkraft wirkt 
Fig. 31. parallel der Länge der schiefen 

Ebene. 
Man zerlege SD nach dem Parallelogramm der Kräfte in zwei Seitenkräfle 
SÄX^Cund SF|| BC, dann wird die Seitenkraft SE durch den Widerstand 
der festen schiefen Ebene, welche kein Eindringen der Last in dieselbe ge- 
stattet, aufgehoben, und die Kraft SF, welche eine abwäi-ts gerichtete 
, Bewegung der Last auf der schiefen Ebene zur Folge haben würde, ist^ 
wenn die Last in Rnhe bleiben soll, durch eine gleiche entgegengesetzt ge- 
richtete Kraft X aufzuheben. Da nun A SDP c>i A ABC (wegen Gleich- 
heit der Winkel), so folgt SF: SD ^ CA: CB; 

also auch X-.C = h:l . . . . 1) 
wenn CA = h und CB ^=1 gesetzt wird. 

Die anzuwendende Kraft muss sich demnach zur Last ver- 
halten, wie die Höhe zur Länge der schiefen Ebene. 
Aus 1| folgt 

*) Daaa es «illkürlicb ist, ?on welchem Punkte der schiefen Kbene aus dieHähe 
kuBBtroirt wird, kommt daher, daea im Folgenden nnr das Verhatniss Ton Höhe, 
Xänge und BseIb gebraacht wird, nnd diesee Verhaltnias wegen der Aehntichkeit der 
betreffenden Dreiecke bei Annahme eines andern ADSgangapunktes doch dawalb« 



■ • 

I 



— 29 — 

woraus bei bekanntem Gewicht der Last und bekanntem Yerhältniss 
der Höhe zur Länge sich X berechnen lässt Bezeichnen wir den Neigungs- 
winkel B der schiefen Ebene mit a, so ist--= ^^^ ^i folglich auch 

X = Gi Sin a . . . . 3) 
Anmerkung. Die Seitenkraft SE stellt offenbar den Druck dar, 
welchen die schiefe Ebene durch die Last auszuhalten hat. Pa nun 
SE:SD = AB:CB =b:l (wenn AB = h gesetzt wird), 

so folgt SE = 61^ . - == C cos a . . . . 4). 

Wenn die Kraft X die Last G gerade in Ruhe erhält, so wird jede 
ein Wenig grössere Kraft, da sie mit SF eine nach der Seite der grösseren 
Kraft gerichtete Resultirende gibt, eine aufwärts gerichtete Bewegung der 
Last zur Folge haben. Um also die zur Hebung der Last auf der schiefen 
Ebene erforderliche Kraft äu berechnen, berechne man die Kraft, welche die 
Last gerade noch in Ruhe hält und vergrössere dieselbe um soviel, als zur 
üebei-windung des etwaigen Reibungswiderstandes*) auf der schiefen Ebene 
an Kraft erforderlich ist. Soll eine Last langsam auf einer schiefen Ebene 
hinabgelassen werden, so nimmt man die Gegenkraft ein Wenig kleiner 
als SF. 

Wächst die Höhe h im Yerhältniss zur Länge l, oder, was dasselbe, 
wird der Neigungswinkel a der schiefen Ebene grösser, so wird auch X 
grösser. Für h = l oder a = 90® wird Z = G, für ä = oder a = 
wird auch'-3r = 0, d. h. man gebraucht, um eine Last auf der 
schiefen Ebene zu heben, um so mehr Kraft, je steiler die 
schiefe Ebene ist. Geht die schiefe Ebene in eine vertikale über, d. h. 
soll die Last vertikal gehoben werden, so muss die anzuwendende Kraft 
etwas grösser als das Gewicht der Last sein (was übrigens auch schon 

daraus folgt, dass in diesem Falle die 
Kraft X der Kraft Q direkt entgegen- 
wirkt. Geht die schiefe Ebene in eine 
horizontale über, so ist, um die Last 
in Ruhe zu erhalten^ gar keine, um 
dieselbe in Bewegung zu setzen, ein 
Minimum von Kraft erforderlich**). 

2. Fall. Die Gegenkraft wirkt 
parallel der Basis der schiefen 
^^^^^^^^^^^ Ebene. 

^!^^^^^^^^^^ Man zerlege SD in die beiden 

^^' '^^' Seitenkräfte SE ± CB und SF 11 AB 




(Fig. 32), dann wird SE durch den Widerstand der schiefen Ebene aufge- 
hoben und SF ist durch die gesuchte Gegenkraft aufzuheben. Heisst diese 
wieder Xj so muss X=SF vlti^ entgegengesetzt SF gerichtet sein. Da nun 

*) S. § 13. 

**) Dieses Minimum muss natürlich so gross sein, dass die etwaige Reibung über- 
wunden wird. Ohne die Reibung würde man also die grösste Last mit der geringsten 
Kraft auf einer horizontalen Ebene in Bewegung setzen können. 
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80 folgt SF: G ^ CAiAB 
also auch X:Q = hib , . . , b) 

Die Gegenkraft muss sich also zur Last rerhalten, wie die 
Höhe der schiefen Ebene zur Basis derselben. 
Ans 5) folgt 

X =~ .Q = G tang « .... 6) 
o 

Da —stets grösser als- oder auch tang a > sin o^ so ist die in unserm 

Falle anzuwendende Kraft stets grösser als bei parallel der schiefen Ebene 

gerichteter Wirkung derselben. Die Kraft X wird schon gleich G für 

a=^ ib^j und bei noch stärkerer Neigung der schiefen Ebene hört die 

Kraftersparniss überhaupt auf, da dann X > G wird. Man macht daher 

von der horizontalen Wirkung der Kraft X nur Gebrauch bei sehr kleinem 

Neigungswinkel. Für a = 90® wird X = oo , d. h. es ist überhaupt durch 

eine horizontale Kraft keine vertikale Erhebung der Last möglich, und ftlr 

a s= wird auch X = 0, also auch die Folgerung dieselbe wie im Falle 1. 

Die Seitenkraft SE (Fig. 32) stellt auch hier den Druck auf die 

schiefe Ebene dar. Es ist aber 

FD: SB = CB:AB== l:b, 

folglich 

Gl G 

7) . . . , FD = SE = -^ = = G sec a. 

ö coB a 

Der Druck auf die schiefe Ebene ist also stets grösser als das Ge- 
wicht des Körpers. 

§ 13. 
Von der Reibung. 

Obgleich die Bewegungswiderstände eigentlich in die Dynamik ge- 
hören, so ist es doch zweckmässig, auf einen derselben,, nämlich die Reibung, 
schon an dieser Stelle etwas näher einzugehen, weil man von diesem 
Widerstände häufig Anwendung macht, um einen von Kräften afficirten 
Körper in Ruhe zu halten. 

Die Oberfläche jedes Körpers zeigt Unebenheiten, bestehend in kleinen 
Erhöhungen und Vertiefungen, welche selbst durch Schleifen oder Poliren 
nicht völlig beseitigt werden können, da jedes Polirmittel aus sehr feinen 
Kömchen besteht, welche die Oberfläche des Körpers ritzen, wenn die Risse 
auch mikroskopisch klein sind. Wenn nun ein Körper auf einer Fläche 
ruht, so werden die Erhöhungen desselben in die Vertiefungen der Fläche 
eingreifen und umgekehrt. Eine Fortbewegung des Körpers auf der Fläche 
ist daher nicht anders möglich, als dass die Erhöhungen des Körpers ent- 
weder abgerissen oder über die Erhöhungen der Fläche gehoben werden* 
Hierzu ist aber eine gewisse Kraft erforderlich oder mit andern Worten, 
ein in Bewegung befindlicher Körper setzt in Folge seiner Berührung mit 
der Fläche der bewegenden Kraft einen Widerstand entgegen, zu welchem 
bei glatten Flächen noch die Adhäsion hinzukommt Diesen gesammten 
Widerstand, welcher durch die Bewegung eines Körpers auf 
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einer Fläche erzeugt wird, nennt man Reibangswiderstand. 
Soll ein Körper erst in Bewegung versetst werden^ so ist der gesammte 
Widerstand noch etwas grösser als während der Bewegung, weil auch 
noch die Trägheit, welche den Körper in Ruhe zu halten sucht , zu über- 
winden ist. 

Die Reibung können wir uns hiemach als eine Kraft vorstellen, 
wirkend in einer Richtung, welche der Richtung der Bewegung oder, was 
dasselbe ist, der Richtung der Resultirenden der bewegenden Kräfte direkt 
entgegengesetzt ist 

Man unterscheidet gleitende und wälzende Reibung. Gleitende 
Reibung entsteht, wenn zwei Flächen sich auf oder ineinander (Zapfenlager) 
verschieben, wälzende Reibung, wenn die Moleküle des beweglichen 
Körpers immerfort mit andern Molekülen der Fläche, auf welcher die Be- 
wegung erfolgt, in Berührung kommen (Rad auf den Schienen). Die 
erstere ist weit grösser als die letztere. 

Die gleitende Reibung, welche bis jetzt am Genauesten unter- 
sucht ist, lässt sich dadurch ermitteln, dass man den zu untersuchenden 
Körper auf eine horizontale Unterlage legt und die kleinste Kraft 
(etwa in Gewichten ausgedrückt) bestimmt, welche erforderlich ist, um den 
Körper in Bewegung zu setzen. 

Bei rauhen Flächen ist die Reibung, wie aus der Definition 
ohne Weiteres folgt, um so grösser, je rauher und je grösser die 
Berührungsflächen sind. 

Sind die Berührungsflächen geglättet, so gelten nach den Versuchen 
von Coulomb folgende Gesetze: 

Die Reibung ist. 1) proportional dem Druck des Körpers auf 

die Unterlage, 

2) unabhängig von der Grösse der sich berührenden 
Flächen, dagegen abhängig von der Sub- 
stanz derselben, 

3) (unabhängig von der Geschwindigkeit der Be- 
' wegung). 

Bezeichnen wir die Reibung mit Rj den Druck des Körpers auf die 
Unterlage mit D, mit a einen konstanten Factor, so ist nach dem ersten 

Gesetz 

R = a.D . . . . 1) 

- = a .... 2) 

Das konstante Verhältniss a der Reibung zum Druck, welches nur 
noch abhängig sein kann von den Substanzen der sich berührenden Flächen, 
heisst der Reibung skoefficient fUr die beiden Substanzen. 

Soll ein Körper auf einer horizontalen Fläche fortbewegt werden, so 
ist sein Druck auf dieselbe gleich seinem Gewichte Qj also 

Ä = aG^ . . . . 3) 

nnd der Reibungskoefficient a kann daher also auch angesehen werden als 
die Zahl, welche angibt, den wievielsten Theil der Last der Reibungswider- 
stand beträgt auf einer horizontalen Ebene. 

Soll ein Körper auf einer schiefen Ebene, auf welcher derselbe herab- 
gleiten würde, durch eine parallel der schiefen Ebene aufwärts wirkende 



Ki-aft F in Ruhe gehalten werden, ao würde diese Kraft offenbar durch die 
Reibung R untenttttzt werden, weil beide nach derselben Richtnng virken, 
nnd zwar wttrde 

P J^ R = P 
sein, wenn P die der schiefen Ebene parallele Seitenkraft der Last G ist; 
es wäre also 



' l 



- aD (D ist der Dinck der Last anf die 
schiefe Ebene). 



^ G (sin « — a.Qoa a) . ■ ■ . i, 
worin die Buchstaben dieselbe Bedentnug wie in § 13 haben. So lange 
sin d > a coa a oder tg et > a ist, ist P" > d, h. es ist wirklich eine 
Gegenkraft erforderlich, um den Körper io Ruhe zu halten. Ist tg et = a, 
so ist P'=0, d. h. ist der Reibungskoeff icient gleich der Tan- 
gente des Neigungswinkels der schiefen Ebene, so hält die 
Reibung allein den Körper in Ruhe. Wird sin et < a cos a oder 
tg a < a, so ist jf < 0, d. h. der Körper wird nicht nur durch die Reibung 
in Rnhe gehalten, soiidemi man könnte sogar noch eine Kiaft 

-P-iGiacoaa- sin a) 
auf den Körper wirken lassen, welche abwärts gerichtet ist, ohne dass der 
Ruhezustand aufhört. 

Der Neigungswinkel a der schiefen Ebene, auf welcher ein 
Körper durch die Reibung allein gerade noch am Gleiten ver- 
hindert wird, so dasB ei-st eine, wenn auch noch so geringe, Ver- 
grösserung dieses Winkels das Herabgleiten zur Folge hat, für welchen 
also taug et ^ a ist, heisst der Reibnngswinkel für die sich be- 
rührenden Substanzen. 

Anmerkung. Man kann den Reibungswinkel benutzen, um den 
Reibungskoefficienten zu bestimmen; die Methode selbst bedarf wohl kaum 
einer weiteren Erläuterung. 

Wirkt die Gegenkraft P' parallel der 
Basis der schiefen Ebene, so muss P" offen- 
bar 80 gross angenommen werden, dass zwischen 
den 3 Ki-äften P' fi und G, insoweit als die- 
selben überhaupt zur Wirkung kommen, Gleich- 
gewicht besteht. 

Ist in Fig. 33, SD = G, Sl = P' und 

SN^R, Bo kommt von SB nur die Seitenkraft 

Pig 33 SE II BC, von SL nur SM || BC zur Wirkung, 

indem SF und SK durch den Widerstand der 

schiefen Ebene aufgehoben werden. Es muss also Gleichgewicht bestehen 

zwischen SE, S!ff und SN, d. h. es mnSB 

SE = SM -\- SN 
sein. Nun ist 

S£ = G 4- = G Bin a 
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SM = P" .— = G CO» a A SML cx^ A ABq 

SN=a ($K ^SF) = a {i>'. j + ^.|j 

== a {P* Bin a -{- G. cos a) 

folglich G.-j = P* ^ + a / ~ + — j 

also C?Ä — aGb = 1^0^ aP'h 

folglich iv« qL=^)» C-^^^. . . . 6) 

^+flÄ 1-j-ötga ^ 

Anmerkung. Für « — folgt aus 4) /^' = (? sin a \ . . ^ ^ ^ 

aus b) P'^Gtg af ^^^ ^° § ^^' 
Reibungskoefficienten für verschiedene Materien: 

Eisen auf Eisen 0,277 

Eisen auf Messing 0,263 

Eisen auf Kupfer 0,170 

Eichen auf Eichen bei parallelen Fasern . . 0,418 
Eichen auf Eichen bei gekreuzten Fasern . 0,273. 
Die wälzende Reibung ist nach den Versuchen von Coulomb pro- 
portional dem Drack und umgekehrt proportional dem Radius der Walze, 
so daas also 

Ä = «.-.... 6) 
r 

ist, wo D den Druck, r den Radius der Walze, a eine Konstante be- 
zeichnet, welcfie jedoch noch wieder abhängig ist (ausser von der Substanz) 
von der Art und Weise der Wirkung der Kraft auf die Walze. Wie schon 
erwähnt, ist die wälzende Reibung bedeutend geringer als die gleitende. 

Anwendungen der Reibung. 

OhneReibuDg würden wir nicht feststehen, nicht gehen, nichts festhalten können. 
Um die Beibnng zu vermehren, streut man bei Glatteis Sand oder Asche auf den 
Weg. Die Wirbel an der Violine werden mit Kreide bestrichen. Windet man ein 
Seil, an welchem eine Last hängt, nm eine feste Walze, so kann man die Last mit 
geringer Kraft herablassen. Eine Lokomotive kann einen Zu^ nur dann in Be- 
wegung setzen, wenn' die gesammte wälzende Reibung der Wagenräder auf den 
Scmenen plus der gleitenden Keibung an den Axen kleiner ist als die gleitende Reibung 
der Treibräder der Lokomotive auf den Schienen, welche stattfinden würde, wenn die 
Bäder sich umdrehten, ohne dass der Zug sich fortbewegt. Ist die Last des Zuges 
zu gross, so drehen sich thatsächlich die Treibräder, ohne dass der Zug in Be- 
wegung kommt. Bei Güterzügen muss die Lokomotive ein bedeutenderes Gewicht 
haben, als bei Schnellzügen. — Bei dem Bremsen wird die wälzende Keibung der 
Bäder in gleitende Reibung verwandelt^ also vergrössert. Schwere Lasten werden 
nicht fortgeschleift, sondern auf Walzen fortgerollt. 

Je grösser die Räder eines Wagens, desto leichter ist derselbe fortzubewegen. 

Die Reibung wird vermindert durch Oele (bei Metallen) oder Fette (bei hölzernen 
Berührungsflächen). 

§ 14. 

Theorie der Schraube. 

Denkt man sich ein rechtwinkliges Dreieck ABC (Fig. 34) so um den 
Mantel eines geraden Cylinders herumgelegt, dass die eine Kathete AB auf 
den Umfang des Orundkreises, die andere AC also auf eine Seite des Cy- 

3 
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tinders föllt, so aennt man die krnmtne Linie, welche durch die Hypotenuse 
£C' gebildet wii'd, eine Schranbentinie. Ist die erste Kathete gleich 
dem Umfange der Grundfläche des Cyh'nderB, bo fallen die Endpunkte dieser 
Kathete zasflmmen nnd die Hypotenuse bildet dann einen Schrauben- 
gang; die Entfernung AC der beiden auf einer Seite des Cylinderg Uber 
einand erliegen den Punkte dea Scbraabengaages heisat die Hohe des 
Schraubenganges. Wird durch den Endpnukt C des Schranbenganges eiu 
der Grundfläche dea Cylinders paralleler Schnitt gelegt und auf dem abge- 
schnittenen Cy linder durch Herumleg^en eines dem ersten kongmenten 
rechtwinkligen Dreiecke CB\Ci ein neuer Schranbengang erzengt, so sind 
die Schraubengfinge ofFbnbai parallel (wül CiBi || CB), dieselben haben also 
überall denaetben Abstand, natürlich gemessen auf einer Seite des Cylinders, 
also gleich der Höhe des Schranbenganges. 

Wird auf der SchraubenLinie 
ein gleichflchenkligea Dreieck, dessen 
Grundlimie gleich der Höhe des 
Schraubenganges ist, so fortbewegt, 
dass die Mitte der Grandlinie be- 
ständig anf der Schraubenlinie bleibt 
nnd die Ebene des Di-eiecks dnrcb 
die Axe des Cylinders geht, so ent- 
steht eine Erhöhung auf der Schrauben- 
linie, welche man ein scharfes 
Schraubengewinde nennt Die 
einzelnen Windnngen schlieseen sich 
hierbei unmittelbar An einander an. 
Bewegt man dagegen ein Parallelo- 
Fig. 34. gramm, deMen Gmndlinie gleich der 

Hälfte der Höbe des Schraubengsnges 
ist, in gleicher Weise wie vorhin daa Dreieck auf der Schraubenlinie entlang, 
80 entsteht anf derselben eine Erhöhung, welche ein flaches Schrauben- 
gewinde heisst. Die Breite der gleichzeitig entstehenden Vertiefung ist hierbei 
so gross als die Breite der Erhöhung, nämlich gleich der halben Höhe des 
Schraubenganges. Den Cylinder mit seinem Gewinde nennt man eine 
Schraubenspindel. Wird auf der inneren Seite eines zweiten hohlen 
Cylinders, dessen innerer Durchmesser gleich dem Dnrchmeaser des Cy 
linders der Schranbenspindel ist, ejn dem Gewinde der Spindel kongruentes, 
aber vertieftes Gewinde eisgeschuitten, so bildet dieser Cylinder die zur 
gchranbenspindel gehörige Schraubenmutter. Schranbenapindel nnd 
Schraubenmutter, welche derartig zu einander passen, dass die Erhöhnngen 
der ersteren in die Vertiefungen der letzteren genau eingreifen, bilden erst 
die Schraube. 

Je nach dem Zweck, zu welchem die Schraube dienen soll, ist ent- 
weder die Schraubenmutter anf einer festen Schraubenspindel oder die 
Schranbenapindel in einer festen Schranbenmutter beweglich. In bdden 
Fällen können wir uns die Windungen des festen Theils als schiefe 
Ebene vorstellen, anf welcher der bewegliche Theil mit seinen Windungen 
ruht oder fortbewegt werden soll. Ke Höhe dieser schiefen Ebene ksnr, 
wie ana der Entetehnng des Schranbenganges hervorgeht, nur die Höb^ 
des Schranbenganges, die Basis der schiefen Ebene nnr der Umfiuig °^^ 
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Oylinders sein. Die Kraft wirkt stets am UmfaDge des Cylindera oder an 
dem Ende einer durch die Axe des Gylinders gehenden daimnf senkrechten 
Stange (einem Hebel) ^ and zwar in der Richtung der Tangente an* diesem 
Umfange y resp. senbecht gegen die Stange, jedenfalls aber parallel dem 
Grandkreise des Oylinders, also auch parallel der Basis jener schiefen Ebene. 
Die Last besteht in einem auf verschiedene Weise möglichen Druck auf 
die schiefe Ebene, welcher stets parallel der Axe des Cjlinders, also auch 
paiallel der Höhe der schiefen Ebene gerichtet ist Wirkt daher die Kraft 
am Umfange des Gylinders selbst, so muss nach der Theorie der schiefen 
Ebene die Kraft sich zur Last verhalten, wie die Höhe des 
Schranbenganges zum Umfange des Gylinders des festen Theiis 
der Schraube*). 

Ist die Höhe der Windungen der Spindel verschwindend klein gegen 
den Durchmesser des Gylinders derselben, so kann man auch statt des 
Umfuiges des Gylinders den Umfang der Spindel setzen. Man gebraucht 
dso um so weniger Ktaft, um der Last das Gleichgewicht zu halten, je 
ileiner die Höhe und je grösser der Umfang, oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, je grösser der Durchmesser der Spindel ist. 

Bezeichnet P die Kraft, Q die Last, h die Höhe, u den Umfang der 
Schraubenganges, so ist also 

/>: ß = Ä:«, 

daher i>=ß.— . . . T 1) 

u 

Wird die Reibung mit berücksichtigt, so waltet «in Folge der Aofassung der 
Schraubenfläche als schiefe Ebene der in § 18 behandelte fall ob , wo die l[raft 
parallel der Basis der schiefen Ebene wirkt, und wir erhalten aus §ld'No. 5), da 
G Q und & = M ist, 

worin a den Beibungskoeffidenten bezeichnet. 

Wirkt die Kr)^ P an einer Stange in einem Abstände l von der Axe der Spindel, 
ond ist r der Badius derselben, so kann man, weil die Axe fest ist, nach der 
Theorie der statischen Momente, P ersetzen durch eine am Umfim^e der Spindel 
virkende parallele Kraft Pi, wenn nur die statischen MeMwit4j bmer Krute in 
Bezug auf den Dnrchschnittspnnkt der Stange mit der Axe gleich bleiben, so 
dasB also 

wäre. Da nun wieder nach 1) 

sein muss, so ist t>__ •» ^ •* Q^ q\ 

und mit BerQcksichtigung der Beibnng nach 2) 

p_. Q(ft— au) ^ 
tt + oA * V 

Anwendungen der Schraube. 

Bei der Hebeschraube, welche zum Heben von grossen Lasten 
(Dächern, ganzen Häusern etc.) gebraucht wird, ist die Schraubenmutter 
fest und die Spindel in vertikaler Richtung in derselben beweglich. Der 

*) Ist die Schraubenmutter fest, so kann natürlich nur der innere ümüang ge* 
meint sein. 



zu hebende Körper niht aof der Spindel und wird englticb mit der Spindel 
in die Hdbe bewegt Die Last besteht also in diesem Falle in dem Ge- 
irichte der Spindel plus dem Gewichte dea darauf mhenden KSrpers. 

Bei der Bachbinder- nnd Kartenpreaee sind die beiden Spindeln 
fest und die Muttern beweglich; die letzteren drUcken anf ein Brett, unter 
welchem der zu pressende Gegenstand liegt. Die Last besteht also hieib« 
in dem Widerstände des Oegenstandes. 

Dient eine Schraube nur zur Befestigung eines Gegenstandes an 
einem andern, so wirkt dieselbe nur durch die Reibung ihrer Spiudel an 
den Windungen der oft erst bei der Befestigung durch die Drehung dei 
Spindel erzeugten Schraubenmutter. 

Die Schraube ohne Ende, welche aus dner gewöhnlichen nm ihre 

Axe drehbaren Schraubenspindel besteht, in deren Windungen die Zähne 

dnes Bades eingreifen, dient theils zum Heben von Lasten mit mtiglicbBt 

geringer Kraft, theils auch zur Uebertragnng einer Bewegung {von der 

Spindel auf das Bad wie z. B. bei der Savart'schen Sirene). Im ersteren 

Falle hängt die Last an einer sogenannten Welle, welche mit dem Bade 

die Äxe gemein hat und mit demselben in festet Verbindnng steht Dreht 

sich die Spindel einmal herum, so schrotet ein Zahn offenbar nm die Höbe 

eines Schraubenganges vorwärts. Die auf der 

Spiudel ruhende Last besteht in dem Druck, 

welchen der Zahn in Folge des am Bade 

hängenden Gewichts auf die Windungen der 

Spindel ausübt Die Kraft wirkt gewöhnlich 

an einem Hebel, welcher sich an der Spindel 

befindet. 

Das Verbältniss der Grösse der Kraft zu dem 
ZD bebenden Gewichte kann man mif Hülfe dei 
Theorie der Schranbe, des Welliades and des 
Hebels leicht berechnen. (Fig. 35). 

Die an der Welle mit dem Badins (i häDgeode 
Last Q läBst sich nach der Theorie des Welbades 
ersetzen durch eine Kraft X, wirkend am üraCMge 
„, „, des Bades mit dem Badins B, wo 

PlK-35. X-.Q^Q-.A 

also X=.9g. 

Bebalten wir die oben in 3) gebraocbten Bezeichnungen t9r die Schraubenspindel 
bei, so iat die Kraft 

Endlich gebraucht man die Schraube znr Hervorbringung und HesBong 
sehr kleiner Bewegungen als Mikrometerschranbe. Eine bewegliche 
Schranbenspindel ist mit einem sog. Schraubenkopf, d. i. einer Scheibe ver- 
sehen, auf deren Umfang eine Theilung, etwa in ]00 gleiche Theile ange- 
bracht ist Die Schraubenspiudel drückt anf den zu verschieb eadeu Gegen- 
stand und versetzt denselben in dieselbe Bewegung, welche sie selbst macht. 
Wird der Schranbenkopf einmal nmgedreht, so verschiebt sich die Spindel 
offenbar in der Schraubenmutter um die Höhe eines Schraubengauges, bei 
einer Drehung um ^too des Umfanges des Schraubenkopfs nur um Voe 
der Höhe des Schraubengangea n. s. w. Die noch messbare Verschiebung 
der Spindel wird uro so kleiner sein, Je kleiner die Höbe des Schrauben- 



ganges Qnd je grösBer der Umfang dee Schnnbenkopfea int Wäre die 
Höhe A = 1 mm., bo w&re bei obiger Theilnng die meesbare VerBcbiebatig 
noch 0,01 mm. 

§. 15. 
Tbeorie des Eeils. 

Der Keit ist tän dreiaeitigea PriBma, desBen zu den Seiten kanten senk- 
rechter Durch BClinitt ein gleich ach enkliges Dreieck ist. Die den Schenkeln 
dieees Dreiecke entaprechendeii Seitenflächen des PiismaB heisaen die Seiten, 
die dritte Seitenfläche der Rücken des Keils, die Durchachnittslinie der 
Seiten die Schneide, deran deraelben liegende 
Neigungswinkel der Seiten die Neignng oder 
»neb die Schärfe des Keils. Der Keil dient 
mr Trennung zweier renchiedenen Körper 
roD einander (Ueberwlndnng der Adhäsion) 
oder der Theile eines nnd desselben Körpers 
(üeberwindnng der EohäBion). Der Wider- 
stand, welcher hierbei von dem Keile tlber- 
wnnden nnd als Druck senkrecht gegen die 
Seiten des Keils wirkend gedacht werden 
muBS, entspricht der Last auf der schiefen 
Ebene. 

Ist A ABC (Fig. 36) der Querschnitt des 
Keils, JC = SC die Breite der Seiten, AB die 
Breite des Rückens, so können wir uns sänunt- 
liche auf die Seiten des Eeils wirkende ele- 
mentare Drnckkräfte zu zwei Resnltirenden pig gg 
DE und GF zusammengesetzt denken. Ist der 

Oegammtdruck auf beiden Seiten gleich und auch gleich vertheilt, so sind 
die Kräfte J>E und GF gleich und greifen in gleichen Abständen DC und 
FC Fon C an, so daas also FD || AB ist Verlegen wir die Kräfte DE nnd 
SF nach ihrem auf der Mittellinie CH des Dreiecks ABC gelegenen Durch- 
scbnittspankt £*), so dass JiZ = GF und SM = DE ist, und setzen KL 
und Klhf zn der Resultirenden JTiV zusammeii, so stellt KIf die Gesammt- 
wtrknng der auf des Eeil wirkenden Druckkräfte dar, und diese Kraft ist 
durch eine gleiche, direkt entgegengesetzte, also in ff senkrecht zum Rttcken 
des Keils wirkende Kraft X aufznheben. Da nun FM ^ MX und ^ M ^ 
1800 — MKL = "1800 — FKD = ^ C, so ist 
A MNK ^ A ABC 
folglich KN:FM= AB-.AC 
also auch X-.DE = AB:AC .... 1) 
d. h. die Gegenkraft X verhält sich zu dem auf die eine Seite 
des Keils wirkenden Druck wie die Breite des Rückens zur Seite 
des Keils. 

Aus 1) folgt, wenn man das zweite Glied mit 2, das dritte mit V* 
multiplicirt, 

•) Da FD durch CH halbirt wird und -4 LFD = ^ MDF als Komplemente 
gleicher Winkel, da endlich auch CH±Fi}, so mnea der Durcbschnittspuakt von 
FL und CM mit dem von DM und CH znsammenfiillen. 
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,X\2DE = ^liABiAC .... 2) 
d. h. die Kraft verhält sich zum gesammten Druck (zur Last) wie 
der halbe Rflcken zur Seite des Keils. 

Bezeichnen wir AB mit r^ AC mit s^ ^ ACE mit a, DE mit P, so 
folgt aus 2) 

X= 2£), Var:* 

= 20 sin Va« .... 3) 
Ist die Gegenkraft X grösser als £^Ny so wird der Eeil sich in der 
Richtung von X bewegen, d. h. in den zu spialtenden Klotz hineingetrieben 
werden, ist dagegen X kleiner als XNy so erfolgt die Bewegung des Keils 
in der Richtung von XN, d. h. der Keil springt aus dem Klotze heraus. 

Je grösser r im Verhältniss zu s, d. h. je grösser a oder, was das- 
selbe, je stumpfer der Keil, desto grösser muss X sein und umgekehrt. 
Will man daher grosse Widerstände (Q) mit geringer Kraft überwinden 
(z. B. bei dem' Spalten von hartem Holz), so muss man einen scharfen 
Keil nehmen (also a möglichst klein). Bei kleineren Widerständen kann 
man, wenn man dieselbe Kraft anwenden will, einen stumpferen Eeil nehmen, 
was sich schon deshalb empfiehlt, ^weil die beabsichtigte Trennung dann 
schneller erfolgt. 

Wollen wir die Beibang an den Seiten ded Keils auch berücksichtigen, ao haben 
wir uns dieselbe als Wirbmg zweier Kräfte Bi und R^ vorzustellen, welche in Z> 
und F nach C hin wirken , weil sie die Kraft X offenbar unterstützen , und 
zwar ist 

B^ = B^=:aQ .... 4) 
wenn a den Keibnngskoefficienten bezeichnet. Verlegen wir B^ und ^ nach C, 
so dasB CO = Bi nnd CJ = iL, und setzen beide Kräfte zu der Resollirenden 
B = CP zusammen, welche, weil CO = CJ ist, in der Verlängerung von HC wirkt, 
80 muss, wenn der Keil in Buhe bleiben soll^ X so j^ss angenommen werden, dass 
die 3 Kräfte X, KN und CP sich jiregenseitig auAeben, d. h. es muss 

X+B-^KN, 
also X^KN—B 
sein. Nun ist, wenn 08 -L CP, 

A COS ^ A CBH, 
folglich CS : CO CH: CB 

d. i. "oE:22j Ks« — ^*:» 

also nach 4) jB ^ 1 = ^ Q V^^^ " ^^ 

daher^ weil KN^Qris war: 

^ Qr aQ |/4g^^=^' _ Q . ,,— — ,. 

X = -- — -=^-^^ (r — a l/4s* — rv 

8 8 8 ^ '^ 

oder auch, da r = 2« sin -^ ist, 

X.= 2e(8in|-_a.cos-2) . . . . 5). 

^=2Ö (tg.^ — aj.cos 2" 

Ist tg -ö-^a, d. h. ist der halb\e Neigungswinkel des Keils gleich 

oder kleiner als der Beibungswinkel, so iss X ^ 0, d. b. der Keil ist 
allein in Folge der Beibung in Buhe. 

Alle schneidenden Instrumente sind Keile. Bei dem Stemmeisen bildet die 
Schneide wieder einen Keil für sich; in diesem Falle ist erstens der G^sammt- 



widerateDd uod dum *aob die BeibnoK (inden wesigei BerOfamnga punkte Tot- 
h&nden sind) gariur«!', das StonUDeiBen lastt sicli dftber auch, leichter ana dem zu 
trennenden S5rper lieranBiiehen. Femer bilden die Näeel Keile, doch wird das 
Featbalten derselben nur diircb die ßeibnng zwiacben dem Keil nnd den mit ein- 
ander zn rerbindeuden KSrpem bewirkt. 

8 16. 
Theorie des Hebels. 

Hsn unterscheidet mathematische und physische Hebel. 

Unter einem mathematischen Hebel versteht man eine starre gewichts- 
lose Linie, welche in einem Pnnkte nnterettttzt, d. h. nm einen festen Punkt 
drehbar ist. 

Unter einem physischen Hebel versteht man einen am einen festen 
Pnnlct oder eine feste Axe drehbaren KOrper, welcher gewöhnlich die Ge- 
stalt eines Gylinders oder eines Prisma's bat, dessen eine Dimension jeden- 
falls aber die beiden andern ftbertiifft. 

I. Die mathematischen Hebel theilt man ein in zweiarmige, 
einarmige, Winkel^'hebel und krummlinige Hebel. 

Ein Hebel heisst zweiarmig, wenn der ünterstlltznng^pnnkt nicht End- 
punkt des Hebels ist, wenn also zn beiden Seiten desselben Kräfte wirken. 
Die beiden Tbeile des Hebels helssen Hebelarme. Bei dem zweiarmigen 
Hebel wirken die Kräfte stets anf derselben Seite 
des Hebels. 

A. Theorie des zweiarmigen Hebels. 

a) Es seien znn&chst nur zwei senkrecht znm 
Hebel gerichtete Kräfte P nnd Q mit den Angriffs- 
pnskten A und B vorhanden (Fig. 37), ü aei der 
Unteratütznngspnnkt des Hebels, dann mnss, wenn 
der Hebel in Ruhe sein soll, die Resultirende von 
Pnnd Q durch ü hindurchgehen (vgl. g 11). Hierzu 
ist aber (nach g 10, a, Zusatz) erforderlich, dasB P.A\ 
zweiarmige Hebel ist also in Ruhe, wenn ö 
mente der beiden Kräfte in Bezug auf den Üb 
gleich sind. 

ß) Wirken anf beiden Seiten von U mehrere 
Kräfte senkrecht znm Hebel, so geht die Resul- 
tirende aller Kräfte durch U, d. h. der Hebel 
ist in Ruhe, wenn die Summe der stati- 
schen Momente der Kräfte auf der einen 
Seite des Untersttttznngspunktes gleich 
der Summe der statischen Momente der 
Kräfte auf der andern Seite desselben f iir. 38 

Punktes ist (die Momente bezogen auf den 
Unterstütz ungspuakt). 

/) Haben die Kräfte beliebige Richtungen, und ist P = AB eine der- 
selben (Fig. 38), so denke man sich jede Kraft in zwei Seiteukräfte zer- 
legt, wovon die eine {ACf) in der Richtung des Hebels, die andere (AP) 
senkrecht zum Hebel wirkt. Da nun die erste Gmppe von Kräften durch 
den Widerstand des festen Punktes U aufgehoben wird, so ist die Oe- 
aammtwirkang aller gegebenen Kräfte gleich der Gesammtwirkung ihrer 



ZDin Hebel senkrächten Seitenkräfte. Der Hebel ist also nach dem Voiigen 
(ß) in Robe, wenn die Summen der Btatdschen Momente der Benkrecbteu 
Seitenkräße auf beiden Seiten von V gleich sind. Zieben wir nnn VE lBA, 
Bo ist 

A äEV <xi A ÄBD { ^ ABD = ^ EAU) 
folglich AB-.AD = AV-.UE 
also AD.AU~ AB. UE 
ä. b. daB BtatiBcbe Moment einer der zum Hebel senkrechten 
Seitenkräfte {AD) lässt Bicb ersetzen durch das statische Mo- 
ment der entsprechenden gegebenen Xraft {AB) in Bezug auf U; 
daher lautet auch in diesem Falle' das Gesetz für den Rnbestand des 
Hebels gerade so wie in ß). 

B. Theorie des einarmigen Hebels. 

Der einarmige Hebel ist in einem Endpunkt unterstützt, die Krittle 
wirken also auf deraelben Seite des festen Punktes. Damit die Resulfirende 
aller Kräfte darch diesen Punkt gehen, der Hebel also in Ruhe sein kann, 
mttssen die Kräfte auf beiden Seiten des Hebels wirken, da (nach §7a.§) 
nur in diesem Falle die Resultirende ansBcrhalb der Kräfte liegt. 
Wirken die Kräfte P Pi Pi etc. in den Abständen e e\ e» vom Unter- 
sttttznngspankt V auf der einen Seite, Q th Sh i^ den Abständen £ ei a 
Seite des Hebels und sind R und üi die resp. Be- 
seiten in den Abstanden E und Ei, so geh^nach 
Resnltirende von R und Ri d. h. die BeenltireDde 
wenn 

R.E == Ri.Ei 
ist Da aber nach g 10a, 

RE = Pe -{- Pitt -\- Piei 
nndÄi^i = öf + (*if. + Qu» 
ist, so lautet die Bedingung : 

Pe -j- P,ei. + Aea = fe + QiBi + Qti% 
Pig- 39. d. h. der Hebel ist in Ruhe, wenn die Summe 

der statischen Momente der Kräfte auf der einen Seite des 
den festen Drehpunkt gleich der Summe 
ite der Kräfte auf der andern Seite ist 
BS dieses Gesetz auch richtig bleibt, wenn die 
des Hebels nicht senkrecht zu demselben gerichtet 
wie oben in dem Falle A,y. 
ebel macht mau Gebrauch bei den SieherheitarentileD. 
des Kolbens AC (Fig. 39) wirkt die Spannknift P d« 
Dampfes nach oben hin, in B die Gegenbran Q^nach onten, welche den Hebel vd 
und damit ancb den Kolben AC in Bähe, daa Ventil also jgeBchlosBen halten soll. 
So lange P nicht grösser wird ale P„ wo P, . IM =r y . VB, so lange «'«» 
P< -^ J-. . iet, wird das Ventil auch geschlossen bleiben. Je grösser also Q idb 

ÜB: VA, desto grösser moK die Spannkraft des Dampfes werden, um das Ventil 
zu heben. GewöKnüch ist (ZA konstant und nar fS ändert sich durch Verschiebung 
des Gewichtes Q. 

Femer benutzt man den einarmigen Hebel, nin mit geringer Kraft einen grossen 
Druck auszuGhen. Soll in dem Punkte A (Fig. 89) ein gewmsor Druck X aol einen 
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Kolben ftuage&bt watden, ho kann mittelst des in ü befestigten Hebels US darcfa 
eine in B wirkende gmagete Ktmlt Q dieselbe Wirkong herrorKebruht werden, 
wenn nm Q.UB = X. ITA, ist, d» j» dann (nach § 10, a} fine) die Kraft X sich 
durch Q ersetzen lässt. Es ist also X = ^ ,^ und, iAUB>UA, X> Q. Wäre 

z. B. KB ^ 100 . O^ so wäre X = lOOfl, d. h. jeder in B wirtende Drnck hat in 
A die hnndertfache Wiiknng. 

G. Theorie des Wiukelhebels. 

Der Winkelhebel besteht ans zwei sich schaeidendea Btanen gewichts- 
loBBD Linien, deren Darcbschnittepnnkt befesügt ist. Wirken in J und B 
|Fig. 40) an den beiden Hebelarmen ÜA reap. ÜB die beiden Kräfte P 
nnd senkrecht zn den Hebelarmen, .so verlege man beide Kräfte nach 
ihrem Dnrchschnittspunkte 0. Es sei OC = P. Da fflr den Fall der 
Knhe dee Hebels die Besnltirende yon P nnd dnrch den festen Punkt 
l' gehen tansa, Bo mnes dieselbe die Richtung OU haben. Ziehen wir 
daher CE \\ OB bis znm DnrchBchnitt mit Oü m E und dnrch E die Jjinie 
£J) I OA bis znm Durchschnitt mit OB in D, so mnss OD = Q sein. Nun 
isf ^ OCE = ^ AÜB (da sie dasBelbe Supplement haben), ferner 
4 COE ^ ^ ABU (als Peripherie Winkel Ober dem Bogen AU in dem 
ETeisTiereck AUBO), daher 

A COE ^ A AUB 
folglich OC: CE = ÜB -.VA 
d. h. P : £J = ÜB -.VA 
und P.VA = 0. VB. 

Der Winkelhebel ist also in Kühe, 
wenn die atatischen Momente der Kräfte 
in Bezog auf den Unterstütznnjgpunkt 
einander gleich sind*). 

Wirken an jedem Hebelarme mehrere senk- 
recht zu demselben gerichtete Kräfte, so findet 
ID3D, wenn man die Resultirenden beider Gruppen 
von Kräften bestimmt und die statischen Mo- Fig. 40. 

oieDte derselben dnrch die Summen der statischen 

Momente der zugehörigen Kräfte ersetzt, genau so wie bei dem ein- nnd 
zweiarmigen Hebel: 

Der Hebel ist in Ruhe, wenn die Summen der statischen 
Momente der Kräfte anf beiden Seiten des Un terstätzunga- 
pnnktes in Bezug auf denselben gleich sind. 

Daas dieses Oesetz auch gttltig ist, wenn die Kräfte nicht mehr senk- 
recht gegen die Hebelarme wirken, ergibt sich gerade so wie in a,y. 

D. Theorie des krummlinigen Hebel a. 

Jede starre gewichtslose krumme Linie, welche in einem Punkte unter- 
stützt ist, heisst ein krummliniger Hebel. 

Wirken in den Punkten A und B des Hebels die Kräfte P und Q, ao 

*] Hit Rücksicht auf §10 hätte man auch so schlieaaen können: Die Kraft P 
lässt sich dnrch eine in S wirkende zu ÜB senkrechte Eiaft Pj ersetzen, wenn 
P, . UB:^ P. VA und die Drehrichtung, welche P, hervorbringt, dieselbe ist wie 
die dnrch P hervorgebrachte. Soll nun der Hebel in Bnha sein, so müssen P, nnd Q 
sich gegenseitig anflieben, d, h. P, — fl sein, ao dass also auch Q.JJB^ P. AU ist. 
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verbinde mtiu A and B mit U geradlinig (Fig. 41); dann können wir, weil 
A and ß mit ^ in fester Verbindung stehen, den krammlinigen Hebel AUB 
uns ersetzt denken durch den Winkelhebel AÜB, und es gilt somit für 
den krummlinigen Hebel dasselbe Gesetz wie fflr den 
Winkelhebel. Anch wenn mehrere Kräfte P Pt etc. anf jeder Seite 
von U vorhanden wären, wurde das Gesetz des Winkelhebels gelten, da 
man jede £raft nach ihrem Durchschnittspnnkte mit AU resp. ÜB verlegen 
könnte. 

II. Der physische Hebel lässt sich, wenn die Kräfte in der 
dnreh den Drehpunkt und den Schwer- 
punkt gehenden vertikalen Ebene liegen, 
durch Einführung sehieB Gewichts als mit- 
wirkender Kraft stets anf den mathema- 
. tischen Hebel aurUckfuhren. 

Ist S der Schwerpunkt des am V 
drehbaren physischen Hebels (Fig. 42), C 
das Gewicht desselben, so denken wir 
uns jede sonst noch am Hebel in der 
Ebene USG wirkende Kratt P, etc. nach 
dem Durchschnittspankte mit der Richtung 
L- physische Hebel zurückgeführt auf den durch 
Seten mathematischen Hebel. Wirken die Kräfte 
te von US, so ist der Hebel in Ruhe, wenn die 
aente der Ki-äfte (incl. G) auf beiden Seiten von 
irken die Kräfte ganz beliebig anf beiden Seiten 
von V und von US in derselben oder in ver- 
schiedenen Ebenen, so muss im Falle der Ruhe 
des Hebels die Resultirende aller Kräfte jeden- 
falls durch V, oder wenn dei- Hebel um eine 
Axe drehbar ist, durch diese Axe gehen. 



Fig. 41. 



Theorie der Rolle. 



Fig. 42. 

Unter einer Rolle versteht man eine kreisförmige Scheibe, auf deren 
mit einer Rinne versebenem Umfange ein Seil liegt. Die Scheibe ist nm 
eine durch ihren Mittelpunkt gehende Axe di^ehbar. 

Man unterscheidet feste und bewegliche Rollen, je nachdem 
die Axe fest oder selbst anch beweglich (gewöhnlich in vertikaler Richtung 
verschiebbar) ist. 

1) Theorie der festen Rolle. 

Die feste Rolle dient zur Veränderung der Richtung einer Kraft, ohne 
dass damit eine Kraftersparniss beabsichtigt wird, Bd der festen Rolle 
wirkt die Kraft an dem einen, die Last an dem andern Ende des Seiles. 
Fassen wir die Last ebenfalls als eine Kraft auf, so sind in Bezug auf die 
Richtung der beiden wirksamen Kräfte zwei Fälle möglich. Entweder 
wirken bei de Kräfte parallel, oder sie bilden einen Winkel 
mit einander. In beiden Fällen bilden die Kräfte Tangenten. an der 
kreisförmigen Scheibe, deren Berührungspunkte als Angriffspunkte der Krftfle 
zu betrachten sind. 
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a) DieKräfte wirken parallel zu einander. Sind A und B 
die Angriffspnnkte der Kräfte L nnd P (Fig. 43), dann ist AB eio Durch- 
meeser dea EreiseB. 

Fassen wir AB als matb^natiBchen zweiarmigen Hebel auf mit dem 

Mittelpankte dpr Rolle >U Drehpunkt*), bo haben 

wir als Bedingung fUr die Rnhe des Hebels, also 
auch der Rolle 
P.OB = L.AO oder, da OB — OA Ja t, /' = L. 

h) Di-e Kräfte P nnd L bilden einen 
Winkel mit einander. Verbinden wir dieAn- 
grifispankte B und. A (Fig. 44) mit dem Mittel- 
punkte O, so ist AOB ein Winkelbebel, folglich nach 
§ 16 die Bedingung der Ruhe Fig. 43. 

P.OB = L.AO oder, da OB =■ OA ist, /' = L. 

Es gilt aleo allgemein der Salz: Jede feste Rolle ist in Rnhe 
wenn die Kraft gleich der Last ist 

2. Theorie der beweglichen Rolle. 

Die bewegliche Bolle dient zur Hebung von 
Lasten mit EraftersparniBB. Die Last hängt an einer 
an der Aie befindlichen Scheere, wirkt also 
mittelbar an der Axe. Das eine Ende des Seile ist 
befestig^ an dem andern wirkt die Eraft; gewöhnlieh 
geht dieses letztere Seilende noch über eine feste Rolle, 
an welcher dann erst die Ei-aft wirkt. 

a) Die beiden Seilenden sind parallel. Es seien A nnd B 
die BerühmngpBunkte des SeileB mit der beweglichen Rolle (Fig. 45), 
V der feste Anfhängepnnkt des einen Seilendes AD; das in B berührende 
Seilende gehe um die feste Rolle Oi, die in angreifende Last heisse L**) 
die in B oder auch an der festen Rolle in 6 
Desken wir nns L in zwei in A und B an- 
keifende parallele Seitenkräfte X nnd V zer- 
legt, BO mnss, daX: F= OB:OA= 1:1 iat, 
X=. F nnd , da X + F = Z ist, X = ^L, 
¥ = \L sein. Die Seitenkrafl X wird, da ihre 
Richtung darch den festen Punkt V geht, auf- 
gehoben, die Eraft r, welche also von der Last L 
noch Dbrig ist, muss, wenn die Rolle in Ruhe 
sein soll, durch dne gleiche nach der entgegen- 
gesetzten Seite wirkende Kraft anfgehohen 
«erden, ea mass also P = Y ^ t[l sän. DasB 
P hierbei auch an der festen Rolle Oi in C f^g, 45, 

wirken kann, folgt ans der Theorie der festen 

Rolle, wenn man sich V nach dem Berührungspunkte J>"dea Seiles mit der 
festen Rolle verlegt denkt. 



•) Der Schwerpunkt der Bolle ist (cfr.§23), das Gewicht der Rolle wird also 
durch aafgehoben nnd kommt daher nicht weiter in Betracht. 

**) Das Gewicht der Rolle ist mit inbegriiTen, kommt jedoch meiateoB nicht in 
Betracht. 
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Die bewegliche Rolle ist also bei paralleler Richtung 
der Seilenden in Rnhe, wenn die Sraft die Hälfte der 
Last beträgt. 

b) Die in J und B die Rolle berührenden Seilenden 
schneiden sich verlängert nnd zwar in einem Punkte M auf der 
Richtung der Last L (Fig. 46). Verlegen wir L nach M, so dass etwa 
ME = L ist, und zerlegen ME nach den Richtungen AM und BM in die 
beiden Seitenkräfte MF und MG, so ist das Parallelogramm MGEF ein 
Rhombus, weil j^ OME = ^ EMF, also GM = MF. Die Seitenkraft MF 
wird, da sie durch ü geht, anfgehoben, und die Seitenkraft MG mnss dnrcli 
eine in M oder auch in B oder auch in 6'*) an der festen Bolle Öi 
wirkende gleiche Gegenkraft JP anfgehoben werden. Ist nun der Neigungs- 
winkel der Seilenden VA nnd DB, nämlich AMB = a, so ist ^ GME = ^a 
und in dem Dreieck GME 

MG:ME = sin \a : sin G 
d. h. P:i = an ^c:BJn (180« — a) 
^ sin \a : sin a 
= Bin \a : 2 sin \ti cos |a = 1 : 2 cos ^a, 

T. 

folglich P = 



2 cos \a 
Folgerungen: Für a=0, 
d. h. für den Fall parallel gerich- 
teter Seile wird P =!= ^L, wie be- 
reits oben gefunden wurde. Je 
gtöaaer a, desto kleiner wird coBi«, 
desto grösser also P. Für « = 90" 
ist cos \a = \y2, s.\iiyP=\i-yi. 
Für ß = 180» ist /> = °o . K« 
Kraft P wächst also von \L bis 
ins Unendliche, wenn a von an 
bis 180" wächst. Am kleinstes 
iat die anzn wen äende Ge- 
genkraft also bei paral- 
P^Sr- «■ leler Richtung der Seil- 

enden. 

§ 18. 
DieFlaschenztlge. 
1. Der gemeine Flaschenzng besteht aus mehreren in einer 
Scheere in fester Verbindang mit einander stehenden beweglichen und etien- 
sovielen festen Rollen. An der Scheere der beweglichen Rollen hängt die 
Last L. Das Seil, welches an der Scheere der festen Rollen befestigt iBt, 
geht abwechselnd um eine bewegliche und eine feste Rolle. Am Seilende 
wirkt die Kraft P. Die gewöhnliche Zahl der unter oder auch nebenein- 
ander liegenden festen und beweglichen Rollen ist drei. Wir wollen m- 

*) In diesem Falle denkt man sich die Kraft MQ nach dem BerühnuigspunkU 
B des Seilea mit der festen Bolle verlegt. 
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nächst auch nur dieeeD Fall betrachten. Eb aeien AB AiBi A^Bt nnd ab 
atbi hibt die BeTOfarnngBpnnkte des geile mit den beweglichen reep. den 
feateo Rollen, ferner 0\ 0% resp. M Mi Mt die Hittelpnnkte derselben 
(Fig. 47), endlich V der Befeitignngapankt des Seils an der Scbeere der 
feBten Bollen, dann können wir, wenn die beweg- 
lichen Rollen bezllglioh gleich den festen Rollen and 
in hinreichend grosser Entfernung von den letzteren 
angenommen werden*), die Theile des Seils Aa, A\.a\., 
Atat, Bbt^ibi und aach StU als sehr naheza pft- 
ralle) betrachten. Denken wir nns nun die Last L 
in drei la Oi nnd Ot wirkende gleiche Kräfte 
l ^ Xi ^ iia ^ \L nnd jede dieaer Kräfte wieder 
in zwei parallele in den entsprechenden Berührungs- 
pnnkten des Seils mit den beweglichen Rollen wir- 
kende Krifte ÄV resp. .^i I'i resp. X^Y^ zerlegt, 
velche letzteren , ä& X: r = OB: AO = 1:1 nnd 
X -\- Y ^ X ist, Bämratlioh gleich \X = |i sind, 
so haben vir nan statt L 6 gleiche Kräfte X = Y 
^ Xt ^=1 Vi = Xi = I'a. Denkt mau sich I'nach 
^i, Fl nach h, Xi nach m nnd X^ nach ai ver- 
legt, so wird, weil Mi nnd Mt feste Rollen sind, 
offenbar Y dnrch Xi, Yi dnrch Xj, endlich Yi durch 
den festen Punkt U aufgehoben, und es bleibt von 
allen 6 Kräften nur X Übrig, welche Kraft nach a 
verlegt durch P aufzuheben ist. Nach der Theorie 
der festen Rolle musB aber P ^ X sein, wenn der 
Enheznstsnd erhalten bleiben soll, d. h. die Kraft, 
welche den Flaschenzug und damit auch 
den daran hängenden Körper in Ruhe 
halten soll, muBB ^ der Last betragen. 

Wäre die Anzahl der Rollen 3n, so gäbe es 
offenbar n Kräfte il = —L und jede der Seitenki-äfte 
XF etc. wäre ^ nr- i- Da nun auch in diesem all- 
g^n^neren Falle n — 2 Kräfte sich gegenseitig 
aufheben, eine durch den festen Punkt 17 aufgehoben 
wird, SD bleibt nur eine dnrch P aufzuheben übrig, 
nnd zwar wird P ^ X ^ -^L sein, also allgemein. 

Bei dem gemeinen FlaB)chenznge ist 
die Last in Rahe, wenn die Kraft den 
Bo vielsten Theil der LaBt beträgt, als 
die doppelte Anzahl der beweglichen 
Rollen beträgt. . 

Anmerkung. Ist die Kraft grösser als g- L, so wird die Last ge- 
hoben. Liegen je n Bollen neben einander, so muss L zunächst in n 
parallele in den Mittelpunkten der beweglichen Rollen wirkende gleiche 



*) Da der FUschenznK gerade so wie die einfachen Bollen znni Heben von Lasten 
gebraucht wird, so wird diese letztere Annahme otTenbsr anch der Praiis entsprechen.- 



Kräfte X und Asma jede Kraft Ain zwei gleiche indenBerUhrnngsptuikteDdei 
Seils wirkende Kr^ zerlegt werden. Das Gesete für den BaheznstAnd ist ' 
dasselbe wie im vorigen Falle. 

2. Der Potenz flaschenzng besteht aus einer festen nnd 
melireren beweglichen Rollen. Um jede der letzteren geht ein Seil, desses 
eines Ende an einem Balken und dessen anderes Ende an der Soheere der 
nächst höheren beweglichen Rolle befestigt ist. Das freie Seilende an der 
obersten beweglichen Rolle geht um die feste Rolle. Die Last L wirkt an 
der Scheere der untersten beweglichen, 
die Kraft P an dem freien Sdlende 
der festen Rolle. Es seien znnäclut 
nnr 3 bewegliche Rollen mit den 
Mittelpunkten Oi Oj nnd eine feste 
Rolle mit dem Hittelpunkte M vor- 
handen (Fig. 48). Die festen Anf- 
bängepnnkte der Seile seien beztlglieb 
U Vi üt V, die Berührungspunkte der 
parallelen Seile mit den Rollen resp. 
AB, Aißi, Atßi, ab. Denken wirnn» 
die in wirkende Last l in zwei 
parallele in A und B wirkende Seiten- 
kr&fteXresp. J" zerlegt, welche wegen 
der Proportion^: F= 05:0.^ = 1:1 
einander gleich, und weil X-\-y=l- 
ist, gleich \L sind, so wird X dnrcb 
den festen Paukt U aufgehoben; die 
Kraft Y verlegen wir nach Oi nnd 
zerlegen aUdann diraelbe in die beides 
in Ai und Bi wirkenden parallelen 
Kräfte ^i und Fi . Die Kraft Ji wirf 
durch den festen Punkt Ui aufgehobei 
und Fl = ^1 = ^ r = |i nach Ot 
verlegt, wo dieselbe in die Kräfte h 
und Yi, wirkend in A» und B», zerlegt 
wird. Da die Kraft JT, durch den 
festen Punkt Vs aufgehoben wird, u 
bleibt TOB der Last L nur noch die 
ng. «. Kraft Y» Übrig, welche nach a yerlegt 

durch die in * wirkende Kraft P s"''' 
zuheben ist. Da !W eine feste Rolle ist, so muss aber P = Fj = tK, *!" 
nach dem Vorigen P = ^i = -^. L sein. 

Wfire die Anzahl der beweglichen Rollen n gewesen, so wiirde ein* 
völlig analoge Schlnssweise P = g, liefern, daher haben wir das Geseti; 
Ein Potenzflaachenzug mit n beweglichen Rollen iet 
in Ruhe, wenn die Kraft -^ der Last beträgt. 

Anmerkung 1. Die Bezeichnung Potenzflaschenzug wird dnrci 
dieses Gesetz hiareichend gerechtfertigt. 
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AnmerkoDg 2. Da bei dem gemeinen Flaflchenzuge P = ^vnr, 
da aber 2« < 2° (aasset fflr » ■= 2), «Ibo-h— > -g— ist, so gebraucht man 
bei dem Potenzflaschenzuge, nm denselben in Rnhe zn erlialten, alao aacb 
zur Hebnag der Last, eine geringere Kraft. a.\a bei Anwendung des ge- 
meinen Flascbenznges. Bei zwei beweglichen Rollen ist die Wirkung beider 
Flasehenzflge dieselbe. 

§ 19. 
Das Wellrad. 

Das Wellrad ist eine Kombination ewder Rollen mit gemeinBchafdicher 
Aie. An dem Umfange der einen Rolle wirkt an einem Seile die Kraft, 
in dem TlmiangQ der andern ,die Last. Die 
letnere Rolle ist aehr hSufig durch einen Cylinder, 
^ne logeDaniite Welle, ersetzt, um welche das Seil 
£C3chlnngen ist, an dem die Last hängt Ebenso 
kann die erstere Rolle durch einen einarmigen 
Hebel (ünen Radius der Rolle) ersetzt sein, an 
dessen Endpunkt die Kraft senkrecht zu dem 
Hebel wirkt 

Nehmen wir Bnnüchst an, die beiden Rollen 
^gen so nahe aneinander, dass der Abstand ihrer 
Uittelpnnkte als verschwindend klein zn betrachten 
wäre, wie in Fig. 49, tro M der gemeinsame 
Mittelpnnkt, A und B die Angriöäpnnkte der 
^nil P nnd der Last L sind, so ist das Wellrad 

in Rnhe, wenn die Resnltirende von P und Z durch M geht, d. h. wenn 
f-.l ^ MB:AM ist, und diese Bedingung wflrde auch dieselbe bleiben, 
venn P nnd L nicht parallel wirkten, d. h. wenn A und B nicht mit M 
In derselben Geraden lägen, wie eine der Theorie des Winkelhebels völlig 
ualoge Betrachtung ohne Weiteres ergibt. 

Dae Wellrad ist also in 
Bähe, wenn Kraft und Last 
sieh umgekehrt verhaltenwie 
die Radien der Rollen, an 
denen sie wirken. 

Wenn die Rollen in endlicher 
Gntfenung von einander auf der 
femeinscbaftUchen Ase befestigt 

sind, so liefert folgende rein mathe- , 

matische Untersuchung dasselbe 

Gesetz fOr den Ruhestand des *^^- *•' 

ffellrades. 

£b mSgen zunächst Kraft nnd Last parallel gerichtet sein und zwar 
die Kraft i* in -4 am Umfange der Rolle M und die Last Z in -S am Um- 
fange der Rolle ^ angreifen. Verbinden wir (Fig 50) a mit B, so muss 
AB die Ax6 Mü schneiden, wie sieh auf folgende Weise ergibt. Die 
Ebenen der Bollen sind parallel (da beide ± MN), ferner P ]| L und ^ MAP = 
ÜBL =m 90" in diesen Ebenen, daher AM || BN, folglich AM und SN'm einer 
Ebene,in welcher daher auch MN und AB liegen. Da nun A nnd B&uf ver- 
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Bcliiedeneii Seiten von ^iV liegen, ao mnBB AB die Axe MN schneiden. 
Der DnrchBchnittspunkt, faeisse C, Soll nnn das Wellrad in Rahe sein, so 
muBB die ReBnltirende von P tind L darcli den festen Pankt der Axe 
gehen. Hierzu ist aber erforderlich, daSB 

P:L = CB:AC 
ist. Da aber A AMC ~ A BNC, 

alBo CB:AC = NB: AM, 
Bo heisst die fiedingnng P:£ ^ NB:AM, 

wie behauptet wnrde. 

Wirken die Kräfte P nad L nielit parallel, wie in Fig. 51, so ver- 
längere man Pbia znm Durchschnitt mit der zu NB parallelen Geraden MAi 
in D, verlege die Kraft P nach B {DE =^ P) und zerlege dieselbe nach 
dem Parallelogramm der Kräfte 
in zwei Seitenkräfte DF || L und 
DG in der Richtung MAi wirkend. 
Die Seitenkraft DG wird, da sie 
durch ffgeht, aufgehoben. Damit 
also das Wellrad in Ruhe ist, 
muBB die Resultirende von FD 
nnd L die Axe MN scbneiden. 
Zieht man DB, so muBB, weil 
MD II fIB gezogen ist, also beide 
Linien in einer Ebene und U 
und B auf venchiedenen Seiten 
von M^i liegen, DB die Axe 
MH schneiden. Die Redingung 
Fig. 51. daftlr, dasB der Schnittpunkt C 

der Angriffspunkt der Resnl- 
tirenden von DF und L ist, lautet wiederum : 

DF-.L =. BC:DC, 
oder, weil A CNB rv A DMC ist 

DF:L =» NB: MD 
oder auch DF.MD — = L.NB ....«) 

Da nun 

A DBF ^ A AMD (^ 4 = F =90« und ^ ABM == ^ DEFl 
BO folgt DM: .4M = DE: DF, 

also DM. BF = DE. AM ^ P. AM, 
folglich nach d) 

L.ISB = P.AM 
oder auch P:L = NB: AM, 
wie behauptet wurde. 

Anmerkung 1. Die ganze Betrachtung, also anob das resnitirende 
Gesetz, bleibt offenbar ungeändert, wenn die Rolle M durch den Hebel AM 
ersetzt wird. 

Anmerkung 2. Wenn P> ' , so muss natürlich eine Drehung 
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des Wetlraäee im Siudo von P, aDch eine Bewcgaog der Last erfolgen. 
Man wird zn dieser Bewegung also nm 80 weniger Kraft gebrauchen, je 
grSsaer AM und je kleiner BN^ d. h. je grosser der Radins der Rolle, an 
welcher die Kraft wirkt, im VerbältoiaB anm Radius der Rolle, an welcher 
die Last wirkt. Durch das Wellrad wird in diesem Falle also an Kraft gespart 



Unter Räderwerken verstehen wir derartige Kombinationen mehrerer 
Wellrftder, dsss eine Rolle des einen Wellrades mit einer Rolle des folgenden. 
Bei es dnrch Zähne, sei es durch 
einen Treibriemen in Verbindnng 
Ktebt, eine Rolle also die andere 
in Bewegnng setzt. Durch Räder- 
werke soll entweder noch mehr 
als dnrch ein Wellrad an Kraft 
gespart, d. h. es soll eine gcoBse 
Last dnrch «ne geringe Kraft 
gehoben werden (z. B. bei dem 
Erahn), oder es soll eine schnelle 



oder nmgekehrt verwandelt 
werden (wie z. B. bei den Uhren, 
Mühlen etc.) Sind in Fig. 52 / 
und // die Rollen des ersten 
Wellrades mit den Radien Ri 
resp. ri und der gemeinschaft- 
lichen Axe Ml, III nnd IV die 

Bollen des zweiten mit der Axe 

'Vi and den Radien M% resp. ri, 

y und VI die Rollen des dritten 
mit der Axe M3 und den Radien 
fts resp. ^3, endlich VII und 

VIH die Rollen des vierten Well- Fig. 52. 

rades mit der Axe M^ nnd den 

Radien Ä« resp. r^ ; greift femer Rolle / in IV, III in VI nnd V in VIII ein, so 
soll die am Umfange der Rolle //in dem beliebigen Punkte .4 wirkende LastZ 
dnrcb eine am Umfange der Rolle VII in dem beliebigen Punkte £ wirkende 
Kraft P anfgehoben und damit das ganze Räderwerk in Ruhe gehalten werden. 
Es seien B, C, D die Bertthrnngspunkte der in einander greifenden Rollen. 
Von der Reibung wird vollständig abgesehen. Nach § 19 würde die Last 
L aufgehoben werden durch einein 5 wirkende Kraft X', woX':Z ^ n :Äi. 
Ist daher X gleich und direkt entgegengesetzt .7', so lässt sich L offenbar 
ersetzen dnrch X, da diese Kraft X anch durch X^ aufgehoben werden 
«Urde. Die Kraft X würde am zweiten Wellrade aufgehoben werden durch 
eine in C wirkende Kraft f und läüat sich daher ersetzen dnrch }', wo 
C = Fl oad direkt entgegengesetzt gerichtet ist nnd Y: X = r» : Ri. Die 
Kraft Y würde am dritten Wellrade anfgehoben durch eine in P wirkende 
Gegenkraft^», lässt sich also ersetzen durch Z=Z', und es ist 2: F=>r;i;fl». 
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Die Kraft Z endlich wird aufgehoben durch die in E wirkende Kraft /*, 
wo P:Z == Ti-.ltt. Durch Mnltiplikation der 4 Proportionen 

r:X=r%:Ra 
Z: r==r»:Äg 
P:Z =u:R^ 
erhalten wir nach Aufhebung der gemeinachaftlichen Factoren 

P:L = nrsrari : RiÄjÄsÄ« 
d. h. Das Räde^-werk ist in Rnhe, wenn Bich die Kraft zur List 
verhält wie das Produfet äll6r Eadien der nicht in einaDder 
r Reihenfolge der Wellräder), zu 
lern die Last wirkt, sumFro- 
cht in einander greifenden 
an welchem die Kraft wirkt). 
fache Wellen, 80 kann das Gesetz 

Die Kraft verhält sieb 
zur Lagt wie das Froducl 
allerRadien der Wellen znni 
Product aller Radien der' 
Räder. 

Anmerkung 1. Jedegräs- 
Bcre Kraft setzt das Räderwerk 
in Bewegung. 

Anmerkung 2. Dießolle, 
an weichet die Kraft wirkt, ksnii 
wie bei dem einfachen Wellrade 
auch durch einen Hebel ersetzt 
werden. Hau hat dann eiofach 
v\g. oö. 6tatt des Radius (Ä<) dieserBolle 

die Länge des Hebelarmes zu 
setzen. 

Anmerkang 3. Je kleiner die Radien r und je grässer die Radien 
R, desto kleiner ist die Kraft im Verhältniss zur Last. 

Ist n = n == n =' r, und Äi = Äg = Äs ^ Ä«, so ist 



'■& 



Für » kombioirte Wellrider wäre P = L (-^) . Wäre z. B, n = Vi» ^i> 

und würden 4 Wellräder kombinirt, so wäre P = (Vs)* ^ = Vio»** ^^ 
Mit einer Kraft von 1 Ctr. könnte man also ohne die Reibung 10000 Ctr. heben- 
Anmerkung 4. Stehen die Rollen / und IV (Fig. 53) durch einen 
Ti'eihri»nen in Verbindung, wobei die Reibung des Riemens an den Urn- 
ingen der Rollen die feste Verbindung herstellt, so erfolgt allerdings 
die Drehung der Rolle IV in demselben Sinne wie ^e Drehung der Rolle ' 
[bei gezahnten Rädern war die Drehriehtnng die en^egeDgeaetste), allein 
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das Gesetz fQr den Ruhezustand des ganzen Systems bleibt dasselbe. Wirkt 
nämlich die Last Z in ^ an der Rolle lly deren Radins n, so würde der- 
selben eine im Berfihningspnnkte C des Seiles mit der Rolle I (deren 
Radins R\) tangential, d. h. in der Riebtung CD wirkende Kraft X^ das 
Gleichgewicht halten. Ist daher X ^^ X^ nnd direkt entgegengesetzt X\ 
80 lässt sich L ersetzen durch X nnd es ist 

Die Kraft X lässt sich verlegen nach dem Berühmngspnnkte D des Seiles 
mit der Rolle IV (deren Radius r») und wird dann durch die Kraft Pj 
wirkend in B am Umfange der Rolle /// (Radius Ri)y aufgehoben, wenn 

PiX = niRt 

ist. Ans beiden Proportionen folgt durch Multiplikation 

PiL ^=^ rm'.RtRi. 

Die Verallgemeinerung fQr mehrere Wellräder liegt auf der Hand. Das 
obige Gesetz bleibt also dasselbe, w9nn man nur die Worte: „der nicht in 
einander grdfenden Räder^ ersetzt durch: „der nicht durch einen Riemen 
verbundenen Räder." 

ScbluBsbemerkung zur Lehre von den Maschinen. We^n 
durch Maschinen Lasten in Bewegung gesetzt werden, so ist 
der mechanische Nachthell stets gleich dem mechanischen 
Vorthell, d. h. was an Kraft gespart wird, geht* an Zeit ver- 
loren und umgekehrt. 

Da es sich bei der Behandlung der Maschinen in der Statik nur 
darum handelt, unter welchen Bedingungen ein Körper auf oder an einer 
Maschine in Ruhe ist, so gehört die Begründung dieses eben genannten 
Satzes für die einzelnen Maschinen konsequenter Weise nicht in die Statik, 
soDdern in die Dynamik, (s. Dynamik f. K. § 17.) 

§ 21. 

Vom Schwerpunkte. 

Wie am Anfange der Statik bereits bemerkt wurde, denkt man sich 
jeden Körper aus Molekülen bestehend, d. h. aus den kleinsten physikalisch 
noch nachweisbaren Theilchen, welche aber nicht in unmittelbarer Be- 
i-öhruDg sich befinden, sondern durch allerdings unmessbar kleine Zwischen- 
räume getrennt sind. Der Komplex aller dieser Moleküle ist das, was man 
die Masse des Körpers nennt Die Moleküle hat man sich, da kein Grund 
zu einer gegentheiligen Annahme vorhandeü ist, bei demselben Körper als 
gleich zu denken. Auf jedes Molekül wirkt die Anziehungskraft der 
Erde oder was dasselbe ist, die Schwerkraft; und zwar vertikal abwärts und 
auf alle Moleküle desselben nnd auch verschiedener Körper gleich stark 
(weil alle Körper im leeren Räume gleich schnell fallen). Wir wollen diese 
Anziehungskräfte elementare Schwerkräfte nennen und dieselben mit y be- 
zeichnen. Weil die Kräfte y parallel nnd nach derselben Seite gerichtet 
sind, so haben sie stets eine Resultirende, nnd diese Resnltirende aller 
elementaren Schwerkräfte, welche auf die Moleküle eines 

4* 
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Körpers wirken, nennt man das Gewicht des Körpers. Nach der 
Theorie der parallelen Kräfte ist daher das Gewicht gleich der Summe 
der elementareii Schwerkräfte, also G =» ny^ wenn n die Anzahl der 
Moleküle bedeutet Den Angriffspunkt der Resultirenden Q oder 
des Gewichts nennt man Schwerpunkt des Körpers. Jeder Körper 
muss hiernach einen Schwerpunkt haben. 

Je mehr Moleküle ein gegebenes Volumen enthält, desto grösser ist seine Masse 
und da n grösser wird, anch sein Gewicht und umgekehrt, und zwar wachsen diese 
3 Grossen stets in demselben Verhältnisse. Je mehr Moleküle in demselben Banme 
sind, desto dichter müssen dieselben an einander liegen, desto grosser ist die sog. 
Dichtigkeit des Körpers. Haben also zwei Körper gleiches Volumen, so ent- 
hält der m mal schwerere auch m mal mehr Moleküle, hat also au^ eine m mal 
grössere Masse und eine m mal grössere Dichtigkeit. 

1. Bei gleichem Volumen zweier Körper verhalten sich die 
DichtigkeitenderselbenwiedieMassen oderwie die Gewich te. 

Haben zwei Körper gleiches Gewicht {G == ny =: Gi = ti^ y), also auch gleich 
viel Moleküle (n =^ n^) (und daher auch gleiche Massen), aber verschiedenes Volumen^ 
so müssen in dem grösseren Baume die Moleküle auch dementsprechend weiter von 
einander entfernt liegen, die Dichtigkeit wird also in demselben Verhältnisse ab- 
nehmen, in dem das Volumen zunimmt. 

2. Bei gleicher Masse oder auch bei gleichem Gewichte 
verhalten sich die Dichtigkeiten umgekehrt wie die Vo- 
lumina. 

3. Die Dichtigkeiten zweier Körper verhalten sich über- 
haupt zu einander wie die. Quotienten aus den Massen (resp. 
Gewichten) und den Voluminibns. 

Beweis. Es seien d und <2i die Dichtigkeiten, MxmdM^ die Massen, Fund V^ 
die Volumina^ G und G^ die Gewichte zweier Körner, so denke man sich einen 
dritten Körper mit der Masse 3f, dem öewicht Gy aem Volumen Vi und der Dich- 
tigkeit d^, so folgt aus 2. 

a.a.2 ~ y . y y 

aus 1) <?2 • ^1 ~- ^' Mi—GiGi 



i. 1 1- t. j j M Ml G Gl r. 

folglich d:di^ -yi y^ = y- y- • • • • ^) 

Da für die specifischen Gewichte beider Körper s und 8^ die Formeln 

G _ Gl 

*" y* *i y~ 

gelten, so folgt: 

d : dj — s : »1 . . . . II) 

DieDichtigkeiten zweierKörper erhalten sich wie die speci- 
fischen Gewichte derselben. 

Lassen wir in 1) M^ die Masseneinheit (vgl. darüber: Dynamik, §7), V^ die 
Volumeneinheit und d^ die Dichtigkeitseinheit (die Dichtigkeit des Wassers) be- 
deuten, so folgt aus I): 

d=-y-, also M-^ V,d, V^ ^ 

Das Maass der Dichtigkeit eines Körpers ist derQuotient 
aus Masse und Volumen. 

Die Masse ist gleich dem Product aus dem Volumen und d<er 
Dichtigkeit; das Volumen ist gleich dem Quotienten ans der 
Masse und der Dichtigkeit. Dichtigkeit und specifiscbes Gewicht sind 
also nicht einander gleich, sondern nur proportional. Eine genauere Beziehung beider 
Grössen kommt in der D3i]amik (§ 7) vor. 

Wir haben vorhin stillschweigend voransgesetzt , dass die Moleküle gicichmässig 
über das ganze Volaraen vertheilt sind, dass also der Körper homogen ist; ist dies 
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nicht der Fall) so iaao man nnr von einer darchiebnittUchen oder mittleren 
Dichti^keitsprecheD, d.h. TOD darjenigen Dichtigkeit, welche der Körper haben wBrdo 
bei ^leichmäiuKerVertheilDDgder UolekUle. D&a Hoasi dieser mittleren Dichtigkeit 
ist dann natSTlieh wieder der Quotient bob Masse und Tolnmen. — 

Da sich das Gewicht einsB Kfirperg nach dem Vorigen als eine ein- 
lige im Schwerpunkte angreifende Kraft ergibt, so kann man sich das Ge- 
wicht eioes Körpers im Schwerpunkte desselben vereinigt denken, d. k 
it&tt des ganzen Körpers den materiell gedachten Schwerpunkt setzen, in 
welchem dann das Gewicht wfrkt. 

Dreht man einen Körper, so indert sich nnr die Richtung der ele- 
mentaren Schwerkräfte (welche veilikal bleiben) gegen die Lage der Ver- 
bindungslinien der einzelnen Holekltle, aber nicht die gegenseitige Lage der 
Letzteren. Da nun die Lage des Angriffspunktes det Resnltirenden paral- 
leler Ei-äfte nur von der Grösse der Kräfte und der gegenseitigen Lage 
der Angrifif^pnnkte der Seitenkräfte abhängt, so ändert sich bei der Dreliung 
des Körpers auch die Lage des Schwerpunktes nicht. 
Der Schwerpunkt eines Körpers ist a)so 
ein ganz bestimmter unveränderlicher Punkt. 



Fortsetzung. 
Soll fäu Körper, auf welchen nur die Schwerkraft 
wirkt, in Ruhe sein, so muss sein Gewicht, d. h. die im 
Schwerpunkte angreifende Kraft G aufgehoben werden, 
nnd zwar entweder durch eine ebenso grosse vertikal Fig. 51. 

anfwäiis geriobteto Gegenkraft oder durch einen festen 
Punkt in der Richtung derKvaftC,d.h.in der durch den Schwerpunkt gehenden 
\ertika1en. Dieser feste Punkt oder der sog. UnterstUtenngsponkt U kann 3 ver- 
Kluedene Lagen haben, im Schwerpunkte 5 selbst, Über oder unter demselben. 

1. Fall. Fallen die beiden Punkte 1/ und S 
iDsammen (Fig. 54), so wird auch bei einer Drehung 
des Körpers nm den Punkt U die Kraft G stets 
dnrch V hindurch gehen, also aufgehoben werden, 
d. h. der Körper wird in jeder Lage in Ruhe sein. 
Diesen Ruhezustand nennt man indifferente n 
Knbezn stand. 

2. F a 1 1. Liegt U vertikal über S (Fig. 55), 
so geht die in S angreifende Kraft G anch durch ü, 
der Körper ist also in Ruhe. Denken wir uns nun 
denselben ans dieser Ruhelage etwas herans gedreht 
Inm U), 80 dass S in die Lage 5i kommt, alsdann 

f mit Si verbunden und G in die beiden Seiten- _ Fig. 55. 

kräfte StA = X, wirkend in der Richtung VSi, 

nnd fiiß — Y, senkrecht zu VSi wirkend, zerlegt, so wird, da die Kraft X 
durch den festen Punkt V aufgehoben wird, der Pnnkt Si, also auch der 
Körper durch die übrigbleibende Kraft F in die frühere Lage zui-flckge- 
dreht. Einen solchen Ruhezustand, wie den vorhin vorausgesetzten, 
bei welcbem der Körper, aus der Ruhelage hersusgebracht, von 
lelbst wieder in dieselbe zurQckkehrt, nennt man stabilen Ruhe- 
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zaetEDd. Ein Körper befindet sich also im atsbilen Rnhezn- 
oiaaAo, wenn sein Schwerpunkt vertikal unter dem Unter- 
stqtzungspQDkt liegt. 

3. Fall. Liegt Ü vei-tikal unter S (Flg 56), so wird die Kraft G, 
da sie durch U geht, anfgeboben, der Kfirper ist also in Rnbe. Wird der- 
selbe nun ans der Ruhelage (nm ü) heranagedreht, so daae S in die Lage 
Si konunt, dann, die Kraft G in die beiden Seitenkräfte SiA == X, wirkend 
in der Riohtong Siü, nnd Si» =. F, senkrecht zu Si (J wirkend, zerlegt, 
so wird X durch den festen Punkt V aufgehoben und Y dreht den Punkt 
^1 und den Körper nach B hin, also von 5, fort; der Körper kehrt also 
' ' nicht in seine frühere Ruhelage zurück, sondern 

gebt in eine neue über, welche, wie man leicht 
erkennt, die stabile ist Eine solche Ruhe- 
lage, bei welcher die geringste Ver- 
achiehnng eine Bewegung in eine neue 
Ruhelage zur Folge hat, nennt man la- 
bilen Ruhezustand. Ein Körper be- 
findet sich also im labilen Ruhezustände, 
wenn sein Schwerpunkt Aber dem Ünter- 
sttttzungspunkt liegt. 

Auf der Theorie des latnlen Ruhezustandes be- 
ruht das Balaneiren eines Körpers auf der Hand, 
einem Finger etc. Es kommt hierbei darauf an, den 
UuterstfitzuDgppuukt TJ stets rertilial unter dem 
Schwerpnukte zu erhalten. 
EinEörperUastsichomaoleichterbalancireD.je weitersein 
Schwerpunkt vom UnterstQtzungspnnkte entfernt ist, d. h. 
(Homogenität vorauageaetzt) je Ifinger et ist und je grösser sein Ge- 
wicht bei aonst gleichen TethältoisBen ist. 

Wird nämlich (Fig. Ö7) der Schwerponlct >S^ ans der 
.Vertikalen S(7 durch Dtehnng am (7 heraus- und in die 
Lage S gebracht, so hat man, nm den ESr^r in Bnhe 
zn Dringen, den Punkt U so weit za verschieben, A»m 
er wieder vertikal unter S liegt, d. h. Sü mass in die 
La« SUi, also um den Winkel USU^ =. SUS r= a 
gedreht werden. Wäre nnn S^ die nrsprSngliche Lage 
des Schwerpunkts und wBre 8, um einen gleioben Bogen 
S.S. = 8£ verschoben, so hätte man US, in die ver- 
tikale Lage £,(/,, also um den Winkel t72,Ü", = 
S,USi= a, zu drehen, um die Buhe dea E5rpers wieder 
herzustellen, Ist nun SU = r, Ä,f7=r„ ho haben wie 



SS=-^-. S,2. 



2Är,«, 



. also, da SS - - S,Si ist: ra = ri«, nnd u : n, = r, : r, 
d. h. die DrehnngB Winkel verhalten sieh umgekehrt wie die Höhen doT Sohwer- 

JQnkte Aber dem Unterst Qtzun gapunkte. Je höber also der Schwerpunkt, um einen 
esto kleinereu Winkel bat man den ünterstützungspunkt zu verschieheo, nm den 
Körper in Bube zu bringen, d, h. desto leichter balancirt der Körper. — DassBoch 
mit der Zunahme des Oewiobts das Batancireu leichter wird, folgt einfach daraus, 
dass damit auch der Widerutand dea Körpera ge^en jede Aenderung seiner Lage 
(d. h. eigentlich der vertikalen Richtung von SV) grösser wird. 

Das Feststehen der Körper. Wenn ein Körper anf einer 
(natürlich horizontaleii) ebenen Unterlage ruht, so Icann eine ganze Fläche 
(die Berflhningsfläohe) oder es können auch nur einige Punkte nntersüitzt 
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sein (DreiftiBS, llsch^ Stahle, Wagen ete). Soll ein KSrper fteetstehen, bo 
masa in jeä^ Falle sein Gewicht, ä, i. die Kraft G aufgehoben verden. 
Bei der FUckennnterBtfltsnng mnBS die durch den Schwerpunkt 
gebende Vertikale, in welcher ja die Kraft G- wirkt, die Unter- 
»tQtEOBgBfläehe achoeiden, da nur in diesem Falle G dnrch Mnen 
festen Punkt gehen kann. Sind jedoch nur eisige UntersttttznngB- 
ponkte vorbanden, bo musB die dnrob den Schwerpunkt gehende 
Vertikale durob einen Punkt innerhalb 
des PolygouB gehen, welohee man erhält 
darch geradlinige Verbindung derftuB- 
Bersten UnterBtatznngspnukte. Ist nSm- 
Ucb diese Bedingung erfüllt, bo kann man 
3 Ecken des PolygouB jedenfalU bo verbinden, 
dasB jener FuBsponkt der Vertikalen auch 
innerhalb des entstehenden Dreiecks liegt. Wir 
bnncbeD daher nur an8nnehmen,da8sdaB Unter- 
stötzangsp ol j g o n ein UnterstUtzangad t e i eck 
ist. Eb arä f' der FuBspunkt der Vertikalen 
innerhalb des Dreiecks ABC (Fig. &8), so denke 
man sich die Kraft G nach 17 verlegt nndinswei 
parallele (natflrlicb anch vertikal abwärts ge- 
richtete) Seitenkräfte X und K zerlegt, welche Fig. 58. 
resp. in J und D angreifen , wenn D der 

Durchschnittapnnkt von AU und BC ist. Wird dann K noch wieder in die 
beiden in B resp. C wirkenden Kräfte W und V zerlegt, so kann man statt 
G die 3 Kräfte X, r, ^^ setzen; dieselben werden, da sie durch die 3, wenigstens 
Dach unten hin, festen Paukte ABC geben, aufgehoben, somit anch G selbst. 
Liegt dagegen U ansBerbalb des Polygons, also auch ausserhalb des 
Dreiecks ABC (Fig. 59), so zerlege man G wieder in 'zwei parallele Seiten- 
iiäfte X und F, welche in A und B 
angreifen (wo D dieselbe Bedeutung hat 
wie in Fig. .58), dann kann, weil A und 
ß anf derselben Seite von U liegen, nur 
V vertikal abwärts , X mnaa dagegen 
vertikal aufwärts gerichtet sein; wird dann 
r wieder in die beiden abwärts gerich- 
teten, in C und B angreifenden Kräfte V 
und fV zerlegt, so lässt sich G ersetzen 
durch X, V, W; die beiden letzten Kräfte 
werden durch den Widerstand der Unter- 
lage aufgehoben, X dagegen bringt eine 
Bewegung des Punktes A vertikal nach 
oben, also eine Drebnng des Körpers um 
die Kante BC hervor, derselbe wird Fig. 59. 

daher umfallen. (Stehaufmännchen, falsche 
Würfel). 

Wir haben nun noch zu untersuchen, wovon die Festigkeit des Stebena, 
die sog. Standfestigkeit oder Stabilität der Körper abhängig iat. 
Soll ein Körper umgeworfen werden, so muss er um ^ue Kante (oder auch 
die VerbiDdnngslinie zweier UnteretOtzungspunkte) gedreht werden. Die 
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Kni% welche diese Drehung gerade uocli verhindert, vird sla M«abb der 

Stabilität gelten können. Es sei V (Fig. 60) die Di-ehungakante und von 

dem Schwerponkte S des Körpers Sü auf diese Kante senkrecht gezogen, 

so zerlegen wir das Gewicht G =^ SA \a die beiden Seitenkräftje SC = X, 

senkrecht zn SV, und SB in der Biohtnng von SV wirkend, dann ist X 

das ItlaasB der Stabilität; denn um S und damit auch den Körper nm U zv. 

drehen, müssen wir in S eine Kraft wirken lassen, welche ein Wenig grösser 

ist als ST>, wo SD = SC nnd direkt entgegensetzt SC ist. Die Kraft SB 

wird durch die f^te Drehungaaze V anjgehobe». Bezeichnen wir nun 

noch SE mit h (wo E der Dnrchschnittapnnkt tob Sä mit der Unterlage 

des Körpers ist) und VE mit e\ so folgt aus der 

Aehnliohkeit der Dreiedte SCA und VSE i 

SV -.SA = VE-.VS 



d. h. A' : C = ^ : 1/«» + A', 
1 X = ^^ = - — — ' 

Je grösser G und e uud je kleiner h ist, de«to 

grösser ist X. Die Entfernung e der Drehungskanle 

von der durch den Schwerpunkt gehenden Vertikalen 

ist aber im Allgemeinen um so grösser, je breiter die 

Basis des Köi-pers ist, daher haben wir das Gesetz: 

Die Stabilität eines Körpers ist um so grösser, je 
schwerer derselbe, je breiter seine Basis ist, und. je 
tiefer sein Schwerpunkt liegt 

Zusatz. Soll ein Körper durch eine horizontal in ge- 
gebener Höhe wirkende Stoss- oder Zugkraft umgekantet 
werden, so muss dieselbe um so 
grösser sein, je tiefer sie angreift, 
und je breiter die Basis des Kör- 
pers ist. 

Ist nämlich A der gegebene Angriffspunkt 
der, Zugkraft X (Pig. 61), G das Gewicht, an- 
gieifend in S, V die Drehungskant«, AO = h, 
VE ^ e, SO verlege man G nach dem Dnrch- 
schnittspnnkt« B von X mit G, so dass BC =^ 
[i-jg iji ist, nnd zerlege BC in die beiden Seitenkräfte Sf 

und BB nach den Richtungen BV und AB, dann 
wird BF durch V aufgehoben und die Kiaft BD, welche wir uns nach •' 
hin verlegt denken können, ist durch X zn überwinden. Da nun 
A BCD .^ A VßE 
SO ist BD:BC^= VE:BE,~ 
also anch X:G ^ eih, 



Je grösser G und e, nnd je kleiner h, desto grösser muss .¥.b«d. 
Bei einem und demselben Körper verhalten sich die an- 
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Enwendendeti Kräfte umgekehrt wie die Höhen, in denen 
dieselben angreifen. — 

Am SchlüBse der Anwendungen der Theorie des Schwerpunkts mögen 
noch die beiden folgenden Sätze bewiesen werden. 

1. Sind zwei Körper in festerVerbindung mit einander, 
Bo liegt derScbwerpunkt der ganzen Haä se dem schwereren 
Körper n&her als dem leichteren. 

Sind Dämlich 5 und * die Schwerpunkte der beiden Körper (Fig 62), 
G und ff ihre Gewichte, S der Schwerpunkt der ganzen Masse, so ist 
nach § 7 

SSiXs = ?:(■', 
>1bo S2 < Jitf wenn g < G angenommen wird. 

2. Wenn eine (materiell gedachte]) 
Linie oder ebene Figur aus mehreren 
Tieilen besteht, so ist das Froduct 
ins der Länge der ganzen Linie, resp. 
dem Flächeninhalt derganzenFigur in 
den Abatand des Schwerpunktes der- 
selben TOD einer Geraden in derselben 

Ebene gleich der algehraiscLen Summe ^a. 62. 

derProdndte ans jenen Theilen in die 

Abstände ihrer Schwerpunkte von der Geraden. Die 
algebraische Summe ist eine wirkliche Summe oder 
eine Differenz, jenachdem die Schwerpunkte der Theile 
auf derselben Seite der Geraden liegen oder auf beiden 
Seiten derselben. Im letzteren 
Falle ist die algebraische 
Summe dieDifferenz zwischen 
-äeTSamme derProducte, welche 
sich auf der einen Seite der 
GeradeD ergeben, und der 
Summe der Producte auf der 
andern Seite der Geraden. 

Es seien Si Si S» . . . . S„ die 
Schwerpunkte der Theile einer Fläche, 

C\GiGi Gn die Gewichte derselben, 

welche wir uns in den Schwerpunkten 

angreifend za denken haben, endlich Pig gg, 

etil es e„ die Abstände der Schwer- 
punkte von der Geraden L, so ist offenbar das Gewicht C der ganzen 
Fläche die Resultirende der Kräfte Gi Gj . . . . G„ ond der Schwerpunkt S 
der Fläche der Angriffspunkt dieser Resnlürenden. 

A. Liegen nun die Schwerpunkte der Theile sämmtlich auf dereelben 
Seite von L (Fig. 63), so gehen wir aus von zwei Kräften, etwa Ci und Gt. 
ht X der Angrifftpnnkt der Resuitii-euden Rx von Gi und G», ferner £i der 
Alwtand des Punktes S von i, so ist, wenn durch Sg eine Parallele zn L 
gezogen wird bis zum Durchschnitt mit e\ la A und mit Ei \a B: 
SiX-.StSi = SB:SiA 

= El — «s :ifi — ^. 



Da aber nach g 7 

SiS:SiSi = Gi-.Gi -\- Ga =Gi:Äi, 
flo folgt Gj-.Ri^Ei — etiei — gg 

folglich Giei — Giet = RiSi — ßiet, 
also Giei -|- (Äi — Gl) ^2 = RiEi 
oder Ci^ 4- Gaes = RiEi. 
Kombinireu wir nun Ri mit G3 und bezeichnen die Resultirende beider 
Kräfte mit Rt, den Abstand ihres Angrifiäpnottes von L mit Ei, so ist 
offenbar 

Äi^i + Gses = RiEt 

d. h. Gi«i -f Giet -|- G»^ = ÄjiTi. 
Scbliessen wir in derselben Weise weiter, so erhalten wir, wenn wir 
zur letzten Resultirenden G mit dem Abstände E ihres AngrifiäpnnkteB S 
Yon L gelangt Bind: 

Giei + Gaes + G„e„ = GE. 

Ist nnn die ganze Fläche homogen, d. h. dnrcb- 
weg von demselben specifischen Gewicht 0, so ist, 
wenn ViV^Va . . . . V„ und V die Flächeninhilte 
der Theile resp. der ganzen Fläche bezeichneii, 
Gl ^ oV\, Gl ^= oVi etc., also nach SubstitntioD 
in die obige Gleichung nnd Divisioa dnreh 
Vi^i + rsea + . . + V„ *•„ = VE. 
B. Liegen die Schwerpunkte der Theile auf 
beiden Seiten von L, so würde auf der änen 
Seite 



Giei + Gaea + . . . + G„e„ = R'E', 



Fig. 64. 
auf der andern Seite 

rill + Aes + + r„ e„ = R"E" 

aein, wenn R' und R" die Resnltiienden der Kräfte GiGa . . . G„ resp. der 
Kräfte AA . . . Pm, ferner E" und E" die Abstände ihrer Angri^punkte 
M resp. J¥ von L bezeichnen. Der Angriffspunkt der Resultirenden von 
R" und R", welche nur das Gewicht G der ganzen Fläche seiu kann, ist S, 
gelegen auf MN (Fig. 64). Ist nnn der Durchschnittspunkt von M^ 
und £, so ist wegen der Aehnlichkeit der betr. Dreiecke: 

MS-.SO ~ E" — E:E 
SO:SN = E:E -\- E" 



folgUch MS-.Sfl = E' — E:E-\- E". 
Da aber MS:SN = R":Rf, 

ao folgt R'':K = e — E: E-\- E" 
und hieraus R" -{• Rf i R = £> -\- E" : E -\- E" 
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oder Q: R.= Ef -{- £'':£-]- E** 

also QE -f. G^E"* = Bf^ J^ Rf 

und QE = BfEf — {G — R) E*" 
^ REf — R*'E*\ 

woraus nach Substitiition der Werthe Von B!E^ und ii"E** 

GE = Cia+ ^2^8 + . . + C^H ^1 — (Aei + r%t% + . * . Aifm), 
und nach Di'^ision dieser Gleichung durch 6 
VE= Viei 4- V2e2 + . . + V^e^ — [Wisi + ^2^2 +•".-+ ^«e«) 

folgt, wenn Wi W^ eta die den Gewichten A A . . eotsprechenden Flächen- 
inhalte bezeichnen. 

Anmerkung. Dass für eine materielle Linie dasselbe Raisonnement 
Igelten mnss^ ist ohne Weiteres klar. 

Zusatz. Ist E ^= Qj d. h. liegt der Schwerpunkt S der ganzen 
Ffaciie anf Z^ so ist 

G\ex + C^2 ^2 -f- . . . -|- ^n en = Aei + Af2 -f- . .' . -|^ Fmfm, 

und Ti^ -]- r2€?a -}-•• + ^w^n = ^1 fi + ^2^2 + • • • + ^mfm 

und umgekehrt: Ist diese Bedingung erfüllt, so liegt der Schwi^rpunkt auf 

der Linie lu 

Folgerung. Bei dem Beweise unseres Satzes kam es nicht darauf an, wie 
gross Sie Theile der Fläche sind, auch nicht darauf, welche Neigung die Richtungen 
der lOafte G gegen die Fläche haben, sondern nur darauf, dass die Kräfte parallel 
nud nach dersell^n Seite gerichtet sind. 

Wäre also ein Körper um eine durch seinen Schwerpunkt gehende Axe drehbar, 
und denken wir uns irgend eine Ebene durch diese Axe gelegt und alle auf die 
Bioleküle ¥nrkenden elementaren Schwerkräfte nach den Durchschnittspunktra Uiit 
dieser Ebene verlegt, so würde, wenn die Kräfte auf der einen Seite der Drehungs- 
axe mit G^G^ etc., auf der andern Seite mit F^ F^ , . ., die Abstände der neuen 
Angrifi&pankte von der Axe mit e^e^ etc., resp. e^ f 3 . . . bezeichnet werden, 4ie 
Beziehung gelten 

oder, wenn wir die € wegen der entgegengesetzten Lage negativ nehmen und durch 
~" ^1 — 372 • • • • ersetzen : 

Giei + G^e^ + . . . + r,«! + Pj^a + . . . = 
oder S <?l = 0, 

wo J^Ge nur eine abgekürzte Bezeichnung für die Summe aller Producte ist. 

Wären die Kräfte senkrecht zu der Ebene, also auch zur Axe, so wären die Pro? 
ducte GfCi etc. die statischen Momente der Kräfte in Bezug auf die Axe. Wir 
haben also den Satz: 

Die algebraische Summe der statische n Momente derSchwer- 
kräfte, welche auf die Moleküle wirken, in Bezug auf eine darauf 
senkrechte durch den Schwerpunkt gehende Axe ist gleich Null. 

§ 23. 
Bestimmung des Schwerpunkts auf geometrischem Wege. 

1. Der Schwerpunkt einer homogenen geraden Linie (welche wir 
uns ans lauter materiellen Punkten bestehend denken) liegt in der Mitte 

! derselben. 

j Beweis. Der Schwerpunkt je zweier gleich weit vom Mittelpunkte 

abstehenden Punkte der Geraden ist nach der Theorie der parallelen Kräfte, 



der Mttelpnnkt selbst, also ist auch der Schwerpunkt aller materiellen 
Punkte der Mittelpunkt, da auf beiden Seiten desselben gleich viel materielle 
Punkte liegen. 

2. Der Schwerpunkt eines Dreiecks ist der Durclj- 
Bchnittspnnkt der 3 Hittellinien} derselbe theilt jede 
Mittellinie im Verhältnisse 2:1. 

Beweis. Denkt man sich das Dreieck ABC (Fig. 65) als Aggregat 
von materiellen Linien, welche der Seite AB parallel laufen, so liegen die 
Schwerpunkte aller dieser Parallelen in den Mitten derselben, d. h. auf der 
Mittellinie CD, daher liegt auch der Schwerpunkt des ganzen Dreiecks auf 
CJ>, Da dasselbe Baiaonnement für jede andere Mittel- 
linie des Dreiecks auch gilt, so kann der Schwerpunkt 
nnr der Durotischnittspnnkt der Mittellinien sein. Die 
zweite Eigenschaft des Schwerpunktes ist aus der Geo- 
metrie bekannt. 

3. Der Schwerpunkt des Umfange» 

eines Dreiecks ist der Mittelpunkt des in 

Fig. 65. dasje'nige Dreieck beschriebenen KreiscB, 

welches man durch Verbindung derHai- 

birungspunhlte der Seiten erhält. 

Beweis. Die Schwerpunkte der 3 Seiten AB, BC, AC {Fig. 66) aind 
resp. die Hatbirnngspunkte I>, E, F; in diesen Punkten greifen also dk 
Gewichte der 3 Seiten an, welche sich jedoch wie die L9ngen der Seiten 
verhalten. Cm zu dem Angrifispunkte der Resultirenden dieser 3 Kiifte 
zu kommen, kombiniren wir zuerst zwei mit einander, etwa die in F und £ 
angreifenden. Die Resultirende beider Ertfle 
greife in K an, dann ist 

FK-.KE = CB-.AV 
= EB:AF 
= FD : I>E. 

Verbindet man JC mit D, so ist biernaclL 

XI> die Halbirungslinie des Winkels FDE, Aof 

A'i>muss nun dar gesuchte Schwerpunkt liegen, 

da er der Angriffspunkt der Reaultireuden der 

beiden in A' und B angi-eifenden Kräfte ist. 

Fig. 66. Hätten wir die Punkte F und D kombiuirt, so 

hätte sich auf dieselbe Weise ergeben, daas 

der Schwerpunkt S auf der Ealbirungslinie EL des Winkels FEB liegen 

mnss, also kann es nur der DnrchBehnittspunkt beider Halbirangslinien, 

d. ti. der Mittelpunkt des in das A DEF beschriebenen Kreises sun. 

4. Der Schwerpunkt e.ines belieb! g.en Polygons wird 
gefunden, indem man dasselbe durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, in den 
Schwerpunkten dieser Dreiecke sich die Geirichte derselben angreifend denkt 
und die Resultirende dieser Gewichte nach der Theorie der parallel und 
gleich gerichteten Kräfte sucht. Der Angriffspunkt derselben ist der ge- 
suchte Schwerpunkt. Da es hierbei nur auf das Verhältniss der Gevichte 
ankommt, so kann man dafDr das Verhältniss der Flächeninhalte derDraecke 
setzen (Homogenität des Polygons vorausgesetzt). Sind 2. B. S Si Si die 
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Schwerpunkte der Diagoosldreieoke ABE, resp. EB1>, resp. BCD (Fig. 67), 

90 verbinde man S mit Si, theile SSi in ^ so, dns 
S2:2S, = A EBD-.A ABE, 

üehe ^Sa und theile SSi in Sg so, dasB 

SSt : Sg«» = A BCD-.A ABE -\- A ßA'^', 

dann ist Sg der geenchte Schwerpunkt der Figur ABVDE. 

Legt man den am Ende von § 22 bewiesenen zweiten Satz zu Grunde, 

80 kann man den Schwerpunkt durch Rechnung sehr leicht finden. Es Bei 

du n-Eck durch Diagonalen in Dreiecke zer- 
leg und dann in der Ebene des Polygons 

eine beliebige Gerade £ gezogen. Die Ab- 
stände der auf der einen Seite von L liegen- 
den Schwerpunkte der Dreiecke Fi V^V^.,. 
roii der Geraden L seien ti e^ «^ . . ., die 

ibstünde der anf der andern Seite von . L 

liegenden Schwerpunkte der Dreiecke Wi 

Wi W, . . . von L seien fi £» (3 . . , femer 

f"= F, -|- Fs + r3+ . . -f- »T, 4- »'s + » j - [- . . . 

der Inhalt deß n-Eeks, E der Abstand des ge- t'ig- «I- 

snchten ächverpnnktes von L, so ist 

VE = Ftri + Fscs + F,«3 + . . . — ;W,£, + fV,£i + IV^Ss -j- .. .), 
aleo 

E= ^'^' + ^»^ 4-_^Jl3 + • ■ — l^na + JT^e» + ff^ata + • . ■) 
F, + Fs -f r; + . . . + W, 4- »'s -L Wg -I- . . . 

Bod £: liegt natürlich von L aus auf der Seite der grösseren Producten- 
summe. Durch £ ist ein geometrischer Ort für den Schwerpunkt S des 
n-Ecks, durch einen in gleicher Weise zu bestimmenden Abstand E' dieses 
f*nnktes S von einer andern Linie*) L' der zweite geometrische Ort ge- 
geben, dadurch also S selbst. 

5. Der Schwerpunkt eines Parallel trapezes liegt auf 
der Verbindnngslinie der Mitten der beiden parallelen 

Seiten im Abstände -^7~~i — i;-^f n der grössere n derselben, 

wenu a und b die grössere, reep. die kleinere parallele 
Seite, h den Abstand beider bezeichnet 

Beweis. Denkt man sich das Trapez als A^regat von materiellen 
Linien (oder was dasselbe, ans unendlich schmalen Streifen bestehend), 
welche den parallelen Seiten parallel laufen, so liegen die Schwerpunkte 
derselben in ihren Mitten, also auch auf der Verbindungslinie der Mitten 
der beiden parallelen Seiten, weil diese Verbindungslinie; alle Parallelen 
halbirt; daher liegt auch der Schwerpunkt dieser Schwerpunkte, d. i. der 
Schwerpunkt des Trapezes anf dieser Verbindungslinie. 



Ist in dem Trapeze ABCD {Vi%. 68) der Pnnkt E der DnrchBchnitte- 
pnnkt der nicht parallelen 6eiten AD ttnd BC, femer AF = FB, ao hslbirt 
EF auch DC in A; da 

I>E:I^C= AF-.FB = 1:1 
tat. Der Schwerpunkt S des Trapezes liegt also auf KF. 

Ist nun Si der Schwerpunkt des Dreiecks AEB und St derjenige von 
A DEC, Bo greifen in S Si Sj die Gewichte der 3 Figuren ABCD, reap. 
AEB und i)£C an, und diese 3 Erftfte wirken alle parallel und nach der- 
selben Seite. Da nun 

A AEB = D ABCD + A DCE 
ist, BO kann die in Si "wirkende Kraft ala Resultireude der beiden andern 
angesehen werden, woraus folgt, dass Si, zwischen S und St liegen muas. 

VEC:U ABCD . . . . I) 

Um nun den Abstand SP = x des 
Punktes S von AB zn bestimmen, ziehen 
vitEL i. AB,hmaTSiO \\ SiN \\ SM\\ AB, 
dann ist 

SSi:SiSs « «N:NO, also nach I 
MN: NO = A DEC: D ABCD 

= ft.EÖ;(a + 6)A( wo EQ\.lfC) 
^.\i.NL—x:]aE—EO=h.EQ:[a-\-b-\h..Yl) 
Da wxaEQ-.El = 6:o, 
also EQ\QL = b:a — b, 

so folgt EQ = -^ .... III) 
Pig. 68. 6 *^ a _ i 

Ferner ist EO = \EQ, da ESt — ^£j^ ist, folglich nach lU 

« = äil?^) ■■■-) 

und JVi = J A-fi = -J^ -^ . . . . VI, 
folglich nach Substitution von III, IV, V, VI in II 

biet... t ''''/1+ '" -:.>(■ + t)-t*]^ 

iu.ox-. °'"+* '~^^' . «' +»i'- i>'-i>' („-txM-t)+t:— ») . 

3 (" + ») 
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6. Der Schwerpunkt eines PKrallelogramma iti der Dnrch- 
gchnittspnnkt der beiden Mittellinien oder, vaa dsBselbe ist, 
der baiden Diagonalen. 

Fust man das Parallelogramm als Trapes auf, eo liegt der Schwer- 
pnnkt anf jeder lOttellinie, also im Durchsehnittspnnkt beider. 

7. Der Schwerpunkt eines Kreiees liegt aof jedem Dnrchmesser, weil 
derselbe alle Sehnen halbirt, anf denen er senkrecht steht. Der Schwer- 
pnnkt der Kreisfläche ist also der Mittelpunkt. 

8. Der Schwerpunkt der Kreisperlpherie ist ebenfalls der 
Mittelpunkt, da der Schwerpunkt der Endpankte jedes Durchmessen 
der Mittelpunkt des Ereieea ist. 

9. Der Schwerpunkt einer Pyramide liegt auf der Ver- 
bindungslinie der Spitze mit dem Schwerpunkte der Grnnd- 
f^che und ist der Punkt, welcher diese Verbindunglinie von 
det Grundfläche nach der Spitze hin im VerhältnisB 1:3 theilt. 

Beweis. Die Pyramide sei zanBchst eine dreiseitige mit der Grund- 
fläche ABC und der Spitze B. Wenn 
iFig. 69) AE=^EC und EF ^ \ FB, 
so ist F der Schwerpunkt der Grund- 
fllche. E>enken wir uns die Pyi'amide 
alB Aggregat von zu der Grundfläche 
paiallelen materiellen Dnrchscbnittsfi- 
ITuren (oder, was anf dasselbe hinaus- 
kommt aoe unendlich dünnen der Gründ- 
liche parallelen Scheiben bestehend), 
BD liegen die Schwerpunkte derselben 
tinuDtlicb anf DF. Ist z. B. Mm ein 
Bolcher Durchschnitt, P der Durchschnitt 
mit BF, dann muss. wenn NPQ bis zum pj~ ^ 

Darchschnitt mit MO gezogeu, ferner D 

mit Q und Q mit E verbunden wird, DQE eine Gerade sein, da DQ und QE 
glücbzeitJg in der Ebene ABC und iu der Ebene DBF liegen; ferner ist, 
weil öiVH BE ist: 

QP:P'n = EF-.FB 
== 1:2 
und MQ:QO = AE:EC= 1:1, 

also ist P der Schwerpunkt von MNO. 

Der Schwerpunkt aller auf DF gelegenen Schwerpunkte, d. b. der 
Schwerpunkt der Pyramide liegt also auch auf DF. 

Hätten wir A ACD als Grundfläche, B als Spitze der Pyramide auf- 
ge&BSt, so wUrde in derselben Weise sich ergeben haben, dass der Schwer- 
punkt der Pyramide auf BK liegen muss, wo K der Schwerpunkt des Dreiecks 
ACD ist; der gesuchte Schwerpunkt S ist daher der Dnichschnittspunkt 
von DF und BK, den es immer g«ben muss, weil DF und BK in derselben 
lAten^iBBE) liegen. Ziehen wir Fi", so ist, weil EK:KD = EF:FB = \:'i 
ist, FK\ BD, folglich KF-.DB = FSiSD. 
Da abe r KF:DB = EF-.EB 
so folgt FS -.SD = EF:EB 
= 1;3. 
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Ist die Pyramide eine mehrseitige, so theile man dieselbe durch Diago- 
nalebenen in dreiseitige Pyramiden und bestimme die Schwerpunkte der- 
selben. Diese Schwerpunkte liegen offenbar sämmtlich in einer Ebene, welche 
der Grundf äche parallel ist und in einer Entfernung von der Orundfläche 
gleich i der Höhe liegt Daher liegt auch der Schwerpunkt dieser Schwer- 
punkte, d. h. der Schwerpunkt der ganzen Pyramide in dieser Ebene. Nun 
liegt der Schwerpunkt der Pyramide, wie eine der obigen ganz analoge 
Betrachtung zeigt, auch in der Verbindungslinie der Spitze mit dem Schwer- 
punkte der Grundfläche, der gesuchte Schwerpunkt ist also der Durchschnitta- 
punkt dieser Verbindungslinie und jener parallelen Durchschnittsfigur, welche 
die Verbindungslinie in dem Verhältniss 1 : 3 theilt. 

Anmerkung. Da jedes Polyeder sich durch Diagonalebenen in 
Pyramiden theilen lässt , so kann man nun auch den Schwerpunkt jedes 
Polyeders finden. 

10. Der Schwerpunkt eines Kegels liegt auf der Axe 
und theilt dieselbe (von der Gr.undfläche nach der Spitze 
hin) im Verhältnisse 1:3. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Auffassung des Kegels als 
Pyramide. 

11., Der Schwerpunkt eines Prisma's liegt in der Mitte 
der Verbindungslinie der Schwerpunkte der Grund- 
flächen. 

Beweis. Fasst man das Prisma als Aggregat von (materiellen) Doreh- 
Schnittsfiguren auf, welche den Grundflächen parallel laufen, so liegen die 
Schwerpunkte derselben offenbar sämmtlich auf der Verbindungslinie der 
Schwerpunkte der mit den Durchschnittsfiguren kongruenten Grundflächen; 
in jedem Punkte dieser Verbindungslinie greift das Gewicht einer Dorch- 
schnittsfigur an, der Angi'iffspunkt der Resultirenden aller dieser gleichen 
Kräfte, d. i. der gesuchte Schwerpunkt liegt daher in der Mitte jener Ver- 
bindungslinie. 

12. Der Schwerpunkt eines Oylinders ist der Mittel- 
punkt der Axe. 

13. Der Schwerpunkt einerKugel und der Kugelober- 
fläche ist der Mittelpunkt der Kugel. 

Beweis. Die Schwerpunkte aller parallelen Kugelkreise, sowie ihrer 
Umfange, aus denen man sich die Kugel, resp. ihre Oberfläche bestehend 
denken kann, liegen auf der Axe dieser Parallelkreise ; daher liegt auch 
der Schwerpunkt der Kugel und der Oberfläche auf dieser Axe. Da dasselbe 
natürlich für jede Schaar von Parallelkreisen gilt, so ist der Schwerpunkt 
der Durchschnittspunkt aller Axen von Parallelkreisen, d. h. der Mittelpunkt 
der Kugel. (Vgl. § 28, Aufgabe 10, 11 und 12). 

* § 24. 

Die Wage. 
I. Die Schnellwage mit verschiebbaremUnterstützungspunkt*). 

Das Princip dieser Schnellwage besteht darin, dass man mit dem 
eigenen Gewichte der Wage wägt 

*) In Mecklenburg Desemer genannt. 
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An dem änen Ende A (Fig. 70) einer Stange befindet sieh ein Haken 
oder eine WagBohale inr Aufnahme der Last, an dem andern Ende eine 
schwere Engel. Der Schwerpunkt der ganzen Wage, deesen Lage zuerst 
beBtimmt werden mnaa (gewöhnlich empirisch), liege in S. Wäre S unter- 
Btatzt, eo wttrde daB in S angreifende Gewicht der Wage, d. L die Kraft ü, 
aufgehoben, und die Wage wäre in Ruhe. Da bei dieser Att der Unter- 
stifitznng noch keine Last iu A hängt, so ist der Punkt S mit Null bezeichnet. 
Die Strecke AS, wdche wir mit l bezeichnen wollen, ist mit einer Theilnng 
venehen, welche sich auf folgende Weise ergibt Der zu wagende Körper 
habe das Gewicht P, und es sei der Punkt ü zu unterstützen, damit die 
Wage in Ruhe ist, dann iat nach der Theorie des matbemstiBcben Hebels*) 
P.AU = G.VS 

= G.a7, wenn US = x gesetzt wird, 
oder P {t— x) = 0.x, 
woraus 



eich ergibt. Nach dieser Formel lässt üch die Skala berechnen. Hbd setzt 

flir t nnd G die Werthe ein und für P 

der Reihe nach 1, 2, 3 Kg., (oder wenn 

dieQenan)gkeit|Kg. betragen soll, ^Kg., 

1 Kg., 1^ Kg. et«.), berechnet die znge- 

biJrigren Werthe von x, trägt dieselben 

von S ans auf SA ab und bezeichnet die 

erhaltenen Endpunkte der Reihe nach mit 

1 Kg., 2 Kg. etc. Wäre z. B. l =• 50 Cra., 

G = 10 Kg,, so Trtlre 

50.1 

^•=1+10^ 

50.2 „, ^ 

'^*=2+10 = «*^'°- 

"« = 3^1^ ^ "^ ^'°- '*"• 
Man hätte also, wenn P=l, 2, 3... Kg. wäre, Punkte zu unterstützen, 
welche resp. 4-iV Cm., 8^ Cm., ll^V Cm. von S entfernt sind; aber auch 
umgekehrt, wenn man diese in den genannten Abständen von 6' gelegenen 
Punkte nnterstfitzt, so ist P = 1, 2, 3 . . . Kg. Daher steht auf der Skala 
an diesen Punkten auch nicht resp. i-^, 8^ etc., sondern 1, 2 . . . Eg., 
well Bonet jedesmal die Berechnung von P aus diesen Abständen erforderlich 
wäre. 

Gibt man der obigen Fonnel für x, indem man Zahler und Neuner 
durch P dividirt, die Form 



i + ; 



so folgt, dass X um ao grösser ist, d. h. dass man den UnterBtfltKangBpunkt 
U dem Paukte ^ nm bo mehr Dähern muse, je grösser P ist. D& aber 

stets 1 -|- — > 1 bleibt, so ist aucti stets x < l, man kann also mitteUt 

der Schnellwage das Gewicbt von Last^ii bis zu jeder beliebi^D Höbe be- 
stimmen (vorausgesetzt dass der Wagebalken nicht bricht). 

Was nun die Skala betrifft, so sind die Entfernungen der einzelaeD 
Theilpnnkte nicht etwa einander gleich, aonderD sie werden von S 
nach A hin immer kleiner. Sind nämlich n und " -|- 1 swei anfeinander- 
folgende Werthe von P, u:„ und x„ ^ ^ die entapreclienden Werthe von t, 
80 ist der Abstand der beiden zugehörigen Theilpunkte 

_ -_ '("+!) _ fa IG 

x„ + i ^^ — „_|_ I _|_ g „ _|_ G ™ (n + G) (n + 1 + et 

Je grösser n, d. h. je weiter die Theilpubkte von S entfernt sind, desto 
kleiner ist x„ ^ i — x„ , d. h. desto näher liegen diese jTheilpunkte an 
einander. 

§ 25. 
ische Schnellwage, 
an Gewicht verschiebbar ist, hat an dem 
a Ende einen Haken zum Anhängen der 
tagenden l^ast nnd ist mit einer TheilnDg 
eben. Der Aufhängepunkt des Wagebslkens 
sin fester Ppukt, entweder der Schwer- 
st selbst, wenn nur leichte Lasten gewogen 
len sollen, oder ein Punkt zwischen Schwer- 
rt nnd Haken, wenn die Wage für schwerere 
ka bestimmt ist. 
pi ,ji 1, Fällt der Schwerpunkt S mit dem Auf- 

hängepnnkt ü zusammen , und ist P der zu 
wägende Körper , A der Punkt , in welchem derselbe anfgehSngt isi 
(Fig. 71), L die Grösse des Laufgewichts, welches sich in B befinde» 
mag, so muss, da das Gewicht der Wage durch V aufgehoben wird, fUr den 
Fall der Ruhe der Wage 

■l.BS= P. SA, 

also />= ^-'sj 

sein. Ans der bekannten Grösse des Laufgewichts L, der gegebenen Strecke 
SA nnd der gemessenen Strecke BS lässt sich das Gewicht P des zu wägende» 
Etirpers mittelst dieser Formel berechnen. SA und SB sind daher mit einer 
von S ausgehenden Theilung, etwa in Centimeter, versehen, so dass man 
die Grösse dieser Strecken sofort ablesen kann. Wäre z. B. 1 = 1 Kg.| 
SA = 10 Cm., so wäre 

P = A^S- 
Für BS = 10 Cm., 20 Cm. etc. wSre dann P = 1, 2 Kg. etc. Dtr 
Länge SS =- 1 Cm. würde eine Last P = -^ Kg., der Länge BS = x Ca. 
eine Last P = -^ Kg. entsprechen. 
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2. Lie^ der AnfliaDgepnnkt V zwiechen äem Scbwerpniikt S und 
dem Haken A, ao wird sieht nnr mit dem Lanfgeviebt L, sondern auch mit 
dem Gesellte G der Wage, welohea in S angreift, gewogen. Hat der zu 
wagende Körper das Gewicht P, so ist, wenn das Laufgewicht so weit ver- 
gehoben ist, dase die Wage in Rnhe ist (Fig 72): 
P.AU = G.SÜ -\- L.SV, 

Der kleinste Werth, welchen BV haben kann, ist Null, wenn nämliclt 
das Laufgewicht unmittelbar an U liegt, dann hat aber anch P sänen 

kleinsten Werth, nämlich p = G. —^ Ein noch kleineres Gewicht P würde 

miD mittelst dieser Wage nicht bestimmen kSnnen. Wäre x.B.G = b Kg., 
üA^ 10 CnL, Sü ^5 Cm., so wSre das kleinste mit der Wage zu be- 
stünmende Gewicht P = 2,5 Eg. 

Rechnen wir BU ans der obigen Fonnel aus, so folgt 

Bij-[p- ».^). q- _ ^-"'-°-''''' . 

Denken wir ans nnn wieder für P der Reihe nach 1, 2, 3 . . . nKg. 
gesetzt snd die entsprechenden Werthe von BV 
berechnet, ao erhalten wir dnrob Auftragen 
dieser Werthe auf VB von V aus die Skala. 
An die Tbeilpnnkte werden am Einfachsten 
die entsprechenden Werthe von P geschrieben. 
DasB die Entfernungen der Theilpnnkte ancb 
in diesem Falle einander gleich sind, ergibt 
sich auf folgende Weise; 

Für P = n und ft=n+l Küogr. 
eriialten wir, wenn die entsprechenden Werthe p^„ 72. 

von BV mit x„ und x„^i bezeichnet werden, 
als Abstand der beiden zugehörigen Theilpunkte 

_ {n -\- 1) .AV — G.SU n.AO — G.SÜ 
J^n + 1 — ^H - Z - l 

_ AV 

~ z' 
d. i. eine von n unabhängige, also eine konstante Grösse. 

§ 26. 
IlL Die chemische Wage. 
IHe chemische Wage, welche das genaueste Instrument zur Ver^eichung 
der Gewichte zweier Körper ist, besteht ans einem gewöhnlich durch- 
brochenen Wagebalken, an dessen Enden mittelst zweier Schneiden Wag- 
achalen angeh&ngt sind, welche zur Aufnahme des zu wägenden Körpers 
und der Gewichte dienen. Der Wagebalken ruht mittelst einer anf der 
Läogsrichtnng desselben senkrechten Schneide auf einer stählernen Pfanne 
und wird, wenn die Wage nicht gebraucht wird, von derselben dnrcb eine 
Arretirnng abgehoben, damit durch den fortwährenden Druck auf die Pfanne 



die SchDeide eich nicht abetninpft. Eine unter der Schneide am Wagebalken 
befindliche, zur VerbindungaUnie der Aufhängepunkte der Wagschalen senk- 
rechte BOgenannte Zunge bewegt sich vor einem getheilten Gradbogen, auf 
welchem die Grösse der Drehung der Zunge und dee damit verbundenen 
Wagebalkena abgelesen wird. Zur Verrttckung des Schwei-pnnktes ist end- 
lich über oder auch unter dem Wagebalken eine Schraube angebracht, 
welche höher oder tiefer geschraubt werden kann. 

Bei einer guten Wage muss die Verbindungslinie der Aufhängepunkte 
der WagBchalen bei gleicher Belastung der Wagschalen horizontal, die Zunge 
also vertikal stehen, und wenn wirklich eine 
Veränderung dieser Lage durch Drehnng des ' 
Balkens eintritt, so muss dei'selbe von selbst 
wieder in die vorige Lage zurflckkehren, die Wage 
muBS also im stabilen Ruhezustande s^n. Hierzu 
ist aber erforderlich, daae 

1) der Schwerpunkt des Wagebalken» 
vertikal unter dem UnteratUtzungspunkt 
(der Schneide) liegt und die Verbindungs- 
linie beider Punkte auf der Verbiudungs- 
Pig. 73. linie der Anfhängepunkte der Schalen 

senkrecht ist, 

ipunkt genau in gleichen Abständen 
n der Schalen liegt, so das» also die 
IkeuB, die sog. Hebelarme, einandei 

te der Schalen und der UnteratUtzungspunkt 
1 in einer Geraden; wir wollen daher aucli 
untersuchen. Sind die Schalen in A und B 
rig. 73) aufgehängt, befindet sich die Schneide 
i V, der Schwerpunkt des W&gebalkens in A', 
> ist der letztere nur dann im stabilen Buhe- 
latande, wenn £ vertikal nnter V liegt, und 
Unit AB horizontal liegt, muss die Vertikale 
V _L AB aein. Wirken in A und B gleiche 
;räfte P (die Gewichte der Wagschalen), m 
ann 'ihre Resuttirende nur dann beständig - 
arch V gehen, wenn P.AV^P. BV, d. h. 
enn AV = ÜB ist 

Anmerkung. Wir werden weiter unten 
Fig, 74. zwei Methoden kennen lernen, nach welchen 

man selbst bei ungleichen Hebelarmen doch 
das Gewicht eines Körpers richtig bestimmen kann. 
Empfindlichkeit der Wage. 

Wird die eine etwa in B hängende Wagschale durch ein Uebergewicbt 
p starker belastet als die andere, so rückt der Angrifi'apnnkt der Besnl- 
tirenden der beiden in A und B angreifenden Kräfte P resp. p -|- fi von '' 
fort, nach B hin. Heisst dieser neue Angriffspunkt C, so iat (Fig. 7^) 

AC-.BC ^ P^p:P 1) 

und in 6'' greift die Kraft 2 i*-|-p an. Um nun die Reaultirende aller 
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3 Krifte P, P-^p aaä G xa erhalten, ziehen wir SC uafl theilen SC in 
£ so, dass 

SÄ':ir — af-f-/.:'« 2} 

iuin greift in S die Resultirende R jeuer 3 EHLfte an; dieBelbe «-irkt na- 
türlich aucb vertikal abwärts, wird aber, da sie durcli iceinen feBten Pnnkt 
gebt, nicht anfgehoben. Der Wagebalken kann daher nicht mehr in Ruhe 
bleiben, sondern muaa sich ao lange drehen {ÜB abwärts, AU anfwarta), 
bis der Punkt 2 vertikal unter U zu liegen kommt, weil erst dann jene 
ßesnltirende R der 3 Kräfte durch den festen Punkt V gebt Daas bei 
dieser Drehung die gegeneeitige Lage der Punkte V, C, S, 2 nicht geSndei-t 
vird, folgt einfach daraus, dass dabei die Kräfte parallel (vertikal) bleiben 
und auch ihre Grösse nicht ändern. 

Der Winkel, nm welchen bei gegebenem Uebergewicht p 
dei Wagebalken oder auch die Zunge sich dreht, bis sie wieder 
ia Bnhe kommt, heisst AuBBchtagswinkel. 

Kommt S in die durch V gehende Vertikale VS zu liegen, so hat die 
Linie VS nnd damit also ancfa AB sich 
gedreht um den Winkel SVS, welcher 
hiemach als Auschlagswinkel zu betrachten 
ist und mit a bezeichnet werden soll. 

Je gröSBcr bei einem geg 
benen Uebergewieht der Au 
Schlagswinkel ist, desto gröaa 
ist die Hog. Empfindlichkeit der 
Wage. 

Der AuBSchlagBwinkel ist alBO ein Maaas 
fDr die Empfindlichkeit der Wage. Wir 
wollen unterBnchen, wovon die Empfindlichkeit abhängig ist. 

Beeeichnen wir ÜB ^^ AU mit l, US mit d, ao folgt aus der Propor- 
äon J) nach Anwendung der Sätze componendo nnd dividendo mit ROcksicht 
daranf, dass AC — BC = 2UC ist: 

AB:2UC =^ iP-^p-.p 
2l:iUV = 2P4-p:P> 

. . 3} 

Denken wir uns nun den Wagebalken verlängert, ohne dasa sein Ge- 
wicht und die Lage des Schwerpunktes sich ändert, BO wird auch l und 
damit VC gröaser. Wäre Ci die einem gröMeren Werthe von l entsprechende 
Lage von C (Fig. 75), so wäre SCi zu theilen im Verhältnisse 2P-|-p:G, 
BO dass also, wenu ^i dieser Theilpunkt ist, 





S2\:SCi =2/" + j>:C 


Da aber auch 






S2::SC = 2P^p:0 


BO folgt 






Si'it^if, =S2::£C, 



daher ist i'i'i || UB\ es muBs also ^ Sf^i > ^ SUX i 
ist dnrch Verlängerung von l ^ a grösser geworden. 
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Die Empfindlichkeit der Wage iat nm so grösser, j« ' 
ISnger der Wagebalkeu ist. 

Wird das Gewicht G des Wagebalhens kleioer, während alles Uebrige 
angeändert bleibt, so wird in der ans 2) mittelst des Satzes componendo 
fönenden Proportion 

SC:S2 = 2i' + j)-f-G:2P + p 
oder auch in der hierans folgenden Gleichung 

*^ 2i' + p + ö 
die Strecke SS gi-össer, 2: rückt nach C hin, daher wird ^ SVS = a 
auch grösser. 

Die Empfindlichkeit iat nm so grösser, je kleiner dai ■. 
Gewicht des Wagebalkens ist. 

Wenn endlich der Scbweipnnkt 'S dem UnterstUtznngspunkte XJ nftliw 
rückt, wenn also etwa 8% (Fig. 76) die Lage des Schwerpunkts ist, so hit 
man SiC in X* so zu theilen, dass 



Da aber auch 
war, Bo folgt 



S2::SG = 2P-\-p:G 



SiS'-.S'O = S2:SC; 

daher istü^ || SSi, also muw^ S US'ySVX 
Bein, d. h. der Winkel a ist grösser ga- 
worden. 

Die Empfindlichkeit ist nm s» 
grösser, je näher der Sehwerpnnkt 
dem Unterattttznngspnnkt liegt. 

Zu diesen 3 Resnltaten könneo wir 

anch auf Irigonometrischem Wege gelange». 

Bezeichnen wir ^ VSC (Fig. 76) mit f, 

Pjg_ jg so ist im Dreieck VSS nach der sog. ae- 

parirten Tangentenformel 

S2: . sin y SS . tang »jp 

"^ " d~— SS cos <p ~ d ~ 

cos 9) 
Da aber fg 91 ^ ÜC'id .... 4) 



SS. tang ^ SS.tg^ 

'■ 'Jc":zrss ~ sc . 



also nach 4) tang a^ 



• 2 P -\- p VC 
G ~d~ 

und nach 3) tg « = -— - .... 5) 
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Je grösser a|8o l oder 2/ »» JB^ und je kleiner G und i< sind, desto 
grosser ist tg a, also aveh der Ansschlagswinkel a und die Empfindlichkdt 
der Wage. 

In der Fonnel 5) konunt Py d. i. die Belastung der Wagsebalen gar 
nieht vor; es seheint daher^ als ob die Empfindliehkeit davon unabhängig 
väre, und doch ist dies nicht der Fall. Je grösser nämlich die Belastung, 
desto grösser ist der Druck (vertikal abwärts) auf den Wagebalken in den 
Punkten A und By desto mehr biegt sich also der- Wagebalken, wodurch 
der Schwerpunkt S eben&lls etwas nach unten verschoben wird, so dass d 
grösser, a also kleiner wird. Um die Biegung des Wagebalkens möglichst 
m verhindern; gibt man demselben eine rhombische Form; um sein Gewicht 
möglichst zu verkleinern, macht man denselben durchbrochen, wenn möglich 
uch aus Alnminium. 

Anmerkung 1. Kommt S dem Punkte V su nahe, dann wird die 
Empfindlichkeit der Wage so gross, dass dieselbe bei dem geringsten üeber- 
^evieht leicht ganz umschlägt, man sagt dann, die Wage ist über- 
empfind li eh. 

Was die Grösse des Uebergewichts betrifit, so mag noch bemerkt 
werden, dass eine gute Wage noch t ^ ^ip ^ ^ der grössten beabsichtigten Be- 
isstnng angeben muss. 

Anmerkung 2. Wenn es sich um schnell auszufahrende Wägungen 
handelt, so wendet man, um nicht jedesmal den Stillstand der Zunge ab- 
warten zu müssen, die sog. Schwingungsmethode an. 

Nehmen wir an, die Wage wäre so aufgestellt, dass die durch den 

Schwerpunkt des Wagebalkens gehende Vertikale oder, was dasselbe ist, 

die Zunge (in der Ruhelage) durch den Nullpunkt der TheUung geht, so 

^rde auch bei gleicher Belastung der Wagschalen die Zunge diese Lage 

einnehmen, wenn sie in Ruhe ist; ehe sie aber zur Ruhe kommt, würde sie 

TM diese Ruhelage Schwingungen machen. Wegen des Widerstandes der 

Luft und des Reibungswiderstandes der Schneide an der Pfanne ist jedoch 

der Ausschlag der Zunge auf beiden Seiten des Nullpunktes nicht, derselbe. 

Bezeichnen wir den ersten Ausschlag vom Nullpunkt aus nach recnts mit a, 

80 ist der folgende Ausschlag nach links etwa a — ce, der folgende nach 

rechts a — 2a u. s. w. Wir haben daher 

Ausschläge nach rechts, Ausschläge nach links 
a = «1 a — a = hx 

a — 2a = «2 a — 3a= fea 

a — 4a = «3 rt — 5«= &3 



und hiernach, wie ohne Weiteres ersichtlich ist, folgende Gleichungen 
«1 -f- «2 = 25i oder auch &i = i («i ~f~ ^2) 

2^2 = &1 + 2^2 „ ««2=4 {h '^ h) 

«2 + «3 = 22^2 * n 95 ^2 = i («2 -f- «3) 

2ö4 = ?>3 -j- &4 „ „ «4 = ^ (^3 -|- h^) 

Alle Gleichungen sagen dasselbe, nämlich: 

Schwingt die Zunge wirklich um den Nullpunkt, so 
ist ein Ausschlag nach der einen Seite immer das arith- 
metische Mittel zwischen dem vorhergehend en und fol- 



genden AuBBcbl&ge nach der andern Seile, und umgekehrL 
Lebrt die Beobacbtang, daes diese Bedingung erfüllt ht, so ist die Wügnng 
beendet; die auf die Wagsehale gelegten Gewichte geben dann das Gemcht 
des Körpers an, andernfalls muss man die Gewichte noch so lange ver- 
ändern, bis die Bedingung erfüllt ist. Ist 61 < ^ («1 -\- a^), so ist &t 
Ruhetage der Zunge rechts vom Nullpunkt, ist dagegen bi > \ (ai -|-ai), bo 
ist die Ruhelage links vom Nullpunkt. 

Anmerkung 3. -Wenn die Hebelanne des Wagebalkens nngleich lang 
sind*), 80 ist eine richtige Wägnng doch noch auf folgende beiden Arten 
möglich. 

1) (Durch Tariren). Man legt den ta wägenden 
Körper auf die eine Wagschale nnd auf die andere so 
viel Sand oder Schrotkörner, bis die Znnge anf einem 
bestimmten Theilstriche (etwa dem Nullpunkt der Thei- 
lung) steht; dann entfernt man den Körper und leg;! 
statt seiner so viel Gewichte anf dieselbe Wagschale, 
bis die Zunge wieder dieselbe Stellung hat; die znge- 

Fig- ^^■ legten Gewichte geben dann das Gewicht dea Köi-pers an"). 

2) Man Legt den Körper anf die erste Wagscbsle 
und anf die andere Wa^chale so viel Gewichte, bis die Zunge anf einem 
bestimmten Theilstriche in Rnhe ist, legt dann den Körper auf die zweite 
Wagschale, die Gewichte anf die erste und stellt das Gleichgewicht anF 
demselben Theilstriche wieder her, dann ist das geometrische Mittel bei- 
der Gewichte das Gewicht des Körpers. 

Beweis. Hängt der zu wägende Körper in A (Fig. 77), so sei da» 

auf die Wagschale in B zu legende Gewicht P, dann ist, wenn das wahre 

Gewicht des Körpers mit X bezeichnet wird, nach dem Eintreten der Rnhe 

X.AU = P.ÜB. 

Liegt der Körper auf der 

Wagschale in B, und ist das in 

A auf die Wagschale zu legende 

Gewicht Q, so ist 

Q.AU = X,VB. 
Durch Division heider Gleich- 
ungen erhalten wir 

X:0 = P:X 
und hieraus 
Fig. 78. x = y^P.Q. 

§. 27. 
Die BrUckenwage. 
Die Brückenwage besteht ans einem Wagebalken BC (Fig. 78), welcher 
in V unterstützt ist (indem er gewöhnlich um eine dm-ch V gehende Aie 



•) Durch Schrauben lässt sich bei feineitin Wagen der Unterstütz ongapnDkty 
oder auch einer der Pankte A und B etwas versohieten, ao dasa eine KorreStion d^r 
Hebelarme möglich ist. 

**) Da man fast immer annehmen kann, dasa die Hebelarme nicht genau gleii:'' 
lang sind, so wendet man in der Chemie nur diese Methode der Wägnng an. 
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drehbar ist). An dem einen Ende C hängt die Wagschale, auf der andern 
Seite von V hängen in 2 verschiedenen Punkten A und B zwei Stangen AD 
resp« BEy an welchen in D und E Hebel angebracht sind, welche auf den 
Schneiden F und G ruhen. Die Schneide F ist selbst wieder auf dem Hebel 
EG in H befestigt y und erst die Schneide G, auf welcher der Hebel EG 
ruht, ist auf dem festen Gestell der Wage befestigt Der Hebel DF trägt 
ein Brett, die sog. Brücke, auf welcher die zu wägende Last Q liegt. 

Wie bei der ch^nischen Wage muss der Schwerpunkt aller beweglichen 
Theile der Wage (d. i. der Angriffspunkt der Resultirenden der Gewichte 
aller beweglichen Theile) vertikal unter dem Unterstützungspunkte V liegen, 
damit der Wagebalken im stabilen Ruhezustande' sein kann. Um die zur 
Ablesnng des Gewichts auf der Wagschale erforderliche Ruhelage feststellen 
zu können, ist auf dem Wagebalken, etwas erhöht, eine Schneide (der Zunge 
der ehemischen Wage entsprechend) angebracht, welche im Falle der Ruhe- 
lage des Wagebalkens einer andern festen an dem Gestelle der Wage an- 
gebrachten Schneide (dem Nullpunkte des Gradbogens entsprechend) gerade 
gegenüberstehen muss. Ehe man eine Wägung macht, muss man sich na- 
türlich davon überzeugen, ob dies auch der Fall ist, wenn die Wage nicht 
belastet ist. Andernfalls kann man durch die Verschiebung eines auf VC 
befindlichen Laufgewichts die Lage des Schwerpunktes so vei*ändern, dass 
beide Schneiden sich gegenüberstehen. Stände z. B. die bewegliche Schneide 
zu hoch, so verschiebt man das Laufgewicht in der Richtung von V nach 
der Schneide hin; dadurch wird auch der Schwerpunkt etwas nach dieser 
Riühtun^ verschoben. Damit also wieder der stabile Ruhezustand eintreten 
kann, muss eine Senkung des Armes JJC und damit auch der beweglichen 
Schneide erfolgen. 

Wenn 

UA:UB=^HG:EG .... 1) 

d. h. wenn die Abstände der beiden am Wagebalken aufge- 
hängten Stangen vom Unterstützungspunkt sich gerade so ver- 
halten wie der Abstand der beiden Schneiden, aufweichen die 
beiden an den Stangen befestigten Hebel ruhen, zur Länge 
des unteren Hebels, so wirkt die Last auf der Brücke gerade 
so, als ob sie unmittelbar an der dem Unterstützungspunkte 
zunächst befindlichen Stange {AD) angehängt wäre, wo die 
Last auch auf der Brücke liegen mag. 

Diese Bedingung muss bei einer guten Brückenwage stets erfüllt sein. 
Denken wir uns zum Beweise dieser Bedingung die Last ö, welche wir 
nns als eine in irgend einem Punkte von DF vertikal abwärts wirkende 
Kraft vorstellen, in zwei parallele Seitenkräfte p und q zerlegt, welche in 
F resp. D angreifen, dann ist 

p -{- ^ = Q- 

Nach der Theorie der statischen Momente können wir, weil G ein fester 
Punkt des Hebels EG ist, die von F nach H verlegte Kraft p durch eine 
in E wirkende gleichgerichtete Kraft s ersetzen, wenn nur das statische Mo- 
ment in Bezug auf G dasselbe bleibt, d. h. wenn 

s.EG =p.HG, 

1 HG _v 

also s = p, — - .... 2) 

'^ EG ^ 
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iat Die Kräfte q und s denken wir une nun nach A resp. B verlegt, dani 

können wir, weil U ein fester Punkt anf ÜB iet, die Kraft s uns ersettt 

denken durch ^ne in A angreifende gleichgerichtete Kraft x, wenn nnr 

x.AÜ = s.üB 

Qdera:=.*.— ....3) 

ist. Setzen wir för * den Werth ans 2) ein, so folgt 

_ HG ÜB 

''~^- EG- Alp 
folglich nach 1) 

In A greifen also die Kräfte p nnd q an, welche znr Resnltirenden die 
Sunune p -\- q = Q haben. 

Bezeichnen wir nun das anf die Wagachale gelegte Gewicht mit P, v> 
ist im Falle der Ruhe dee Wagebalkens 

P.VC= Q.VA 
oder P:0 = VA: VC. 
Ist also VA ein aliquoter Thell von VC, so ist auch P nur ein Theil 
von Q. 

Gewöhnlich ist VA = -^UC, dann wägt man also, da auch P = -fjO 
ist, mit dem zehnten Theile der Last; in dieeetn 
Falle h^sst die Wage Deoimftlwagei oder 
es ist VA = T^TT^'^'i a'80 -P = -ihiQ; ^""' 
wägt man mit dem hundertsten Theile der 
Last, die Wage heiset dann CenteBimal- 
w a g e. Man sieht hieraus , dass beide Kob- 
structionen hauptsächlich zur Wägung grösäetH 
Lasten gebraucht wei'den. 



A u fga b e n. 

Die Behandlung von Aufgaben aus der Statik soll an dem folgendeR 
Beispiele gezeigt werden. 

Eine Leiter von l Meter Länge ist an eine Mauer gelehnt, so daaa ibr 
oberes Ende dieselbe in k Meter Höhe berührt; in der Entfernung e vom 
unteren Ende steht ein Mensch darauf vom Gewichte G Kilogr. Wie poo 
ist der senkrechte Druck a) auf die Mauer, b) auf die Leiter? WelcliW 
horizontale Druck müaste auf den Fuss der Leiter, wenn diese auf einer 
glatten Fläohe stände und auch die Mauer ganz glatt wäre, ausgeübt werdeif 
um ^e Leiter am Abgleiten zu hindern*)? 

Auflösung. In dem rechtwinkligen Dreiecke ABC (Flg. 79) stell« 
BC ^ A die vertikale Mauer, AC = l die Leiter, AB die horizontale glatt« 
Fläche vor, ferner sei AD ^ e, dann greift in I) die vertikal abwärts ge- 
richtete Kraft G an. Deuken wir uns G zerlegt in die beiden Seitenkrälte 



•) Aus Trappe, Schnl-Physik. 



X und F, wo X j. ÄC wirkt, so stellt X olFenbar den Benkreohten Drack 
gegen die Leiter dar, und es ist 

X;G = AB-.AC = /f ä — A' : l , 

alBO X = ^V^- Ä»"= G j/i _*'.... 1) . 

Der Druck auf die Leiter ist daher um so grSsser, je grösser C, das 
Gewicht des Mensclieii, je kleiner A und je grosser l, d. b. je länger die 
Leiter und je geringer die EOlte ist, in welcher sie angesetzt wird. Zur 
Beantwortung der ersten und dritt«n Frage denken wir uns G in zwei parallele 
Seitenkräfte zerlegt, wovon die eine nimlich P in C, die andere ^ in ^ an- 
greift {Flg. 80). Die in A angrdfendeEraft Q wird aufgehoben, da AB eine 
teste Flääie ist und Q senkrecht gegen dieselbe wirkt. Nach § 7 ist nnn 

folgUch P:P-y q = e 
d. \i.P:G-. 

also i» = G . ^^ . . . . 2). 

Wird nun P wieder zerlegt in Ä ± Cfi 
und S, in der Richtung CA wirkend, so 
stellt R den Druck gegen die Ifauer dar. 
Wegen der Aehnliebkeit der betreffenden 
Dreiecke ist aber 

R:P= AB:BC^ ^l'* — A»"; Ä 
ilBO nach 2) 



■ sV" -»-0' KjT - r ■ ■ • ä) 



Der Dmck gegen die Mauer ist also um so grösser, je schwerer der 
Mensch, je näher er dem oberen Ende der Leiter steht, je kleiner die Höhe A, 
bis zu welcher die Leiter reicht, und je länger die Leiter ist. Die Kraft 
R wird nun durch den Widerstand der festen Hauer aufgehoben, die von G 
noch tibrigbleibende Kraft 5 verlegen wir nach A und zerlegen sie in 
diesem Punkt« in die beiden Seitenkräfte Z ± AB und U, in der Eichtnng 
AB wirkend, dann wird Z aufgehoben und die Kraft Ü masB durch die ge- 
suchte in A anzubringende horizontale Gegenkraft aufgehoben werden, welche 
daher gleich U sein muss. Es ist aber 

U:S ^^ ABJ 

S:P= l:BC 



folglich Ü:P= AB-.BC =^ y/l'^ — h^ 
also ir=i>(//*_ h^ih 
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Die in Ä anzubringende Gegenkraft ist also gleich dem Druck auf die 
Mauer und daher auch in derselben Weise von G^ e^ /, h abhängig wie 
dieser. 



Anhang. 



Als Anhang mögen noch folgende Aufgaben, welchen nur die Resultate 
beigefügt sind, hier eine Stelle finden. 

1. Eine Last von dem Gewichte G soll auf einer schiefen Ebene von 
der Höhe h und der Länge l durch eine Kraft in Ruhe gehalten werden, 
welche durch den Schwerpunkt der Last und den oberen Endpunkt der 
Höhe geht, wenn die Abstände "des Schwerpunktes von der schiefen Ebene 
und von jenem oberen Endpunkte der Höhe gleich e resp. f gegeben sind. 
Wie gross muBS die Gegenkraft sein? 

fhG 
Antwort. X = 



Wf^- 



e^ 



2. Wie verhalten sich die Standfestigkeiten zweier kongruenten Körper 
von verschiedener Materie zu dnander? 

Antwort. Wie die speci&chen Gewichte der Körper. 

3. Wie verhalten sich die Standfestigkeiten eines geraden Kegels und 
eines geraden Cylinders von gleicher Grundfläche und Höhe zu einander, 
wenn sie ein gleiches specifisches Gewicht haben, der Grundflächenradius p, 
die Höhe H ist?« Welche Standfestigkeit ist die grössere? 

Antwort. V¥^¥^'^ Vq^ + -i*<r^^- I^ie Stabilität des Cylinders 
ist grösser. 

4. Wie verhalten sich die Standfestigkeiten des Kegels und des Cy- 
linders dagegen zu einander, wenn sie zwar noch gleiche Grundflächen, statt 
der gleichen Höhen aber gleiches Gewicht haben und der Grundflächenra- 
dius Q, die Höhe des Kegels H ist? 

Antwort. /^MfTir^' /^M"^^^* 

5. Wie würden die Standfestigkeiten des Kegels und des Cylinders 
von gleicher Grundfläche und Höhe sich verhalten, wenn auch die Gewichte 
gleich (die specifischen Gewichte also verschieden) sind? 

Antwort. }/ q^ -fi^: Vq'^ + tV^'- Der Kegel steht also fester 
als der Cylinder. 

6. Wie würden sich unter den Voraussetzungen in No. 3, 4, 5 die 
parallel der horizontalen Basis des Kegels oder Cylinders in gleicher Höhe 
wirkenden Kräfte zu einander verhalten, welche die beiden Körper nm- 
kanten sollen? 

Antwort 1:3 resp. 1:1, resp. 1:1. 

7. Wie würden die beiden Kräfte sich endlich verhalten, wenn sie in 
den Schwerpunkten der beiden Körper angreifen? 

Antwort. 2:3, resp. 2:3, resp. 1:1. 
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8. Auf einer schiefen Ebene von der Hdhe h and der Länge / ruht ein 
Körper, desBen Schwerpnnkt^Ton der schiefen Ebene um dicStrecke e entfernt ist. 
Denkt man sich vom Schwerpunkte auf die schiefe Ebene ein Lot gefallt, 
so soll der Fusspunkt desselben von einer zur Länge der schiefen Ebene 
senkrechten Kante des Körpers, welche sich an dem tiefer gelegenen Ende 
des Körpers befindet, den Abstand f haben. Der Körper ist am Gleiten 
gehindert und würde sich bei dem Umfallen nur um die erwähnte Kante 
drehen. Wie gro.«s ist seine Standfestigkeit? Wie gross müsste das Ver- 
hältniBB hil oder auch der Neigungswinkel a der schiefen Ebene gemacht 
werden, damit der Körper von selbst umfällt? 

Antwort. 1) Die Standfestigkeit ist gleich -^^ -^ A -V^'^—^^ — ^J' 

wo G das Gewicht des Körpers ist 

9. Auf einer schiefen Ebene liegt eine Kiste (von der Form eines 
rechtwinkligen Parallelepipedons), von welcher 2 Grundkanten senkrecht 
zur Länge der schiefen Ebene gerichtet sind. Die Kiste soll an der tiefer 
gelegenen dieser beiden Kanten aufgehoben werden und zwar durch eine 
vertikal aufwärts gerichtete Kraft (so dass also eine Drehung um die obere 
der beiden erwähnten Kanten erfolgt). Wie gross muss die anzuwendende 
Kraft X sein, wenn G das Gewicht der Kiste, a die Länge derselben (d. h. 
der Abstand jener beiden Grun^kanten), e das Lot vom Schwerpunkt auf 
die Basis der Kiste, / der Abstand des Fusspunktes des Lotes von der 
Umdrehungskante ist, endlich h und i die gewöhnliche Bedeutung fQr die 
schiefe Ebene haben? 

Antwort. X= --\f-\- y ^^ _ ^J = 7 (^+ ^ ^^^ ^^' "^^^^ " 

der Neigungswinkel der schiefen Ebene ist. 

10. Der Schwerpunkt einer abgestumpften Pyramide liegt auf der 
Verbindungslinie der Schwerpunkte der beiden parallelen Grundflächen. 
In welchem Abstände von der grösseren Grundfläche Q liegt der Schwer- 
punkt, wenn die kleinere Grundfläche g und die Höhe der abgestumpften 
Pyramide h ist? 

(Analog der Bestimmung des Schwei-punktes eines Trapezes). 



Antwort, x 



h a-{-^g J[-2]/G.g 



11. In welchem Anstände von der grössern Grundfläche liegt der 
Schwerpunkt eines abgestumpften Kegels auf der Axe desselben, wenn die 
Kadien des grösseren und kleineren Grundkreises bezüglich R und r, die 
Höhe h heisst? 

Antwort, x = ^o . „ , 

4 ä2 _j_ r2 -\- Rr 

12. Eine cylindrische Stange ist mit einer Kugel so verbunden, dass 
die Axe des Cylinders durch den Mittelpunkt der Kugel geht. In welchem 
Abstände von dem freien Ende der Stange liegt der Schwei-punkt des 
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ganzen zusammengesetzten Edrpers, wenn der Durchmesser der Stange d, 
die Länge der Stange l, der Durehmesser der Kugel D und die specifischen 
Gewichte der Stange und der Kugel resp. o und s sind? 

Antwort, x = ^ ^, ' 

13. Bei dem Wägen eines sehr langen oder auch sehr schweren 
Körpers, z. B. einer eisernen Stange , eines Baumstammes, ebenso au<^ bei 
dem Wägen von Wagen kann man so verfahren: Man bringt zunächst das 
eine Ende des Körpers (die Vorderräder des Wagens) auf die Brückenwage, 
während das andere Ende (die Hinterräder) auf dem festen Boden liegt, 
und bestimmt den Druck auf die Wage; dann verfährt man in gleicher 
Weise mit dem andern Ende des Körpers. Wie berechnet man aus beiden 
Gewichten das Gewicht des Körpers? 

Antwort. Das Gewicht des Körpers ist die Summe der beiden ge- 
messenen Gewichte. 

13. Eine Last G soll auf einer schiefen Ebene von dem Neigungs- 
winkel a durch eine Kraft P in Ruhe gehalten werden, welche in der 
Ebene des die schiefe Ebene darstellenden rechtwinkligen Dreiecks wirkt, 
mit der schiefen Ebene den Winkel 9 (über der schiefen Ebene) bildet und 
im Schwerpunkte des Körpers angreift. Die Beibung soll berücksichtigt 
werden. Wie gross muss P sein, wenn der Beibungskoefficient a ist? 

(Nach Analogie von § 13, No. 5 zu lösen). 

A X j. r^ ^ (sin et — a cos a) 

Antwort. P = — ^^ : ^ 

cos g) — Ä sm g) 

14. Welchen Werth muss bei der Schraube das Verhältniss h : r haben 
oder nicht erreichen, wenn dieselbe nur durch die Beibung in Buhe ge- 
halten werden soll? (Die Bezeichnungen s. bei der Schraube § 14). 

Antwort. Ä:r^2jr«. 
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Dynamik fester Körper, 



EintheÜung der Kräfte. 

§ 1. 

In der Statik werden die Kräfte nur in Bezug auf ihre Richtung und 
ilire Intensität mit einander verglichen ; auf die Dauer ihrer Wirkung kommt 
es dagegen nicht an, weil der Begriff der Zeit in der Statik überhaupt 
nicht in Betracht kommt. Sollen nämlich die Bedingungen für die Ruhe 
eines Körpers oder für das Gleichgewicht von Kräften aufgestellt werden, 
so fragt man sich stets nur, für welches gegenseitige Verhältniss der Kräfte 
zu irgend einer Zeit oder in irgend einem gegebenen Augenblicke 
der Ruhe- resp. Gleichgewichtszustand vorhanden ist. Verändert aber ein 
Körper seinen Ort stetig, was nur in der Zeit möglich ist, so kann die 
Gesammtwirkung der Kräfte an jeder Stelle der Bahn, also auch zu ver- 
schiedenen Zeiten verschieden sein; es können Kräfte mit der Zeit ihre In- 
tensität (oder ihre Richtung) ändern, andere ganz zu wirken auf- 
boren u. dgl. m. ^ 

Man theilt daher in der Dynamik die Kräfte zunächst ein in sog. 
Momentankräfte und in stetige oder beschleunigendeKräfte. Eine 
Kraft heisst Momentankraft, wenn sie stossartig nur eine ausserordentlich 
kleine Zeit (gewöhnlich mit grosser Intensität) auf den Körper wirkt, da- 
gegen stetige Kraft, wenn sie kontin uirlich , so lange die betrachtete Be- 
wegung dauert, also in jedem Augenblicke^ auf den Körper wirkt. Eine 
stetige Kraft heisst wiederum eine konstante stetige Kraft oder eine 
veränderliche stetige Kraft, jenachdem ihre Intensität beständig die- 
seUie bleibt oder sich fortwährend verändert. 

Die Schwerkraft ist eine konstante*), die Gravitation, die magnetische, and elek- 
trische Anziehung sind veränderliche stetige Kräfte. 

Alle uns bekannten Kräfte wirken allerdings eine gewisse Zeit hindurch 
z. B. auch der Stoss gegen eine Billardkugel, die Expansionskraft der 
Pulverdämpfe in einem Geschützrohr, allein man betrachtet die durch sie 
hervorgebrachte Bewegung erst vom letzten Augenblicke ihrer Wirkung an, 
oder noch genauer von dem Augenblicke an, in welchem ihre Wirkung so- 
eben aufgehört hat, weil man die Bewegung während der Wirkung der 
Kraft nicht verfolgen kann; insofern kann man mit Recht von Mo- 
mentankräften sprechen. 



*) wenigstens anf demselben Parallelkreise der Erde, wie später gezeigt 
werden wird. 

A 
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Eintheilung der Bewegungen. 

§ 2. 

Eine Bewegung kann so erfolgen^ dass die in den aufeinanderfolgenden 
(gleichen) Zeiteinheiten zurückgelegten Wege immer gleich gross sind oder 
verschiedene Werthe haben. Im ersteren Falle nennt man die Bewegung 
eine gleichförmige, im letzteren eine ungleichförmige. 

Den bei einer gleichförmigen Bewegung konstant bleibenden Weg 
einer Zeiteinheit (also etwa einer Sekunde) nennt man die Geschwindig- 
keit des Körpers; beträgt dieselbe v Meter, so ist der in t Sekunden 
durchlaufene Weg 

s = vL also r = — und v = - , 

so dass die Geschwindigkeit auch als Verhältniss des durchlaufenen Weges 
zu der zur Bewegung erforderlichen Zeit definirt werden kann. 

Bei einer ungleichförmigen Bewegung kann man In demselben Sinne nicht von 
der Geschwindigkeit sprechen , weil die Wege der einzelnen Sekunden nieht kon- 
stant sind ; wir werden später (§ 6) sehen, was man in diesem Falle unter der Ge- 
schwindigkeit versteht. 

Eine ungleichförmige Bewegung kann beschleunigt sein , nämlicL 
wenn die in den aufeinanderfolgenden Zeiteinheiten durchlaufenen Wege 
beständig zunehmen, oder verzögert, wenn diese Wege beständig ab- 
nehmen. Ist die Zunahme resp. Abnahme der Wege konstant, d. h. in 
jeder folgenden Sekunde ebenso gross als in der vorhergehenden, so dass 
die Wege der einzelnen Sekunden eine steigende oder fallende arithmetiBche 
Progression bilden (Wj w ± d, rv ± 2«?, tv ± ^d etc.), so heisst die Bewegung 
gleichförmig beschleunigt resp. gleichförmig verzögert, und die 
konstante Zunahme selbst (d) heisst dann die Beschleunigung, die 
konstante Abnahme die Ver:&ögerung der Bewegung. 

Als Beispiel für die gleichförmige Bewegimg mag die Botation der Erde nm 
ihre Axe, für die gleichförmig beschleunigte Bewegung der freie Fall eines Körpers 
im leeren Baume, für die greichförmig verzögerte Bewegung der vertikal aufwärts 
gerichtete Wurf im leeren Baume, für die ungleichförmige Bewegung der schiefe Wnrf 
und die Pendelbeweg ung erwähnt werden. 

Bei der Untersuchung der verschiedene^ Bewegungen wollen wir 
folgende Eintheilung zu Grunde legen: 

I. Fortschreiten|de B e\w e g u n g e n , 

hervorgebracht 

1) durch Momentankräfte, und zwar entweder durch eine Kraft /g^^gs) 

oder durch mehrere Kräfte, ^ 

2) durch eine stetige Kraft allein oder in Verbindung mit einer 
Momentankraft, (Fall, Wurfbeweguug, Centralbewegung). 



MmA^-*amtm,ti"Ur « >ti'i n ' V rf4 ^Tt i i.nrf f*r i i M ■ "mi rt i j i^H- i -i • .Ut^.... .^ J» . - i r . wit-..iir- 
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II. Drehende Bewegungen. 

1) Drehung um einen Punkt. (Mathematisches Pendel) 

2) Drehung um eine Axe. 

a) Feste Axen (Physikalisches Pendel) 

b) Freie Axen (Kreiselbewegung). 



Wirkung einer Momentankraft« 

§ 3. 

Die Grundlage aller folgenden Untersuchungen bildet das zuerst von 
Isewton ausgesprochene, in § 2 der Statik bereits erwähnte Trägheits- oder 
BebarrungsgesetZ; welches vollständig so lautet: 

Ein Körper, welcher in Ruhe oder in Bewegung ist, 
behält seinen Ruhe- resp. Bewegungszustand, d.h. sowohl 
die Richtung seiner Bewegung als auch seine Geschwin- 
digkeit unverändert bei, bis er durch eine äussere Ein- 
wirkung, also durch eine (äussere) Kraft eine Aenderung 

dieses Zustandes erleidet 
» 
Ein Körper kann sich also von selbst weder schneller noch langsamer bewegen; 
immer ist dazu eine äussere Einwirkung auf ihn erforderlich, üeberall wo wir eine 
VerlaDfiTsammig einer Bewegung beobachten, können wir auch wirklich entgegen- 
wirkende Kräfte (meistens Reibungswiderstände) nachweisen. 

Nehmen wir nun zunächst an, ein Körper*) werde nur durch eine 
Momentankraft in Bewegung gesetzt, so wird er nach dem Beharrungsge- 
setz den Bewegungszustand , welchen er im ersten Momente nach dem 
Aufhören der Wirkung der Kraft angenommen hat, unverändert bei- 
behalten, es wird sich also weder die Bewegungsrichtung, noch auch die 
Grösse des Weges in den aufeinanderfolgenden gleichen, wenn auch noch 
80 kleinen Zeiten ändern. Eine Momentankraft bringt also 
stets eine geradlinige gleichförmige Bewegung hervor. 
Die aus § 2 bekannte Formel s = vt für den in t" durchlaufenen Weg s 
dient zur Bestimmung des Ortes des Körpers zu jeder gegebenen Zeit. 

Der Werth der Geschwindigkeit v der gleichförmigen Bewegung hängt 
von der Intensität der Momentankraft, aber auch, wie die Erfahrung lehrt^ 
von der Masse des Körpers ab. (Dieselbe Pulverkraft ertheilt einer 
Büchsenkugel eine grössere Geschwindigkeit als einer Kanonenkugel). Um- 
gekehrt kann man aus der Geschwindigkeit und der Masse des Körpers ein 
Maass für die Intensität der Momentankraft ableiten, nämlich auf folgende 
Weise : 

Zwei Kräfte sind offenbar dann als gleich zu be- 
trachten, wenn sie gleiche Wirkungen haben , d. h. wenn sie 
gleichen Massen gleiche Geschwindigkeiten ertheilen. 
Hieraus folgen aber ohne Weiteres die folgenden beiden Sätze: 



*) Hier sowohl wie auch bei allen übrigen fortschreitenden Bewegungen denkt man 
sich die ganze Masse des Körpers in seinem Schwerpunkte vereinigt, so dass also nur 
die Bewegung eines materiellen Punktes, nicht die eines Punktsystems untersucht wird. 

A* 
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1. Bei gleichen Massen zweier j^örper verhalten sich die 
darauf wirkenden Kräfte wie die Geschwindigkeiten, welche 
sie den Körpern ertheilen. 

2. Bei gleichen Geschwindigkeiten zweier Körper ver- 
halten sich die Kräfte, welche dieselben hervorgebracht 
haben, wie die Massen der Körper. 

Eine n mal grossere Geschwindigkeit erfordert auch eine n mal grössere Kraft, 
wenn die Masse dieselbe bleibt. Sollen verschiedene Massen dieselbe Geschwindig- 
keit erhalten, so erfordert die n mal grossere Masse eine n mal grossere Kraft. 
Soll z. B. eine Kanonenkugel sich ebenso schnell bewegen als eine Büchsenkngel, 
so muss die erstere diy;ch eine 100 mal grössere Pulverkraft forteetrieben werden 
als die letztere^ weHn die Masse der Kanonenkugel (oder auch das Gewicht der- 
selben) 100 mal grösser ist als die Masse (resp. das Gewicht) der Büchsenkngel. 

Aus den beiden genannten Sätzen 1. und 2. folgt der folgende: 

3. Zwei Kräfte verhalten sich überhaupt wie die 
Producte aus den Massen der Körper in die Geschwindig- 
keiten, welche sie den Körpern ertheilen. 

Beweis. Sind K und K\ die beiden Kräfte, m und m\ die Massen, 
V und v\ die Geschwindigkeiten der beiden Körper, so denke man sich 
eine dritte Kraft l'g, welche einem Körper von der Masse m die Geschwin- 
digkeit Vi ertheilt, so ist nach 1. • . 

K'.K2=viv\ 

und nach 2. K^iKi = m:mi 

folglich IC: El = ynvimivi, 

• 

Verstehen wir unter der Einheit der Momentankräfte 
diejenige Kraft, welche der Masseneinheit die Ge- 
schwindigkeitseinheit (1 Meter) ertheilt, s(r folgt aus Satz 3, 
wenn wir unter mi die Masseneinheit, unter vi die Geschwindigkeitseinheit^ 
also unter Ki die Krafteinheit verstehen: 

iT: 1 = mv : 1, also IC = mv und v = IC:m, 

Eine Kraft wird also gem essen durch dasProductaus 
der Masse in die Geschwindigkeit*). 

Das Product mv hat in der Mechanik noch eine andere Bedeutung; 
es bedeutet nämlich auch die Bewegungsgrösse oder die Quan- 
tität der Bewegung oder endlich das B ewegungsm oment. Man 
sagt nämlich, ein in Bewegung befindlicher Körper hat eine grosse Be- 
wegung, wenn eine grosse Kraftanstrengung erforderlieh ist, um ihn in 
Ruhe zu versetzen, oder auch wenn er einer Kraft, welche seine Bewegung 
aufheben soll, einen grossen Widerstand entgegensetzt. Die Erfahrung 
lehrt, dass dieser Widerstand, also auch die Bewegungsgrösse, in demselben 
Verhältnisse wie die Masse und wie die Geschwindigkeit des Körpers wächst, 
dass also die Bewegungsgrössen zweier Körper von gleichen Massen sich wie 
die Geschwindigkeiten, bei gleichen Geschwindigkeiten dagegen wie die 
Massen verhalten. 



*) Multiplicirt werden natürlich nur die Maasszahlen der Masse und der Ge 
schwindigkeit. ^ 



Ein Eisenbahnwagen lässt sich schwerer aafhalten, als ein gewöhnlicher Wagen 
wenn beide dieselbe Geschwindigkeit haben. 

Die Bewegungsgrössen zweier Körper verhalten sich überhaupt wie 
die Producte aus den Massen in die Geschwindigkeiten. 

Der Beweis dieses Satzes ist völlig analog dem Beweise des obigen 
Satzes 3. (a. v. S.) 

Nehmen wir diejenige Bewegungsgrösse als Einheit, welche der Massen- 
einheit und der Geschwindigkeitseinheit entspricht, so haben wir, wenn Q die 
Bewegungsgrösse für die Masse m und die Geschwindigkeit v bedeutet, 

^ : 1 = mv : 1 . 1, 
also Q == mv. 

Eine Kraft wird also auch gemessen durch die Bewegungs- 
gTösse, V7elche sie hervorbringt; die letztere ist konstant, ob die Kraft 
auf einen Körper von grosser oder geringer Masse wirkt. Bei einer 
grdAseren Masse ist die Geschwindigkeit in demselben Verhältnisse kleiner, 
bei einer kleineren Masse in demselben Verhältnisse grösser. 

Wirkung mehrerer Momentankräfte. 

§ 4. 

Wenn auf einen materiellen Punkt von der Masse m mehrere Momen- 
taDkräfte K K\K^ . . . wirken, welche, wenn sie allein wirkten, der Masse m 
gewisse Geschwindigkeiten vviv% . . . ertheilen würden, so haben die Kräfte 
nach den Lehren der Statik immer eine Resuitirende R^ welche wir uns 
ebenfalls als eine Momentankraft zu denken haben; da diese Resuitirende 
dieselbe Wirkung hat, wie die gegebenen Kräfte, so erfolgt die Bewegung 
stets in der Richtung der Resultirenden ; dieselbe ist gleichförmig und hat 
eise Geschwindigkeit F, welche sich aus den Geschwindigkeiten vv^ , . , mit 
BeiückBichtigung der Richtungen der Kräfte berechnen lässt 

Wirken nämlich die Kräfte sämmtlich in derselben Geraden und nach 
derselben Seite, so folgt aus § 4 der Statik für die Resuitirende 

R= K-\- AI -f-l^a + . . ., 
also, da K = mv^ K\ = mri, K^ = mra . , ., Ä :^jwF ist: 

mV = mv -\- mv\ -|- . . . oder V = v -\- v\ -f- va -|- . . . 
und s = Vi = vt -\' ri^ -|- Va^ -|- . . . 

d. h. in Worten: 

Wirken die Kräfte auf den materiellen Punkt in der- 
selben Geraden und nach derselben Seite hin, so ist die 
resuitirende Geschwindigkeit, resp. der in ^Sekunden 
durchlaufene Weg gleich der Summe d er Geschwin dig- 
keiten, resp. der Wege, welche die Kräfte einzeln (in /") 
hervorgebracht haben würden. Die Bewegung erfolgt in 
der Geraden und nach der Seite, nach welcher die Kräfte 
wirken. 

Wirken die Kräfte in derselben Geraden, aber nicht sämmtlich nach 
derselben Seite, so ist, wenn für die nach der einen Seite wirkend^ 



Kräfte die frflheren BezeichnODgen gelten, die nach der entg^engesetzten 
Seite wirkenden Kräfte aber mit P Pi Pt . . ., die dnrch Bie hervorge- 
brachten Geachwindiglteiten mit mro, »a , , . bezeichnet werden; 

fl = Ä-+A-. + i« + ...-(/»+ P, +ft+. .), 
also, wenn wir durah tn dividiren, 

r = v -\- Vi -{- Vi -{- . . . — (w -|- wi -f- wa + • ■ ■) 
und * = Ft = pr -f ri( -|- . . . — (.w( + wif + . . .), 
d. h. Wirlcen die Kräfte in derselben Geraden, aber nicht 
alle nach derselben Seite, so ist die reenltirende Ge- 
schwindigkeit gleich der Differenz zwischen der Summe 
der nach der einen Seite gerichteten Geschwindigkeiten 
und der Summe der nach der andern Seite gerichtetenGe/ 
Bchwindigkeiten. Die Bewegung erfolgt in derGeradeii 
und zwar nach der Seite der grösseren Summe, Der in 
(" durchlaufene Weg ist gleich der Differenz derWege, 
durch welche die auf jeder Seite wirkenden Kräfte den 
materiellen Punkt in (" getrieben haben vOrden. 

Zusatz. Ist V -\- Vi -\-vi -\- . . .= 
ni -\- wi -^ Kt -{- . . ,, 80 ist r = 0, d. h. 
der materielle Punkt bleibt in Ruhe, wie sich 
auch daraus schon ergibt, daaa in diesem Falle 
die Kräfte im Gleichgewichte sind. 

Wirken auf die Masse m zwei Kräfte Ji 
und £i unter einem Winkel a und sind mA, 
resp. mB die georoetri scheu Darstellungen 
der beiden Kräfte (Fig 1), so ist nach § 5 
der Statik die Diagonale mC = ü des aus 
mA und mB konstruirten Parallelogramma die 
Resultirande von A' und ^i, so dass die Be- 
wegung in der Kichtnng von mC erfolgt. 
Sind nun mD ^ v, mF = iti und mE = V 
die durch die Kräfte i", Ki nnd R hervorge- 
brachten Geschwindigkeiten, so ist, wenn man 
DE und FE zieht: 
A:Ä = tn.v.m. V = v:V 
d. h. m.i : mC = mDimE 



folglich DE II AC. 
Ebenso ist A'i : Ä ^ m . ui : m . F 

d. h. mB-.mC = mFimE 



folglich FE II BC, daher Q mDEF ein Parallelogramm. 
Wir haben also folgenden Satz erhalten : 

Wirken zwei Kräfte unter einem Winkel auf die 
Hasse m, welche derselben, wenn sie allein wirkten, die 
Geschwindigkeiten v nndm ertheilen würden, so erhält 
man die Richtung der resu Itiren den Bewegung und die 
Grösse der resultir enden Geschwindigkeit durch die 
Diagonale des Parallelogramms, welches man unter dem 
gegeben en Winkel aus den Geschwindigkeiten v nnd n 
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konstruiren kann. (Satz vom Parallelogramm der Ge. 
schwindigkeit en). 

Da vvi und V die Seiten, resp. die Diagonale eines Parallelogramms 
bilden , so bilden auch die in Folge der Wirkung der Kräfte Ky Ki und R 
in i" durchlaufenen Wege, nämlich vt^ v\t und Vt die Seiten resp. die 
Diagonale eines Parallelogramms. Wir erhalten daher folgenden Satz vom 
^Parallelogramm der Bewegungen'^, welcher sich allerdings auch 
unmittelbar aus dem Satze vom Parallelogramme der Kräfte und dem Be- 
griff der geometrischen Darstellung der Kraft ergeben hätte: 

Treiben die Kräfte A^und Ki die Masse m, auf welche sie 
unter dem Winkel a wirken, resp. durch die Wege mÄ und mB 
in t*\ wenn sie einzeln wirken, so bewegt die Masse m sich bei 
gleichzeitiger Wirkung der beiden Kräfte in t*' durch die Dia- 
gonale mC des Parallelogramms, welches man aus den beiden 
Wegen mA und mB konstruiren kann. 

Zusatz. Wie durch Eonstruction, so kann man auch durch Rechnung 
die resultirende Geschwindigkeit finden. Im Dreiecke mDE (Fig. 1) ist 
Dämlich 

F^ = v« -|- Vi 2' — 2wi cos mDE == »* -|- *^* "h 2v*^i ^8 ^? 
also V = yv^ -]- Vi* -|- 2rri cos cu 

Zur Bestimmung der Richtung von mC dienen die Winkel DmE = (p 
und EmF = ip. 

In dem Dreiecke DtnE ist 

„2 _|_ ^2 — ^j2 2«^ + ^wt cos a V -f- n cos a 
^'^^ ^ = 2^F = 2^F V 

I t;i 2 -U F2 — v2 2vi * + 2t?t'i cos a v\ -\- v cos a 

ICOS ti; =^ 4 Tr = 7^ ^ = yj ' 

wo für V der obige Ausdruck zu setzen ist. 

Da die Formeln für F, cos w und cos \p für die logarithmische Rechnunguu- 
geeignet sind, so wird man in der Praxis zuerst (p and w aus dem Dreiecke VmE 
mittelst des Tangentensatzes und dann V mittelst des Sinussatzes berechnen. 

Die in § 5 und 6 der Statik über das Grössenverhältniss der resul- 
tirenden Kraft zu der Summe der Seitenkräfte, ferner über die Zusammen- 
setzung mehrerer Kräfte und die Zerlegung einer Kraft in zwei 
oder mehrere Kräfte aufgestellten Sätze lassen sich nunmehr auch ohne 
Weiteres auf die Geschwindigkeiten und auf die in t" durchlaufenen Wege 
übertragen; es bedarf daher hierüber weiter keines Zusatzes. 

Wie die in diesem § für Momentankräfte aufgestellten Sätze sich für 
stetige Kräfte gestalten, werden wir später (in § 6) sehen. 

Vom Stosse« 

§ 5. 

Wenn zwei Körper, welche durch Momentankräfte in gleichförmige- 
Bewegung versetzt worden sind, aufeinandertreffen, so werden sie sieb 
nach gewissen Gesetzen weiterbewegen, welche von der Art und Weise des 
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Zttsammentre£fenB und, von der Beschaffenheit der Materie der Körper ab- 
hängig sind. Wir wollen uns zunächst nur mit dem sogenannten centralen 
Stoss zweier Kugeln beschäftigen. 

Unter einem centralen Stoss versteht man denjenigen Stoss, 
bei welchem die auf einander stossenden Körper sich in der 
Richtung der Verbindungslinie ihrer Schwerpunkte (in unserem 
Falle der Mittelpunkte der beiden Kugeln) bewegen. 

In Bezug auf die Beschaffenheit der Materie der beiden Kugeln wollen 
wir die beiden Fälle der vollkommenen Nichtelasticität und der voll- 
kommenen Elasticität unterscheiden. Bietet uns die Natur auch kein 
Beispiel eines vollkommen elastischen oder eines ganz unelastischen Körpers, so 
sind wir doch nur für diese beiden 6renzfalle im Stande Gesetze abzuleiten, 
so lange der Grad der Elasticität nicht durch eine Formel mathematisch 
dargestellt ist. 

Ein Körper heisst vollkommen elastisch, wenn seine Moleküle, durch 
eine äussere Einwirkung aus ihrer Läge gebracht, nach dem Aufhören 
jener Einwirkung genau in ihre frühere Lage zurückkehren. Ein elastischer 
Körper muss also auch sein ursprüngliches Volumen wieder annehmen. 
Wird ein elastischer Körper zusammengediUckt, so werden die Moleküle der 
drückenden Kraft einen Widerstand entgegensetzen; es wird, wenn die 
Wirkung der Kraft andauert, jener Widerstand der Kraft bald das Gleichgewicht 
halten und in Folge dessen ein Ruhezustand der Moleküle eintreten, welcher 
sofort wieder in den Bewegungszustand (nämlich nach der früheren Lage 
hin) übergeht, wenn die drückende Kraft zu wirken aufhört. Wir haben 
hier ein Beispiel für das zuerst von Newton ausgesprochene „Princip 
der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung oder der Action 
und Reaktion", welches lautet: Jedes Molekül eines Körpers übt 
auf jedes andere Molekül desselben oder auch eines andern 
Körpers die Wirkung aus, welche es von diesem selbst er- 
leidet. Wirkt eine Kraft auf ein Molekül, so äussert sich diese Gegen- 
wirkung durch einen Widerstand gegen die Kraft, welche in der Trägheit 
der Materie ihren Grund hat. 

Ein Körper heisst vollkommen unelastisch, wenn die durch Einwirkung 
einer Kraft veränderte Lage der Moleküle nach dem Aufhören der Wirkung 
der Kraft bestehen bleibt. 

L Stoss unelastischer Körper. Die Massen der beiden Kugeln 
seien m und mj, ihre Geschwindigkeiten vor dem Stosse v resp. v^. Da die 
Kugeln bei dem Stosse sich gegenseitig zusammendrücken, ihr ursprüng- 
liches Volumen aber nicht wiederherstellen, so bewegen sich dieselben als 
eine eipzige Masse von der Grösse (m -|- m^) und mit derselben Geschwin- 
digkeit r, welche hier zu suchen ist, weiter. 

1. Die Massen m und m^ bewegen sich hinter einander, 
dann haben dieselben vor dem Stosse die Bewegungsgrössen wr resp. «1^1; 
nach dem Stosse hat die Masse m -|- wi die Bewegungsgrösse (m -j- Wi) ^ 
Da nun durch den Stods die gesammte Bewegungsgrösse nicht geändert 
werden kann (was nur durch eine neue von aussen her auf die Körper 
wirkende Kraft möglich wäre, welche aber nicht vorhanden ist), so ist 
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mv -|- niyVy^ ^=s (m -j- Wi) F, 

»l — j- Ml 

Die Bewegungsiichtnng der beiden Massen wird durch den Stoss natürlich 
nicht geändert. Da der stossende Körper, etwa m, durch den Stoss an Ge- 
schwindigkeit verliert, der gestossene nii an Gesoh windigkeit gewinnt, so 
liegt V zwischen v und v». 

Zusatz 1. Ist' die gestossene Masse m^ anfänglich in Ruhe, so ist 
v^ = zu setzen, daher die gemeinsame Geschwindigkeit nach dem 
Stosse nach 1) 

mv 

V = i- 2) 

7n -|- m^ 

d. h. V ist proportional der Geschwindigkeit v des stossenden Körpers. 

Zusatz 2. Wäre m = mj, so wäre nach 1) 

d. h. bei gleichen Massen ist die resultirende Geschwindigkeit das arithme- 
tische Mittel zwischen den anfänglichen Geschwindigkeiten. Wäre noch 
vx = 0, so wäre V = ^ v. 

Zusatz 3. Wenn m^ = oo^ d. h. wenn die Masse m senkrecht gegen 
eine feste unelastische Wand stösst, so dass also v^ =^ ist, so folgt aus 2) 

V : '!^ = 

d. h. die Masse m bleibt an der festen Wand in Buhe. 

2. Bewegen sich die Massen m und m^ vor dem Stosse 
einander entgegen, so haben wir die eine Geschwindigkeit, etwa Vi, weil 
Bie einer entgegengesetzt gerichteten Bewegung angehöii;, negativ zu nehmen 
and erhalten 

mv — ;/i,W| 

m ~\- mi 

Hierin ist V offenbar positiv oder negativ, d. h. die resultirende Be- 
wegung prfolgt im Sinne von v oder im Sjnne von v,, jenachdem mv <wiri 
ist. Nach dem Stosse bewegen sich also die Massen stets nach 
der Seite, nach welcher sich vor dem Stosse die Masse mit der 
grösseren Bewegungsquantität bewegte. 

Zusatz 1. Wäre mv = mivij so wäre V = 0, 
d. b. Bei gleichen Bewegungsgrössen vor dem Stosse und entgegengesetzter 
Bewegnngsrichtung bleiben beide Massen nach dem Stosse in Ruhe. 

Zusatz 2. Ist m = mi, so folgt aus 3) 

V = ^ (v — Vi) und F < 0, jenachdem v < ist, 

d. h. bei gleichen Massen ist die resultirende Geschwindigkeit die halbe 
Differenz der anfanglichen Geschwindigkeiten; die Bewegung erfolgt nach 
der Seite der grösseren Geschwindigkeit. Wäre noch 1;= vi, so wäre F=0. 
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Zusatz 3. Wäre t; = vi, aber th > mi, so wäre 

V (m — mi) 
V = -^-, ^^, also F > 0, 

d. h. verschiedene Massen, mit gleicher Geschwindigkeit einander entgegen- 
geworfen, bewegen sich nach der Bewegnngsrichtung der grösseren Masse 
weiter. 

II. Stoss elastischer Körper. 

1. Die Massen m and mi bewegen sich vor dem Stosse 
hintereinander, m sei die stossende, mt die gestossene Masse, also v > n. 
Wären die Massen unelastisch, so würden sie sich nach dem Stosse mit der 
gemeinschaftlichen Geschwindigkeit 

mv -\- mivi 

(^ = j 

m -f- mi 

weiterbewegen/ der stossende Körper m würde also bei dem Stosse (v — C) 
Geschwindigkeit verlieren, der gestossene mi dagegen (C — vi) Geschwin- 
digkeit gewinnen. Da aber die Massen elastisch sind, da also der ge- 
stossene Körper den erhaltenen Stoss an den stossenden Körper in der- 
selben Stärke zurückgibt, so verliert der stossende noch einmal (t; — C), 
also im Ganzen 2(v — C) Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit des stos- 
senden Körpers m ist daher nach dem Stosse 

F = v — 2(v — C). 

Da ebenso der gestossene Körper mi, welcher durch den Stoss zusammen- 
gedrückt wird^ aber mit derselben Kraft sein ursprüngliches Volumen 
wiederherstellt, — in Folge seiner Reaction den Stoss in derselben Stärke 
ge Wissermassen noch einmal erhält, so gewinnt er noch einmal (C — t^i), 
also im Ganzen 2(C — vi) Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit der Masse 
mi ist daher nach dem Stosse 

Fl = t;i + 2(0 — Vi). 

Setzen wir für C den obigen Werth in die Ausdrücke für F und Fi 
ein, so erhalten wir nach einigen Umformungen: 

2{v — Vi) mi 



F= V — 



Fi=t;i + 



m -\- mi 

2(v — Vi) m 



• • • • 



4) 



m -4— mi 

oder auch, wenn wir beide Glieder auf der rechten Seite der Formeln ver- 
einigen : 

mv -[- iwi (2ri — v) 



V = 



m 



"{- tni 



mivi -|- m (2v — vi) 
Vi = i 



• • t 



5) 



m -|- wi 

Zusatz 1. Die Quantität der Bewegung ist für die Masse m vor dem 
Stosse mv, nach dem Stosse 






Ml ...-^M.. . ^.. 



} 



mV =^ mv — 



— 11 — 
2(r ' — Vi )mmi 



m -^ mi ^ 

für die Masse mi vor dem Stosse mi^i, nach dem Stosse 

j^ , 2(v — Vi) mmi 

m -|- mi 

die gesammte Bewegungsquantität ist vor dem Stosse mv-\-miviy nach dem 
Stosse 

mV -^ mi V\ = mv -\- m\Vi. 

d. h. die gesammte Bewegungsquantität ist nach dem Stosse 
dieselbe wie vor dem Stosse. Was der eine Körper an Be- 
wegnngsquantität verliert, gewinnt der andere. 

Dieses Resultat hätte man/ wie bei dem Stosse unelastischer Körper, a priori 
daraus ableiten können, dass zur Veränderung der ganzen Bewegungsgrösse eine 
neue Kraft erforderlich ist, welche durch den Stoss nicht erzengt wird und auch 
bei dem Stosse nicht von aussen au die Körper herantritt. 

Zusatz 2. Die gestossene Masse mi behält ihre Bewegungsrichtung 
natürlich bei, was aber auch daraus folgt, dass Fi stets positiv ist, also 
mit v\ gleiches Vorzeichen hat. (Weil nämlich v > Vi war, so ist auch 
2i? > 1?!, also 2v — Vi > 0, daher auch Vi > 0). Die Bewegungsrichtung 
des stossenden Körpers m nach dem Stosse hängt von dem Zeichen von 
V ab. Ist r > 0, so hat V mit v gleiches Zeichen, die Bewegungsrichtung 
hleiht also ungeändert, ist F<0, so bewegt sich m nach dem Stosse 
rückwärts. 

Wir wollen nun folgende 3 Fälle unterscheiden: 

a) Ist m = miy so folgt aus 4) V = vi und Vi = v, 
d. h. gleiche Massen vertauschen einfach ihre Geschwindigkeiten, 
Die Bewegungsrichtung bleibt also auch für die Masse m dieselbe wie vor 
dem Stosse. 

ß) Ist m> mij so ist V positiv, wenn 

mv -f- »wi (2vi — v) > (vgl. .5), 
d. h. wenn (m — mi),v -f- 2wiiVi > 

ist, eine Bedingung, welche bei unserer Annahme thatsächlich erfüllt ist. 
Da auch stets 

mv -[- »»1 (Vi — v) < miVi -\- m (2v — ^i) 

ist, indem diese Ungleichung auf folgende 

< (w -j- mi) {v — Vi) 

fährt, welche offenbar erfüllt ist, so ist auch V < Vi, 
Hat also der stossende Körper die grössere Masse, so behält er 
seine Bewegungsrichtung bei, bewegt sich aber langsamer als 
der gestossene. (Schwache Reflexion). 

y) Ist endlich m < wii, so ist F^O, jenachdem 

mv -\- mi (2i;i — v) ^ 

oder (mi — 'w) v ^ 2mi vi 

ist. Hat also der stossende Körper die kleinere Masse, so be- 
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hält er seine Bewegungsrichtung bei, kommt in Rahe oder be- 
wegt sich rückwärts, jenachdem die Bewegungsgrösse aus der 
Differenz der Massen und der Geschwindigkeit des stossenden 
Körpers kleiner, gleich oder grösser ist als die doppelte Be- 
wegungsgrösse des gestossenen Körpers. 

Behält der stossende Körper seine Bichtung bei, so bewegt er sich wie im vorigen 
Falle langsamer als der gestossene (indem wieder F < T^ ist). Bewegt die Masse 
m sich aber rückwärts oder wird dieselbe, wie man sagt, reflectirt, so müsste 
man den absoluten Werth von V mit dem Werthe von Vi vergleichen, um zu 
erfahren, ob m sich langsamer oder schneller rückwärts bewegt als mi vorwärts. 
Diese Untersuchung bietet für uns weiter kein Interesse, weshalb wir dieselbe 
übergehen. 

2. Die Masse mi ist vor dem Stosse in Ruhe, dann haben wir 
in den Formeln 4) und 6) Vi = zu setzen und erhalten 



V ^ V , 

m -\- mi 

2mv 



m 



-\- ffii 



V = -i^ — ^) ^ 
m -\- mi 
6) oder 

„ 2vm 

Kl = — 



7) 



m — |— THi 

d. h. die Geschwindigkeiten beider Körper sind der anfänglichen Ge- 
schwindigkeit des stossenden Körpers proportional (gerade so wie bei un- 
elastischen Körpern). 

Da stets Fi > ist, so kommt der gestossene Körper stets in Be- 
wegung und zwar in der Richtung des stossenden. Das Vorzeichen von F, 
also auch die Bewegungsrichtung von m nach dem Stosse ist abhängig von 
dem Zeichen von (w — mi). 

a) Ist also m = m\, so ist F= und Fi =v. Gleiche Massen 
vertauschen also auch in unserem Falle ihre Geschwindig- 
keiten. Der stossende Körper kommt zur Ruhe und der gestossene be- 
wegt sich mit der Geschwindigkeit des stossenden weiter. 

Anmerkung. Wenn mehrere gleiche ruhende Kugeln sich so berühren, dass 
ihre Mittelpunkte auf derselben Geraden liegen und die erste einen Stoss durcli 
eine neue ebenso grosse Kugel erhält , so wirkt die unmittelbar gestossene auf die 
folgende, mit welcher sie ihre Geschwindigkeit vertauscht, diese in derselben Weise 
sofort wieder auf die folgende u. s. f , bis die letzte den Stoss von der vorletzten 
erhält und sich nun mit der Geschwindigkeit der ursprünglich stossenden Kug^l 
in Bewegung setzt, während die dazwischen befindlichen Kugeln in Ruhe bleiben 
(NoUet's Perkussionsmaschine).. 

^) Ist ferner m > wi, so ist F > 0, aber ^< ^i, 

da (m — mi) . v < 2mv ist. 

Hat also der stossende Körper die grössere Masse, so be- 
hält er seine Bewegungsrichtung bei, bewegt sich aber lang- 
samer als der gestossene. (Schwache Reflexion). 

y) Ist endlich m<//ii, so ist F < 0, d. h. hat der stossende 
Körper die kleinere Masse, so bewegt er sich stets rückwärts. 
(Starke Reflexion). 

Zusatz. Ist »ii unendlich gross, d. h. eine feste elastische Wand, 
so ist natürlich Vi = 0, dagegen 



. ik.^«. ,^ ^*- 



H 
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{; - ' ) »„- 



F=Jim ftlrmi =«(» 

d.h. V=—v, 

Bewegt sich also eine elastische Engel senkrecht gegen 
eine feste elastische Wand, so wird sie mit derselben Ge- 
schwindigkeit in derselben Richtung reflectirt. 

Anmerkung. Dassindem Falle vi = auch diegesammte Bewegnngs 
qaantität vor und nach dem Stosse dieselbe ist, ergibt sich aus den Foimeln 
6) gerade so wie im Falle 1. 

3. Bewegen sich die Massen m und mi vor dem Stosse 
einander entgegen, so haben wir in den Formeln 4) uud 5) — vi statt 
Vi zu setzen und erhalten 



^ 2(v-\-Vi)mi 



m -|- mi 

Vi 



y, mv — mi (v-\'2vi) 

m -|- mi 



) — 8) oder , / , v 

, 2(v-\-vi)m TT — m\Vi'\'mH2v-\-V\) 

_| Kl = ,-- - — 



+ mi 



i • 



-f- wi 



..9) 



Die Bewegungsrichtung nach dem Stosse ist wieder von den Vorzeichen 
von Y und Fi abhängig. Hat V mit v dasselbe, also das -|- Zeichen, so 
behält die Masse m ihre Bewegungsrichtung bei und m\ bewegt sich daher 
räckwärts; hat Fi mit v\ dasselbe, also das — Zeichen, so behält die Masse 
m\ ihre Eichtung bei und m bewegt sich rückwärts, ist endlich F negativ 
und Fl positiv, so bewegen sich beide Massen rückwärts. 

d) Es sei nun zuerst m=m\f so folgt aus 8) F= — Vi und 
Fl = tj d. h. Gleiche Massen bewegen sich mit vertauschten Ge- 
schwindigkeiten rückwärts. 

ß) Ist ferner m < twi, so ist in 9) mv — mi {v -\- 2vi) ={m — wi)v 
— 2fntV\ d. h. negativ, folglich auch F < 0. 

Die kleinere Masse bewegt sich stets rückwärts. 

y) Ist endlich m>m\j so ist 

F = 0, jenachdem mv — mi (r -f- 2vi) = 

oder jenachdem {m — m\) v = 2miVi 

ist; d. h. die grössere Masse behält ihre Richtung bei, kommt 
inRuhe oder bewegt sich rückwärts, jenachdem dieBewegungs- 
grösse aus der Differenz der Massen und der Geschwindigkeit 
der grösseren Masse grösser, gleich oder kleiner ist als die 
doppelte Bewegungsgrösse der kleineren Masse. (VglFalU,/) 

Ist F > 0, so ist F < Fl, 
weil mv — mi (v -^ 2vi) < — -fwi2?i -f- ni {2v -f- vi), indem diese ün- 
gleichnng auf — mi < m führt. Behält also die grössere Masse ihre Be- 
wegnngsrichtung bei, so bewegt sie sich langsamer als die kleinere Masse. 

Anmerkung. Die gesammte Bewegungsgrösse ist vor dem Stosse 
mv — miViy nach dem Stosse inF-f- miFi = mv — mivij wie aus 8) 
ohne Weiteres folgt. 
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Der excentrische S tosa zweier Kugeln, welcher entsteht, wenn die- 
selben sich vor dem ZusammMitreffen nicht in der Richtung ihrer Centrale 
bewegen, lässt sich immer anf den centralen Stoss zurüokfllhren. Die Ge- 
schwindigkeiten V und Vi., welche die Engeln im Äugenblicke des Zosammen- 
stosses haben und welche wir durch zwei von den Mittelpunkten der Kugeln 
ausgehende Gerade darstellen können, zerlegt man in ebecenti'ale(>iireep. iri) 
und in eine darauf senkrechte Componente (u resp. ui). Die auf der Cen- 
trale senkrechten Componenten u und ui haben auf einander keinen Ein- 
tlusB, die beiden centralen GeBchwindigkeiten w und »i liefern nach den 
Gesetzen des centralen Stosses für beide Kugeln gewisse Geschwindigkeiten 
Fund Vi. (welche bei unelastischen Kugeln gleich sind); und diese letzteren 
(Fnnd Fi)geben mit jenen Componenten ureap.ui wieder zusammengeeetil 
die resultirende Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung der Kugeln. Ks 
ist hierbei gleichgültig, ob die beiden anfänglichen Bewegungsrichtnngen 
sich schneiden oder kreuzen. Sind sie parallel, so verschwinden die cen- 
tralen Componenten, jede Kugel behält also ihre Bewegungsrichtung und 
Geschwindigkeit bei. (Die Kugeln berühren sich fortwährend). Durch die 
Reibung der Kugeln au einander werden noch gemsse 
drehende Bewegungen hervorgebracht^ welche hier nicht 
untersucht werden können. 

Einen besonderen Fall des escentrischen StoBees 
wollen wir hier noch genauer untersuchen. Geht simUch 
die eine Engel in eine feste Wand My (Pig. 2) über, gegen 
welche die andere in der Richtung AB, also, unter einem . 
Winkel stösst, so denken wir uns die Geschwindigkeit AB 
in die beiden Componenten CB und DB zerlegt^ wo ßS 
± jWJV und CB II MN gerichtet ist. 

Sind nnn 1) die atossende Kugel und die feste Wsnd 
Fig. 2. unelastisch , so wird die Componente DB aufgehoben und 

die Kugel bewegt sich in der Richtung CB oder BF, also 
längs der festen Wand mit der Geschwindigkeit BF ^ CB = AB.mi, 
wenn ^ ABB = t gesetzt wird, weiter, Diese Geschwindigkeit ßf wird 
allerdings durch die Reibung an der festen Wand noch bedeutend ver- 
ringert. 

Sind 2) die stOBsende Kugel und die feste Wand elastisch, so gebt die 
Geschwindigkeitscomponente DB über in — DB, d. h, die Kugel würde sich, 
wenn sie nur die Geschwindigkeit DB gehabt hätte, in der Richtung Bf 
von B nach D bewegen. 

Da nun CB in BF übergeht wie im vorigen Falle , ao erhalten wir 
durch Zusammensetzung der Geschwindigkeiten BD nnd BF die resnltireDde 
Geschwindigkeit BG, welche gleich AB ist, wi\ A ADB ^ A DBG; 
ebenso ist ^ GBD = ^ DBA. Das in dem Treffpunkte B auf der festen 
Wand errichtete Lot nennt man das Einfallslot, den Winkel BBA, 
welchen das Einfallslot mit der anfänglichen Bewegungsrichtung bildet, 
den Einfallswinkel und den Winkel Gefl, welchen das EinfalUlot mit der 
resultirenden Bewegungsrichtung bildet, den Kefleiionswinkel, Durcli 
den schiefen Stoss wird also die Grösse der Geschwindigkeit 
nicht geändert, die Engel wird aber so reflectirt, dass der Be- 
flosionswinkel gleich dem Einfallswinkel ist. 
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Wirkung einer konstanten stetigen Kraft. 

§. 6. 

Wenn auf einen ruhend gedachten materiellen Punkt von gegebener 
Masse eine stetige Kraft wirkt, so können wir uns diese stetige Wirkung 
vorstellen als Aggregat von einzelnen in gleichen, aber unendlich kleinen 
Zeitintervallen, also unendlich schnell aufeinander folgenden Stössen oder 
Momentanwirknngen. Ist die Kraft konstant, so haben alle diesQ Momen- 
tankräfte gleiche Intensität Denken wir uns, um die Sache noch deutlicher 
zu machen, jede Zeiteinheit, also z. B. die Sekunde in n gleiche Theile ge- 
iheilt, welche zur Abkürzung Momente heissen sollen^ so soll am Anfange 
jedes Momentes ein Stoss erfolgen, und die einzelnen Stösse sollen gleiche 
Intensität, also auch gleiche Wirkung haben. Lassen wir dann n ins Un- 
endliche wachsen, so dass die Momente selbst unendlich klein werden, so 
wird die Gesammtheit von n solchen Stössen die stetige Wirkung der kon- 
stanten Kraft während einer Sekunde darstellen. 

Wir gehen nun zur Entwickelung der Bewegungsgesetze über, welche 
sich aus der Wirkung einer konstanten stetigen Kraft ergeben. 

Da auf den materiellen Punkt nur eine Kraft wirkt, so ist die Bahn 
eine geradlinige. (Vgl. Statik § 2). 

Bezeichnet w den in Folge des ersten Stosses im ersten Momente durch- 
laufenen Weg, so würde der materielle Punkt im zweiten Momente nach 
dem Beharrungsgesetz ebenfalls den Weg fv zurücklegen, wenn weiter keine 
Kraft auf ihn wirkte. Da aber am Anfange dieses zweiten Momentes ein 
neuer Stoss erfolgt, welcher, allein wirkend, den Punkt durch den Weg tv 
treiben würde, so ist der in Folge beider Ursachen im zweiten Momente 
durchliyifene Weg 2rv. Ebenso wird der im dritten Momente in Folge des 
Beharrungsgesetzes ohnehin zurückgelegte Weg 2fv durch den am Anfange 
dieses Momentes erfolgenden neuen Stoss um w vermehrt; derselbe beträgt 
daher iiw. Schliessen wir in derselben Weise weiter, so erhalten wir 

fttr den Weg des 4ten Moments . . ^tv 
n n 99 w öten „ . . bfv 

„ n „ „ wten „ . . nwy 

daher für den Weg der ganzen ersten Sekunde 

ir -j- 2w 4- . . . -|- «w = «; (1 4- 2 -|- 3 4- • . • + w) = +«' (1 + w) »• 

Lassen wir nun n ins Unendliche wachsen, so verschwindet 1 gegen n, 
nnd wir erhalten 

Äj = lim \ivn^ = Ar .... 1) 
wenn wir den Grenzwerth von \wn^ für » = oo , wo w natürlich unendlich 
klein wird, mit k bezeichnen. 

Durch Fortsetzung des obigen Raisonnements erhalten wir 
für den Weg des Iten Momentes der 2ten Sekunde, 
d. i. des (w -f" 1)*®^ Momentes von Anfang an gerechnet (n -f- 1)^? 
für den Weg des 2ten Momentes der 2ten Sekunde . . (n -|- 2)w, 

n n n n Wien „ „ „ ^ . . 2WW, 

also für den Weg der beiden ^rsten Sekunden 

= w (1 4- 2 + . , . + 2w) = +n; (1 -f- 2w) .2«, 
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folglich für n = 00, da 1 gegen 2n verschwindet: 

S2 = lim ^w(2w)2 = 4.1im in>n^ = ik. 

^ In derselben Weise ergibt sich für den Weg der ersten 3 Sekunden 
zunächst 



% * 



irv (1 -f 3n) . 3«, 

folglich ^8 = lim |w. On» = 9. lim {wn^ = dk 
und für den Weg der ersten t Sekunden 

s, = kt^ 2) 

Durch Vergleichung der Wege'^i S2 s^ . . . , s^ erhalten wir das erste 
Hauptgesetz unserer Bewegung: 

^1 : ^2 : ^3 : . • . . : ^t = 1:4:9: . . . . : /^ 

d. h. Bei einer durch eine konstante stetige Kraft hervorge- 
brachten Bewegung verhalten sich die zurückgelegten Wege wie 
die Quadrate der Zeiten. (Wege und Zeiten werden hierbei immer vom 
Anfange der Bewegung an gerechnet). 

Kennt man also nur den Weg der ersten Sekunde, so kann man mit 
Hülfe der Formel 2) den Weg für jede gegebene Sekundenzahl berechnen. 

Zusatz, Da der Weg der ersten /Sekunden kt^ ist, so ist der Weg 
der ersten (t — 1) Sekunden gleich k (t — 1)«, also der Weg der ^ten Se- 
kunde allein 

a, = kt^— k{t— 1)2 ==k{2t—\) 3) 

Setzt man hierin für t successive 1, 2, 3 . . ., so erhält man die Wege 
der einzelnen aufeinanderfolgenden Sekunden: 

öl = /r, (Ja = 3A:, 03 = öA:, etc., * 

folglich 

öl : Ö2 : Ö8 : . . . = 1:3:5:.. . 

d. h. die Wege der einzelnen Sekunden verhalten sich wie die 
ungeraden Zahlen. 

Ferner sieht man sofoi-t, dass die Wege der aufeinanderfolgenden Se- 
kunden stets um 2k wachsen, die Bewegung ist daher nach § 2 eine gleich- 
förmig beschleunigte. Eine konstante Kraft bringt stets eine 
gleichförmig beschleunigte Bewegung hervor. 

Anmerkung. Die Grösse 2k, um welche die Wege der einzelnen 
Sekunden wachsen, ist (nach § 2) die Beschleunigung der Bewegung; 
man bezeichnet dieselbe durch den Buchstaben g (gravitas)*), so dass also 

^ = 2A: = lim n^w .... 4) 
ist. Die Beschleunigung ist doppelt so gross als der Weg der 
ersten Sekunde. Führen wir g statt k in die Formeln 1) 2) und 3) 
ein, so lauten dieselben (nach Fortlassunff des Index t, welcher selbstver- 
ständlich ist): 

*i = i^, ^ =» \9t^ ö = +^ (2r — 1) . . . . 5) 

*) Man bezeichnete früher den Weg der ersten Sekunde (unsere Grosse k) miig- 
Da aber die Beschleunigung die wichtigere Grösse^ bei der Bewegung ist, indem durch 
sie ^e Art der Bewegung charakterisirt wird, und weil dieselbe auch bei dem Maasse 
der Kräfte, wie wir sehen werden, die Hauptrolle spielt, so ist die hier gebrauchte 
(französische) Bezeichnungsweise der älteren vorzuziehen. 
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Ableitung des zweiten Hauptsatzes der Bewegung. 

Wenn die beschleunigende Kraft in einem bestimmten Augenblick der 
Bewegung^ etwa am Ende von t Sekunden plötzlich zu wirken aufhörte, so 
würde der Körper (der materielle Punkt) den Bewegungszustand des letzten 
unendlich kleinen Moments vor dem Aufhören der Wirkung der Kraft bei 
behalten, sich also gleichförmig weiter bewegen mit einer gewissen Ge- 
schwindigkeit^ welche man seine Endgeschwindigkeit oder auch nur 
Geschwindigkeit zur Zeit / nennt. Diese Geschwindigkeii; wird je nach 
dem Zeitpunkte, auf welchen sie sich bezieht, also zu verschiedenen Zeiten 
oder auch an verschiedenen Stellen der Bahn verschiedene Werthe haben. 

Erklärung. Unter der Geschwindigkeit zur Zeit t verateht man bei 
jeder ungleichförmigen Bewegung diejenige Geschwindigkeit, mit welcher der 
Körper von diesem Zeitpunkte an seine Bewegung (gleichförmig) fortsetzen 
wflrde, wenn in demselben die stetige Kraft plötzlich zu wirken aufhörte. 

Zur Bestimmung der Geschwindigkeit schliessen wir folgendermassen: 

Der im nten, d. h. im letzten Momente der ersten Sekunde durchlaufene 
Weg war nw. Hörte nun am Ende der ersten Sekunde die beschleunigende 
Kraft zu wirken auf, so würde der Körper im folgenden Momente, d. h. im 
ersten Momente der zweiten Sekunde, und^ da die Bewegung nun eine 
gleichförmige wird, auch in jedem folgenden Momente ebenfalls den Weg ntVy 
in n Momenten, d. h. in der ganzen zweiten, daher auch in der dritten etc. 
Sekunde den Weg n^hv zuiUcklegen; es wäre daher, wenn wir zur Grenze 
äbergehen^ also n unendlich gross werden lassen, Mm n^w = g die Ge- 
sehwindigkeit am Ende der ersten Sekunde. Gesetzt, die beschleunigende 
Kraft hörte erst am Ende der zweiten Sekunde zu wirken auf, so würde 
der im letzten Momente der zweiten Sekunde durchlaufene Weg 2nw auch 
in jedem Momente der dritten Sekunde durchlaufen, so dass der Weg in 
der ganzen dritten und in jeder folgenden Sekunde, also die Geschwindig- 
keit am Ende der zweiten Sekunde lim n . 2nw = lim 2n^tv = 2g wäre. 
Nach derselben Schlussweise ergibt sich für die Geschvrindigkeit nach 3 Se- 
kunden Sgy allgemein nach r Sekunden 

V = gt . . , . Q) 

Für zwei verschiedene Zeiten t und ^i ist hiernach 

v;vt = gtigh = titi 

d. h. bei einer gleichförmig beschleunigten Bewegung verhalten 
sich die zu verschiedenen Zeiten erlangten Geschwindigkeiten 
wie die Zeiten. 

Zusatz 1. Für /= 1" war v = g, d. h. die Beschleunigung ist 
gleich der Geschwindigkeit am Ende der ersten Sekunde. 

Zusatz 2. Wenn man aus den beiden Gleichungen 

s = ^gt^ und V = gt 
die Zeit t eliminirt^ so ergibt sich 



-= '' (v)' 



l?2 



^ , also V* = 2gs, 

daher v = ^2^$ .... 7) 

. B 
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eine Formel^ in welcher die Geschwindigkeit durch den zurückgelegten 
Weg ausgedrückt ist. Für zwei verschiedene Wege s und Si ist hiernach 

v:vi = }/s: \/si 

d. h. die Geschwindigkeiten verhalten sich wie die Quadrat- 
wurzeln aus den durchlaufenen Wegen. 

Zusatz 3. Bewegt ein Körper sich t*^ gleichförmig be- 
schleunigt und dann mit der erlangten Geschwindigkeit noch t" 
gleichförmig, so legt er in den letzten ^Sekunden einen doppelt 
so grossen Weg zurück als in den ersten t Sekunden. 

Es ist nämlich der Weg der ei*sten ^Sekunden s = \gt^j der Weg der 
letzten ^Sekunden ^' = v^ = gt^^ also s' = 2*. 

Anmerkung. Wenn man die durch eine konstante Kraft heryorgebrachte Be- 
schlennigung g für die Sekunde als Zeiteinheit kennt» so ist die Beschleunigang y fnr 
1 /1\2 

— Sekunde als Zeiteinheit y = I — \ g. Es ist nämlich der Weg in der ersten nenen 

Zeiteinheit \y, also in m solchen Zeiteinheiten^ d. h. in der ersten Sekunde \yni^. 
Da, nun dieser Weg auch gleich ig war, so ist 

iym* = ig, also y ~ (— j g- 

Betröge die neue Zeiteinheit a Sekunden, die Beschleunigung für dieselbe F, so 
wäre iget* ^=\ Ff also r=^a^g. Die Beschleunigung für die Minute als Zeiteinheit 
ist r=60V, für die Stunde A - 3600«^ u. s. w. 

Nimmt mau als Zeiteinheit irgend einen aliquoten Theil oder ein 
Vielfaches der Sekunde, so findet man die Beschleunigung für die 
neue Zeiteinheit, indem man die für die Sekunde geltende Be- 
schleunigung mit dem Quadrate dieses aliquoten Theils resp. des 
Vielfachen multiplicirt. 

Hieraus folgt auch , dass die zunächst nur für ganzzahli^e Werthe vqn t be- 
wiesenen Formeln 5) und 6) auch für Brucbwerthe von t gdten. Wäre nämlicb 

« 1" /1\2 

t^^^, so nehme man — als Zeiteinheit, die Beschleunigung ist dann y ~ I - I g 

und 8 = iy2)^ da p solche Zeiteinheiten vorhanden sind, also 
femer 



V~- y .«=:( — I gpr^~— g - ~ gt. 



Da diese Geschwindigkeit sich aber auf die neue Zeiteinheit bezieht, so wüide 
sie für eine ganze Sekunde m . — gt = gt betragen. Man kann also in den 
Formeln 5) und 6) ohne Weiteres auch Brucbwerthe für t setzen. 

Maass einer konstanten stetigen Kraft. 

Die Beschleunigung einer gleichförmig beschleunigten Bewegung, in 
welche ein Körper von gegebener Masse durch eine konstante stetige Kraft 
versetzt ist, kann offenbar nur von der Intensität der Kraft abhängig sein. 
Wirken nämlich auf zwei gleiche Massen 2 Kräfte von gleicher Intensität, 
so werden auch die einzelnen Stösse, deren Gesammtheit eine stetige Kraft 
darstellt, gleiche Stärke haben, also auch die Wege des ersten Momentes 
{rv) und somit nach 4) auch die Beschleunigungen (g) beider Bewegungen 



\ 



\ 
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gleich seio. Gleiche Kräfte ertheilen gleichen Massen also auch immer 
gleiche Beschleunigungen. Ebenso können wir aber auch umgekehrt 
schliessen: Zwei Kräfte sind gleich^ wenn sie gleichen Massen 
gleiche Beschleunigungen ertheilen. (Aus der Gleichheit der Werthe 
von g folgt die Gleichheit der Wei-the von w, also auch 'die Gleichheit 
der Kräfte)., 

Hieraus folgt femer: 

1. Bei gleichen Massen verhalten sich die darauf wirkenden 
Kräfte wie die Beschleunigungen der erzeugten Bewegungen. 
(Die £ü*aft ißt der Grösse w, also auch g proportional). 

2. Bei gleichen Beschleunigungen verhalten sich die Kräfte 
wie die Massen, auf welche sie wirken. 

Ans beiden Sätzen folgt der folgende: 

3. Konstante Kräfte verhalten sich überhaupt wie die Pro- 
ducte ans den Massen der Körper in die Beschleunigungen, 
welche dieselben durch die Kräfte erhalten. 

Beweis. Sind IC und Ki die beiden Kräfte, m und mx die Massen, 
g und ^1 die denselben ertheilten Beschleunigungen , so denke man sich 
eine dritte Kraft Ä^,, welche der Masse m die Beschleunigung gi ertheilt, 
dann ist 

K \K^ = g\gy 

folglich K:Ki ^^^ mgimigi. 

Verstehen wir unter der Einheit der konstanten stetigen 
Kräfte diejenige Kraft, welche der Masseneinheit die Be- 
schleunigung 1 Meter ertheilt, und setzen w/, = h ffi = 1> ^^^^ 
auch JS^i = 1, so folgt 

IC = mg .... 8) 

d. h. das Maass einer konstanten stetigen Kraft ist das Product 
aus der Masse, auf welche die Kraft wirkt, in d.ie Beschleunigung, 
welche der Masse durch die Kraft ertheilt wird. 
Znsatz 1. Aus 8) folgt 

JC ^ /{ 

m = - und g = . , . . d) 
gm 

d. h. die Masse ist gleich der Kraft, dividirt durch die Be- 
schleunigung; die Beschleunigung ist gleich der Kraft, dividirt 
durch die Masse oder, was dasselbe, gleich der auf die Massen- 
einheit wirkenden Kraft. (Für m = 1 ist g = IC). 

Zusatz 2. Da nach Q) v ^= gt und Vi = gii die Geschwindigkeiten 
zur Zeit t sind, so ist auch 

KiKi = mgtimigit = mvimiVi 

d. h. Zwei Kräfte verhalten sich wie die Producte aus den Massen in die 
nach gleichen Zeiten erlangten Geschwindigkeiten. 

Da femer die Beschleunigung gleich der Geschwindigkeit nach einer 
Sekunde ist, so ist das Maass einer Kraft auch das Product aus 
der Masse in die Geschwindigkeit am Ende der ersten Sekunde. 
(Die Analogie dieser Sätze mit den für Momentankräfte geltenden ist evident). 

B* 
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Zusatz 3. Die in § 4 aufgestellten Sätze über die Zusammensetzung 
von Geschwindigkeiten und Bewegungen gelten nun auch in derselben 
Form, wenn konstante stetige Kräfte auf den Köi*per wirken, nur hat man 
überall statt Geschwindigkeit: Beschleunigung oder Geschwindigkeit am 
Ende der ersten Sekunde zu setzen. Drückt man nämlich jede Kraft durch 
das Product aus Masse und Beschleunigung resp. Geschwindigkeit am Ende 
der ersten Sekunde ans, so ergibt sich, da die Masse sich überall foiiihebt, 
genau auf dieselbe Weise wie in § 4 die Gültigkeit der Sätze. Um hierbei 
die in t" durchlaufenen Wege zu erhalten, wird man nicht wie in § 4 
die Geschwindigkeiten mit ^, sondern sämmtliche Beschleunigungen mit ]/' 
multipliciren. 

Vom freien Falle der Körper. 

§7. 

Als Anwendung der im vorigen § entwickelten allgemeinen Theorie der 
gleichförmig beschleunigten Bewegung wollen wir den freien Fall und den 
Fall auf der schiefen Ebene betrachten. 

Die Kraft, welche einen sich selbst überlassenen Körper zur Erde tmhi, 
ist die Schwerkraft, d. h. die Anziehungskraft der Erde, welche als eine 
stetige Kraft anzusehen ist. Diese Anziehungskraft nimmt allerdings, wie 
in der Theorie der Centralbewegung (§ 10) gezeigt werden wird, mit der 
Annäherung an den Aequator der Erde und mit der Entfernung des ange- 
zogenen Körpers vom Erdmittelpunkte, also mit der Erhebung über die Erd- 
oberfläche ab. Für einen und denselben Ort der Erde können wir jedoch, 
da die Erhebungen über die Erdoberfläche, in welchen wir überhaupt Fall- 
bewegungen beobachten, im Verhältniss zum Erdradius verschwindend kleia 
sind, — die Schwerkraft als konstant betrachten. Für die Bewegung eines 
frei fallenden Körpers gelten daher alle Gesetze, welche im vorigen § an» 
der Wirkung einer beliebigen konstanten Kraft abgeleitet worden sind. Von 
dem Luftwiderstande wird abgesehen. 

Da die Schwerkraft vertikal abwärts wirkt, so fällt jeder Körper 
in vertikaler Richtung; seine Bewegung ist eine gleichförmig 
beschleunigte. 

Alle Körper fallen (im luftleeren Räume) gleich schnell oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, mit derselben Beschleunigung; ein 
Erfahrungssatz, dessen Gültigkeit, wie in der Lehre vom Pendel gezeigt 
werden wird, auch a priori erkannt werden kann. 

Zur Berechnung des in r" durchlaufenen Weges und der Geschwindig- 
keit nach t" dienen die Formeln: 

s = \gt^ und V =^ gt = y2gs .... 1) 

Die Beschleunigung g (auf die Sekunde als Zeiteinheit bezogen)^ welche 
durch die Schwerkraft einem frei fallenden Körper ertheilt wird, hat dea 
mittleren Werth 9,809 Meter. Hiernach ist der Fallraum der ersten Se- 
kunde \g = 4,905 oder ungefähr 5 Meter. 

Der Fallraum der zweiten Sekunde wäre hiemach 15 Meter, der dritten Seknndc 
25 Meter u. s. w.; in den beiden ersten Sekunden werden 20 Meter, in den ersten 3 
Sekunden 45 Meter durchfallen u. s. f. 
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Als Maass der auf einen Körper wirkenden Schwerkraft gilt nach § 6 
das Product aus der Masse des Körpers in die Beschleunigung des freien 
Falls (g = 9,809 Meter). Da nun nach § 21 der Statik auch das Gewicht 
des Körpers ein Maass der auf den Körper wirkenden Schwerkraft ist, so 
folgt, dass das Product aus der Masse in die Beschleunigung 
des freien Falls auch ein mathematischer Ausdruck für das Ge- 
wicht ist Bezeichnet man daher das letztere mit G, die Masse mit m, 
so ist 

6? = mg (§ = 9,809), .... 2) 

G G 

also m = — und ^r = -.... 3) 

d. h. die Masse eines Körpers ist gleich dem Gewichte des- 
selben, dividirt durch die Bes'chleunigung des freien Falls. 

Eswirdw^^l, wenn G=^p ist. Nehmen wir daher 1 Kilo^r. als Gewichtseinheit 
an, 80 hat ein Körper von ö ^^ 9,809 Kilogr. Gewicht die Einheit der Masse. (Wäre 
1 Gramm die Gewichtseinheit, so hätte ein Körper von 9,809 Gramm Gewicht die 

Masseneinheit). Die Masse von einem Kilogr. ist 9/1 — Masseneinheiten. Da 

nun die Schwerkraft einem Körper von 1 Kilogr. Gewicht auch die Beschleunigung 

g ertbeilt, so ist die auf 1 Kilogr. wirkende Schwerkraft gleich mg -^- ig—l,! 

d. h. so gross, dass sie der Masseneinheit die Beschleunigung 1 erthcilen würde. 
Wir können also die auf 1 Kilogr. wirkende Schwerkraft als Kraft- 
einheit betrachten. 

Die Beschleunigung des freien Falls ist gleich dem Ge- 
wichte eines Körpers, dividirt durch die Masse desselben, oder 
gleich dem Gewichte der Masseneinheit. 

Znsatz 1. In allen Formeln fttr den Stoss (§ 5) können die Massen der 
Kugeln durch die Gewichte derselben ersetzt werden. Drückt/inan nämlich 
die Massen durch die Gewichte und durch die Beschleunigung g nach 3) 
ans, so hebt sich g fort. 

Zusatz 2. Bezeichnet $ das specifische Gewicht, d die Dichtigkeit, 
y das Volumen eines Körpers, dessen Masse m und dessen Gewicht G ist, 
so folgt aus der Lehre vom specifischen Gewicht und der Lehre vom 
Schwerpunkt 

_ G ,__»>' 

s — jn d y 

und hieraus, wenn man G = mg setzt: 

* = ^.rf • • . . 4) 

d. h. das specifische Gewicht eines Körpers ist gleich der Dich- 
tigkeit mal der Beschleunigung des freien Falls. (Vgl. Statik 
§21, Anm.) 

Die Fallmaschine von Atwood. 

Zur experimentellen Prüfung der Gesetze einer gleichförmig be- 
schleunigten Bewegung und damit s^uch der Fallgesetze dient einerseits die 



Bchiefe Ebene von Galilei (worüber im folgenden § mehr), andrerseits di« 
Fallmascbine von Ätwood, deren Einrichtnng ans Fig. 3 m ersehen igt. 

Dm eine Rolle, welche Aber einem Ketbeilten Stabe befestigt ist, eeht eine 
Schnur, an welcher zwei gleiche Gewi^te P hängen; das eine derselW kann 
darch ein aufgelegtes TJebergewicbt p vec^raBsert werden. An dem Ifaasestabe ist 
ein kleines Brett J nnd ein King £ Terschiebbar. Ander Stelle des Nnllpanktes C 
der Theilnng ist ein kleines Brett befestigt, welches daich eine Feder plötilicli 
herabgeschlagen werden kam. Auf dieses Brett C wird vor dem FallTeranche du 
GewiohtPmit dem darauf gelegten Ueber- 
gewicht p gesetzt. 

Da die Bewegung des freien Falls 
zu schnell vor sieh geht, um mit hin- 
reich enderGenanigkeitbeo bachtet werden 
zn können, so kommt es darauf an, 
die BeschleunigDDg der Bewegung zu 
verringern, wodurch die Gesetze der 
Bewegung niclit geändert werden. Dies 
wird bei der Fallmaschiiie dadurch er- 
reicht, dass das Üebergewicht p nicht 
nur sein eigenes, sondern ancfa noch 
die beiden gleichen Gewichte P in Be- 
wegung zu setzen hat Nach dem für 
die feste Rolle geltenden Gesetze hilten 
sich nSmlich die beiden gldcben Ge- 
wichte P das Gleichgewicht Komnl 
aber zn P noch die Kraft des Heber 
gewichte p binau, so erfolgt die Be- 
wegung des ganzen Systems von Eürpern, 
nämlich des Gewichts (2P -\- p) in der 
Richtung der Resnltirenden (i* + pl — 
p = p, d. h. nach der Seite des Ueber- 
gewichts. Für die resnlürende Kraft >ii 
welche das Gewicht 2P + P '^'^ *'* 
Masse (2P-{-p):g in Bewegung Mtji, 
ei^ibt sich ans § 6, No. 8 

2P+f 
P=-J-.,^, 

wenn gi die Beschleunigung des Fall» 
Pig 8. an der Fallmaschine bezeichnet. Hieran» 

folgt 

oder gi-.ff =p:2P -\~ p 

ä. h. die bei der Atwood'schen Fallmaschine anftretende ß«- 
Bchleunigung verhält sich zur Beschleunigung des freien Fall* 
wie das Üebergewicht zur Summe aller Gewichte. 
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Schreibt mi^n die Gleichung 5) in der Form 



^1 = TiD . ^ . . . . 6) 

+ 1 
P 

so sieht man, dass gi (ausser von g) nur von dem Verhältnisse der 
Summe der beiden gleichen Gewichte zum Uebergewicht abhängig ist. Hat 
man gi mit Hülfe der Fonnel 6) für einen gegebenen Werth von {2P:p) 
berechnet, so ist ^^^i der Fallraum der ersten Sekunde, und man theilt den 
Maassstab der Fallmaschine in gleiche Theile von der Länge -l^i. 

Wäre z. B.|) : 2P ^T 1 : 49 gegeben, so folgt gi — - ^ 5f — 20 Centime ter, also ^ g^ 
= 10 Centinieter. 

Wollte man dagegen eine ganz bestimmte Strecke als Fallraum der 
ersten Sekunde haben, z. B. ^gi = 5 Centimeter, so hat man das Ver- 
hältniss {2P:p) aus Nr. 6) zu berechnen und erhält 

2P_ g—gi 

. • • . i Jy 

^ „ 2P 1000 — 10 ^,, , ^„ 

m unserem Falle --= = 99, also 2P = 99 p. 

p 10 

Nimmt man z. B. p~ 10 Gramm, so ist P 495 Gramm anzunehmen. Das 
Cebergewicht p ist stets noch um so viel zu vergrössern , als zur Üeberwindung 
der fieibungswiderstände an der Bolle erforderlich ist. 

Mit der Fallmaschine lassen sich nun leicht die beiden Hauptgesetze der gleich* 
förmig beschleunigten Bewegung, sowie Zusatz 3 zum zweiten Gesetze (Seite 18) be- 
stätigen. Bei dem ersten Gesetze stellt man das Brett Ä dort fest, wo das fallende 
Gewicht {P-^p) am Ende einer ganzen Sekundenzahl aufschlagen muss; bei den 
beiden letzten lässt man das Uebergewicht nach t Sekunden durch den Ring B abheben, 
womit die konstante Kraft zu wirken aufhört, die Bewegung also gleichförmig 
wird; das Brett Ä wird dort festgestellt, wo das fallende Gewicht P nach ^ + 1 
oder t + 2 . . . . oder 2t Sekunden ankommen muss. 



Der Fall auf der schiefen Ebene. 

§ Ö. 

Die Kraft, welche einen Körper auf der schiefen Ebene herabtreibt^ 
ist nach § 12 der Statik die der schiefen Ebene parallele Komponente des 
Gewichts G des Körpers oder, was dasselbe ist, der auf den Körper wir- 
kenden Schwerkraft. Ist k die Höhe, / die Länge und a der Neigungs- 
winkel der schiefen Ebene, so ist jene Seitenkraft 

h 
P =^ - G == (? . sin « . . . . 1). 

Da Ä, l und G während des Falls auf der schiefen Ebene ihre Werthe nicht 
ändern, so ist die beschleunigende Kraft P eine konstante; der Fall auf 
der schiefen Ebene ist daher eine gleichförmig beschleunigte 
Bewegung. Ist gi die Beschleunigung dieser Bewegung, m die Masse des 
fallenden Körpers, so ist P = mg\. Da aber G = mg (^g = 9,809 Meter), 
ist, so folgt aus 1) 



also 



?i = 



■ 2) 



folglich gi'.g = h:l, 

d. h. die BeBohleunigung des F&lla auf der schiefen Khene ver- 
hält sich zur Beschleuniguag des freien Falls wie die Höhe der 
schiefen Ebene zur Länge derselben. 

Es gelten itlr den Fall auf der sohiefeu Ebene alle Geaetze, welche 
in § 6 für Jede gleichförmig beschleunigte Bewegung abgeleitet wordeo siDd. 
Für den in /" durchlaufenen Weg s, fHr den Weg der (teu Sekunde ff, uod 
für die Geschwindigkeit v nach t" gelten die Formeln: 



s = igit' =\ -y(» =_ yfi Bin a 

= iffi(2t — i) = ij g{2t — 1) =ig{2l—l)Biaa 

h 
V ~ git ^j gl ^ gl Bin a 



y'2h 



-- ^2gs sin « 



Fi» 4. 

Die eiperimentelle Bestätigung dieser Formeln, womit dann anch eine 8«P«J}' 
mentelle Bestäti^an^ der Fall^esetze überhanpt gegeben ist, ligfert Galilei'a Fall- 
riane (Fig. 4). Zwei geradlinige Kanäle aind anrcb ein Cbarnier mit einander 
verbunden; der eine wird horizontal ^legt, der andere bildet einen Winkelamitder 
Horizontalen. Durch Verkleinerung dieses Winfeela oder der Hshe der durch den 
letzteren Kanal gebildeten schiefen Ebene wird auch die Beschien nigong der Be- 
wegung verkleinert, und man kann die Bewegung aofderschiefen Ebene so lauKSii^ 
machen, alsmanwill. Dadurch dass der fallende EQrper anf den horizontalen Kanal 
Bbergeht, verschwindet die beschleunigende Kraft (iür A = oder a = wirdnKii 
li auch P = 0, und die Bewegung wird eine gleichfSrmige. Der Fallraum der 

ersten Sekunde ist ^-j, =■ ^ j- g — 4ff sin «. Die Theilung der schiefen Eben« 
und des horizontalen Kanals, welche an der Durcbschnittslinie beider beginnt, kau» 
eine beliebige Centimst«rtheilnng sein; ist der Neigungswinkel u jedo«h ^'^ 
veränderlicher, so macht man die Theile am Besten gleich dem berechneten Wcrtae 
von \gx. Soll der Fallraum der ersten Sekunde \ g, einen gegebenen WerÜ 
haben I. B. 10 cm, so ist ans 2) das Verhältniss h : l oder der Winkel a n «- 
rechnen; in nnaorm Falle wäre A : ( -- 1 : 50. — Will man die auf die End^s- 
schwindigkeit bezfiglichen Fallgesetze mit der Fallrinne bestätigen, so mun inin 
den Neigungswinkel a sehr klein wählen, damit bei dem Uebergnnge des blleoaea 



Körpers von der schiefen Ebene auf den horizontalen Kanal meglichst wenig von 
der erUnfften Geschwindiitkeit verloren geht , wenn man nicht etwa den Ge- 
schwindigkeitBTerliut in Abrechnung bringen will. Deber ;die Grösse dieses Ver- 
lustes siehe unten Znsatz znm 8atie 1. 

Die Formeln 3) können wir zni' Ableitung einiger beaonderen Gesetze 
mr den Fall anf der Bcbiefen Ebene benutzen. 

1. Nehmen wir an, es wäre die ganze schiefe Ebene durchlaufen, so 
dass s = l ist, Bo folgt aus der 4ten Formel in 3) v = y^gh. Fiele der 
Kdrper durch die Hohe A ttei, so hätte er BchlieBBlich dieselbe Ge- 
KchwiDdigkeit erlangt; daher ^It der Satz: 

Durchläuft ein Körper die ganze schiefe Ebene, so kommt 
er in der horizontalenGbene mit derselben Geschwindigkeit an, 
als wenn er durch die Hffhe der schiefen Ebene frei gefallen 
wäre. 

Zusatz. Fällt ein Körper auf der gebrochenen Bahn ADEFV(F]g.b 
herab nnd ist BC die durch C gehende Horizontale, ferner AB ± BC, 
ßfi, II EEi II FFi II CB, so hat der Körper in D eine Geschwindigkeit 

V, = )/^.Jd\ 

erlangt, welche durch die Gerade DL in der 
Veriäi^emng von AD dargeetellt werden kann, 
weil fler Körper in der Richtung von DL 
weitergehen würde, wenn er nicht gezwungen 
viie, anf die schiefe Ebene DE Überzugehen. 
Darch diesen Uebergang geht aber von der 
Gewdivindigkeit w, etwas verloren. Denken 
wir ans nämlich DL = n, in die beiden 
Komponenten DK in der Ebene DE und 
DM \_ DK zerlegt, ao wird DM durch den 
^derstand der schiefen Ebene DE anfge- 
hoben, und der Körper geht mit der Ge- 
schwindigkeit DK ^ Dl cos ^, wo 5^ den ^S' 
(spitzen) Keigungawinkel LDK der beiden 

schiefen Ebenen AD und DE bedeutet, auf die Ebene DE über. Der Ge- 
schwind igkeitsverlust in D ist also 

k ^ Vi — Vi cos y ^ Vi(\ — cos ff,) = 2i'i sin iy* 

oder ;i — 2 y'^g.AD^. am \q)' .... 4) 

Für kleine Werthe ron oj ist }. allerdings sehr nnhedentend (für y^^Ü'^'38" ist 
X — 0,0001 »,, fBr ¥> — 2»33'«" ist A--0,001 f,); förai --=90» ist i=:2t,.(sin45')» 
— »1, d. h. die Geschwindigkeit wird ganz und gar anfgohoben (ein vertikal gefallener 
Körper würde also niemals in eine horizontale Ebene übergehen, sondem, wie wir 
aas der Lehre vom Stosse wisaen, zur Rnhe kommen oder reflectirt werden); für 
f) — « = ^JlDD,, d.h. wenn Z>JS horizontal wäre (wie bei der Galilei'scben Falt- 
rinnel, ist ;t = 2», sin 4" a'. 

F9nde in D kein Geschwindigkeits Verlust statt, so wUrde die in E 
erlangte Geschwindigkeit dieselbe sein, als wenn der Körper in der 
ßichtnng AD bis znr Ebene EE\ weiter gefallen wäre, nämlich nii = 
y^g.AEi. Bei dem U ebergange des Körpers auf die schiefe Ebene £/* geht 
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in E wieder etwas von der dort wirklieb erlangten Geschwindigkeit «■ 
(deren Berechnung erst epätei- in § 9 möglich ist) verloren, nämlich 

H = 2Ds sin iiff>\^, 
wo if-i der Neigungswinkel von DE und EF ist In F ist der Verbat bei 
dem Uebeigange auf die Ebene FC 

V = 2Da sin ^ä, 

wo i's die in F wirklich erlangte Geschwindigkeit, <;te der Neigungswinkel 

von EF und FC ist. Ohne den Geschwindigkeits Verlust in E and F würde 

die Geschwindigkeit in F dieselbe sein, aU wenn der Körper in derRichtang 

DE oder auch nach dem Vorigen in der Richtnng AD bis zur Ebene FF, 

gefallen wäre, nämlicb wb ^ ^2^ . AFi ; ebenso wäre die Geschwindigkeit in C: 

Ws = y2g . AB. 

Wie gross die Geschwindigkeit in C bei Berüclt- 

sichtigung des Verlustes in />, E und F ist, wird in 

ij 9 U gezeigt werden. 

Geht die gebrochene Linie ADEFC in eine krumme 

Linie Über, werden also die Theile AD, DE, EF, FC 

unendlich klein, so werden auch die Winkel (p rpi ft ^^^ 

„. „ damit umaomehr X /i v verschwindend klein , die öe- 

schwindigkeit in ^ (Flg. 6) ist also w=|/2j . Ä'i, hmd 

LM horizontal, A'L vertikal ist. 

Fällt also ein Körper auf irgend einer krummlinigen Bahn 

' ei'ab, so erlangt er schliesslich dieselbe Geschwindigkeit, als 

enn er bis z-u derselben Horizontalebene vertikal gefallen 

Von dsr erlangten Geschwindigkeit hängt, wie 
in dem Kapitel von der lebendigen Kraft gezeigt 
werden wird, die Wirke ngsfähigkeit des Körpers 
ab. Ob also ein Körper 1000 Meter vertikal oder 
aaf dem Abhänge eines 1000 m hohen Berges 
berabf&llt, wfire, wenn man im letzteren Falle T<}n 
der Reibung absehen könnte, in Bezug auf die 
Wirkung gleichgültig. 

2. Die aus der ersten Formel In 3I 
Fig. T. folgende Gleichung 

2ii_ 25_ 
^ ^- At^~ t^am a 
kann man, wenn der Fallraum s in {" durch einen Versnob bestimmt worden 
ist, zur Berechnung der Beschleunigung g des iVeien Falls benutzen. (Galilei 
wandte diese Methode 1602 an). 

3. Die Zeit, welche der Körper zum Durchlaufen der ganzen schiefen 
Ebene gebraucht, ist nach 3) wenn s ^ l gesetzt wird: 



Vl-"^ 



Haben daher verschiedene schiefe Ebenen dieselbe Höhe A, aber verschiedene 
Längen k h h (Fig. 7), so gilt für die Zeiten, in denen sie dnrciilanfen werden: 
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d. h. die Zeiten verhalten sich wie die L&nges der Bchiefen 
EbeneD*) (die in C, B, ß, E erlangten Oeechwindigkeiten sind gleich). 

4. Es sei in Fig. 8 AB ein vertikaler EreiBdnrchmesser, AC eine be- 
liebige von A AüBgehende Sehne nud CB j. AB. Bezeichnet r die Zeit, 
welche zum Onrchlau&n der schiefen Ebene .4f7etforderlich ist, so ist nach 6| 

^ g.AB V g .Ah 
Da aber AC* = AB.Aß, so folgt 

' 9 

Der Durchmesser AB wird aber in derselben Zeit durchlaufen; indem 

AB = 4tf/', also t^U ~- -HCT ist; daher haben wir den Satz: 

Alle von A ausgehenden Sehnen des KreiscB werde u in der- 
selben Zeit durchfallen wie der vertikale Durchmesser. 

Ist femer EB \\ AC, EF || AB, BF± AB, so ist 
EB = AC und anch EF ^ AB; die beiden schiefen 
Ebenen EB und AC unt^racheiden sich also nur 
durch ihre Lage, daher wird anch EB in derselben 
Zeit durchlaufen wie AC, also auch wie AB. 

Alle nach B gezogenen Sehnen werden 
ebenfalls in derselben Zeit durchlaufen wie 
der vertikale Durchmesser. 

Anmerknng. Die Geschwindigkeit in C \%t 

V = y'igTJft = AC.l/-^^; hieraus folgt, dasB 

-^^ Fig. 8. 

die Geschwindigkeiten in den Endpunkten 
der Sehnen sich wie die Längen der Sehnen verhalten. 



Die Wurfbewegung 

(im laftleeren Räume). 



I. Der vertikal aufwärts gerichtete Wurf. 

Wirkt auf einen Körper eine vertikal aufwärts gerichtete Stoss- oder 
Momentankraft, welche demselben die Geachwindigkeit f Meter ertlieüt, 
so würde er nach § 3 in ( Sekunden eine Höhe von vt Meter erreichen. 
Da nun aber* auf den EOrper gleichzeitig auch die Schwerkraft wirkt, und 
zwar in derselben Vertikalen wie die Momentankraft, jedoch Jibwärta ge- 
richtet, so wird wegen der stetigen Wirkung der Schwerkraft die Be- 

*) Die znm DarchUnfen der schiefen Eben« AB (Fig. T) erforderliche Zeit ist 
nicht die kSrzeste Zeit, in welcher ein K5rper von A nach B dnrch den Fall ge- 
langen kann ; schneller noch wird eine zwischen A nnd B konstmirbare sog. 
Cykloide durchUnfen, weshalb dieselbe »ach Bcachystochrone heiäst. fJs kann diese 
Thatsache hier nnr historisch erwfihnt werden. 
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wegung nicht mehr eine gleichfoimige, sondern eine verzögerte sein, wie 
sich auch aus den Resultaten der folgenden Untersuchung ergeben wird. 
Gehen wir von dem schon in der Statik erwähnten Princip aus, dass zwei 
Kräfte, wenn sie gleichzeitig wirken, dieselbe Wirkung hervorbringen, als 
wenn sie nach einander dieselbe Zeit hindurch wirken, so würde der Körper, 
wenn er in Folge der Wirkung der Stosskraft die Höhe vt in r" erreicht 
hat, durch die nachfolgende Wirkung der Schwerkraft nach § 7 um die 
Strecke \gt^ wieder herabgezogen werden, wo g die Beschleunigung des 
freien Falls bezeichnet; er würde sich also nach f^ in der Höhe 

s = vt — \gt^ .... 1) 
befinden. Diesen Weg durchläuft der Körper also in i^ auch, wenn die 
beiden Kräfte gleichzeitig wirken. 

Anmerkung. Dasselbe Besultat nnd damit zugleich eine Bestätigung des 
vorhin ausgesprochenen Princips liefert uns eine Betrachtung, welche der am An- 
fange von § 6 angestellten völlig analog ist. Wird nämlich die Sekunde in n Mo- 
mente getheilt, die stetige Wirkung der Schwerkraft als Aggregat von Stosskräften, 
welche am Anfange jedes Momentes wirken, auf^^efasst, so ergibt sich, wenn die in 
§ 6 gebrauchten Bezeichnungen beibehalten werden, als Weg 

des ersten Moments w 

/ n 



y, zweiten , , ( w ) — 

„ dritten „ / 2w\ — 



V 

n 


2w 


V 

n 


— 3w 


V 

n 


— nw 


V 

n 


— 2nw 


V 


— tnw, 



w 
\n / 

« w ten 
, 2n ten „ 
„ tn ten „ 
daher als Weg der ersten Sekunde 
(^ — ^) + (^ — 2w7) +.... + (^^ nw) = r — (w7+ 2t(7 + ... +nw) 

also nach § 6, »i = v — -|. ^, 

wenn die Anzahl der Momente unendlich ffross angenommen wird, die stossartige 
Wirkung der Schwerkraft also in eine stetige übergeht. Ebenso ist der Weg der 
beiden ersten Sekunden 

(^-^) + (^ — 2w?) + ....+ (^ 2nw)=2V'- («? + 2w+ .... +2nw), 

also a,=:2ü— ^^.4 

und der Weg der ersten ^Sekunden 

\— w) + \— — 2w) + + \~ tnw) = ^ — (w + 2«; + . . . . + tnw), 

also 8 = vt — \gt*» 

Zusatz. Setzen wir in 1) / — 1 statt /, so erhalten wir als Weg 
der ersten {t — l^'' Sekunden 

s^ = v(t-l)-y{t- l)s», 

folglich als .Weg der t ten Sekunde 

= s ^ s' = v — y (2t — 1) 2) 
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Setzen wir hierin für t der Reihe nach 1, 2, 3 Sekunden, so erhalten 
wir für die einzelnen Sekunden 

(h = V — y 

02 = V — ig 

Cs = V — ig etc. 
d. h. der Weg jeder folgenden Sekunde ist um g kleiner als der Weg der vor- 
hergehenden; die Bewegung ist also eine gleichförmig verzögerte, 
und zwar ist die Verzögerung g gleich der Beschleunigung des 
freien Falles. 

Folgerung: Da die Wege der einzelnen Sekunden immer kleiner 
werden, der Körper sich also immer langsamer hewegt, so muss einmal ein 
Zeitpunkt eintreten, wo die Bewegung ganz aufhört, d. h. wo der Körper 
zur Buhe kommt. Weil aber die Schwerkraft auch dann noch auf den 
Körper wirkt, ohne durch eine Gegenkraft aufgehoben zu werden, so muss 
der Körper wieder fallen. Ist T die Anzahl der Sekunden, nach welcher 
der Körper zur Ruhe kommt, so fällt er in der (T -|- 1) ten Sekunde 
wieder und zwar durch den Weg ig. Da aber diese Bewegung eine der 
vorigen entgegengesetzte Richtung hat, so können wir den Lagengegensatz 
durch einen Zeiche^ngegensatz ausdrücken, den Fallraum der (T-^ 1) ten 
Sekunde also gleich — ig setzen. 

Nach 2) wäre aber dieser Weg auch 

' v — ig[2{T^l) — l]=v — ig{2T^l), 
daher ist 

v-ig(2T-]-l)=—ig, 

V 

woraus T = — .... 3) 

9 
folgt. Zu diesem Resultate können wir aber auch noch auf anderem Wege 

gelangen, indem wir nämlich zunächst die Geschwindigkeit zur Zeit t be- 
rechnen. 

Hörte die Schwerkraft am Ende der rten Sekunde auf, so würde die 
Bewegung dieselbe bleiben wie im letzten Momente vorher, d. h. im ^nten 

Momente, in welchem, wie oben gezeigt wurde, der Weg I niw\ 

durchlaufen wird. Der Weg in jedem Momente der (T-j- l)ten und ebenso 
der folgenden Sekunden würde also ebensoviel betragen, daher der Weg 

der ganzen {T -j- 1) ten Sekunde, d. h. die Geschwindigkeit nach 

T Sekunden 

/v 
V = lim w ( nitv = lim (v — t . n^w) für w = od , 

d. i. nach § 6 Nr. 4. 

F = V — gt . . , . 4:). 

Die Geschwindigkeit ist also auch gerade so gross, als wenn zuerst die 
Stosskraft und dann die Schwerkraft gewirkt hätte. 

Folgerung aus 4). Der Körper kommt zur Ruhe, wenn seine Ge- 
schwindigkeit gleich Null wird. Setzen wir daher in 4) F = und T 
statt t, so haben wir 

= v — gT, also T = ~me in 3). 
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I 

Eliminiren wir t aus 1) und 4), indem wir den aus 4) berechneten 
Werth von t in 1) einsetzen, so erhalten wir nach einigen leichten Um- 
formungen 

V = l/v^ä — 2^^ = /v» — w» 4a) 

wenn die durch die alleinige Wirkung der Schwerkraft auf dem Wege s 

vom Körper erlangte Geschwindigkeit f/2 g s mit tu bezeichnet wird. 

Die Höhe Ä, welche der Körper überhaupt erreicht, erhalten 

V 

wir aus 1), wenn wir darin T = — statt t setzen, nämlich 

' g 

H= 5) 

Fällt der Körper durch die Höhe H wieder zu Boden, so erlangt er 
am Boden nach § 7 Nr. 1 die Geschwindigkeit 



i;' = |/2^Ä =y2g.^- = v. 



d. h. Der Körper kommt mit derselben Geschwindigkeit am Boden 
wieder an, mit welcher er aufgestiegen ist. Auch die zum Zurück- 
fallen erforderliche Zeit ist gleich der zum Aufsteigen er- 
forderlichen Zeit. Ist nämlich die Fallzeit /i, so ist nach § 7 Nr. 1 



folglich ,= l/2Z=l/l^ = ^=r. 

f g f 2g^ g 

AnmerkuQgl. Durch den Luftwiderstand wird die Fallzeit etwas veigrösseTt 
und die Endgeschwindigkeit am Boden verringert, so dass also auch die Wirkung 
des herabfallenden Körpers am Boden eine geringere ist ^als bei dem AuÜBteigen. 
(Regentropfen fallen fast ganz gleichförmig; vgl. § 16). 

Anmerkung 2. Wäre der Körper vollkommen elastisch, so würde er, am 
Boden angekommen, mit der Geschwindigkeit v wieder reflectirt werden und in 
Folge dessen wieder bis zur Höhe H aufsteigen, dann wieder zurückfallen u. s. w. 
(perpetunm mobile). 

Das letzte Gesetz von der Gleichheit der Geschwindigkeiten ist noch 
einer Erweiterung fähig. Ist nämlich der Körper bei dem Zurückfallen in 
derselben Höhe .s wieder angelangt, in welcher er sich bei dem Aufsteigen 
zur Zeit t befand, so hat er die Strecke H — s durchfallen, also die Ge- 
schwindigkeit 

Vi = \/2g(H—s). 

Setzt man hierin H = - und s = vi — igt^, 
so ist 

Fl = y2g jlj — ^^+ iff^'} = /«'— 2^^^ + ?'^' 

= V — gt = V 

d. h. der Körper hat in einem bestimmten Punkte seiner Bahn 
bei dem Zurückfallen dieselbe Geschwindigkeit, welche er in 
diesem Punkte bei dem Aufsteigen hatte. 



1 
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II. Der vertikal abwärts gerichtete Wurf. 

Wirkt die Momentankraft gerade so wie die Schwerkraft vertikal ab- 
wärts, so führt eine Betrachtung, welche der in I am Anfange dieses § 
Yöllig analog ist, zu der Formel fftr den Weg in t Sekunden 

s=^vi-j-\gi* 6) 

worin V die durch die Momentankraft hervorgebrachte Anfangsgeschwindig- 
keit und g die Beschlennigang des freien FaUs bedeutet. Ebenso erhalten 
wir ftr den Weg der tten Sekunde 

<j «« v + 1^ (2r — 1) 7), 

also für die erste, zweite, dritte etc. Sekunde: 



Ol — V -^ 


-y 


Ö» =» 1? -^ 


-y 


Ö» = V - 


- \g etc. 



Die Wege der einzelnen Sekunden nehmen immer um g zu. Die Be- 
wegung ist also eine gleichförmig beschleunigte mit einer Be- 
&ebleunigung gleich der des freien Falls. 

Für die Geschwindigkeit zur Zeit t erhalten wir in analoger Weise 
^*w Nr. 4) die Formel: 

r =v-\' gt 8), 

worang folgt, dass der Körper nie zur Ruhe kommt, da stets V > ist. 

Anmerkung 1. Eliminiren wir aus 6) und 8) t, indem wir den 
aoB 8) berechneten Werth von t in 6) einsetzen, so erhalten wir nach 
einigen Umformungen 

V = (/v^ -f- 2gs = j/v» -j- rv^ . . . . öa) 

wenn w wieder, wie in 4a) die in Folge der Wirkung der Schwerkraft 

allein auf dem Wege s von dem Körper erlangte Geschwindigkeit (y2gs) 
bedeutet. 

Die in E, F und C (Fig 5) bei dem Falle auf der gebrochenen Linie ADEFG 
erlanj^en Geschwindigkeiten lassen sich nnn auch mit Beracksichtigang des Ge- 
schwindigkeitsverlustes in . diesen Pnnkten berechnen. Es war nämlich die (*e- 
achwindigkeit in D gleich Dginn v^ cos (p. Durch den Fall auf BE wird in E 

die Geschwindigkeit V^g .B^E^ erlangt, daher ist nach Sa) die wirkliche Geschwin- 
digkeit in -E7 

t?a = Yv^ COS y'T^^« I>iEx =^ V^g . ABl . cos ^* + 2^ . BxEt. 

Die Anfangsgeschwindij?keit auf der schiefen Ebene EF ist in E gleich v^ cos tp^t 
die durch den Fall auf EF in F erlangte Geschwindigkeit ist 

= y2g,E,Fi, 
folglich die wirkliche Geschwindigkeit in F-. 

fj ^/V cos ^1« + 2g . E^F^ = y~{2g.ADi . cos ^« + 2^1 . B^E^) cos ^j« + 2g . E~F^ 
Ebenso ergibt sich als Geschwindigkeit in (7: 

t74 = y2f. }/[(J^i cos ^» + B^E^) cos ^1« + E^F^] cos ^a« + I\B7 
Pur y = ^j = ^j :=: wird hieraus 

t?4 ^ VW' }/35rTÄÄT^^r+^^ — V2g . AB. 



Änmei'kuDg 2. Würde nach t", &\m von demjenigen Punkte der 
Bahn, für welchen V ^ - v -\- gt ist, der Körper wieder aurück, also vertikal 
aufwarte geworfen und zwar mit dieeer selben Geschwindigkeit ^, so würde 
er nach (" die Geschwindigkeit F' ^- Y — y( = ^ nnj ^jg Höhe S ^ ^t 
— ^3'^ ^ (" "h ?') ' — i?'^ ^^ "' H~ i?'* erreicht haben, d, h. er wurde 
am Ausgangspunkte wieder angelangt sein und dort die Anfangsgeschwin- 
digkeit haben. 

Anmerkung lu I und IT. Dass sämmtliche Gesetze in 1 und II anch gelten, 
wenn statt der Schwerkraft eine andere konstante stetige Kraft wirkt, wenn nur ' 
die Richtung derselben und die Richtung der Stosskraft in dieselbe Gerade falleu, 
folgt ohne Weiteres aus dem Gange der Ehitwickelnng. Für die Beschleonignng g, 
welche die Schwerkraft hervorbringt, hat man dann natürlich in den Formeln die 
durch die neae beschleunigende Kraft hervorgebrachte Beschleuuigang zn setzen. 
Zugleich ist klar, dass die Gerade, in welcher beide Kräfte wirken, und in welcher 
daher auch die Bewegung erfolgt, nicht vertikal zu sein braucht (wie z. B. bei der 
Bewegung eines Körpers auf einer schiefen Ebene aufwärts). 

III. Der horizontale Wntf entsteht durch das Zusammenwirken 

der Schwerkraft mit einer horizontal gerichteten Momentankraft. Ertbeilt 

die letztere dem Körper eine Gesehwindigkeit 

gleich V Meter, so würde er in jedem Momente 

den Weg — Meter durchlaufen*), im ersten 
Momente also vom Anfangspunkte der Be- 
wegung bis L gelangen, wenn OL -= ist 

(Fig. 9). Da aber die Schwerkraft, wenn sie 

allein wirkte, den Körper um die Strecke w 

(s. % ß) vertikal herabzöge, so bewegt er sich 

'^" ■ ■ durch die Diagonale OA des aus OR =^ w 

und OL — — konstruirten Parallelogramms OLAR. Im zweiten Momente 

würde der Körper in Folge seiner Trägheit in der Richtung OA die gleiche 
Strecke AAi durchlaufen; bei gleichzeitigem Wirken der Schwerkraft, welche 
ihn wieder um ni ^^ AR\ vertikal herabzieht, bewegt er sich durch die 
Diagonale AB des Parallelogramms AAiBRi n. s. f., im dritten Momente 
von B nach C, wenn £C die Diagonale des Parallelogramms BBiCRi, wo 
BBi =^ AB nnd BEi — n> ist. 

Die Bahn ist also nicht geradlinig, aondei-n eine gebrochene Linie 
{OABC), welche bei dem Uebergange zur stetigen Wirkung der Schwer- 
kraft, wobei n ^ cc, also n>, und — nnendlich klein werden, in eine 

krumme Linie übergeht, indem die Diagonalen OA, AB, BC dann ebenfalls 
unendlich klein werden. Da AB > AAi d. h. AB > OA, ferner BC > BBy 
oder BC > AB ist, da also OA < AB < BC, so ist die Bewegung eine 
besclileunigte. Verlängern wir BA\ und CB\ bis zum Durchschnitt mit 
OL in M resp. iV, dann ist, weil AAi = OA ist, auch LM = OL, also 

OM - ^;, 

*) n ist wieder die Anzahl der Momeote jeder Sekunde. 



ferner, weit BBi = AB igt, »ach J«N = LM, also Oli = ^, 

folglich smEnde der rteu Sekunde oder des nften Homentee Or=J^^^vl 

wenn V der FuBspankt des Lote« ist, welches von dem Orte des Körpers 
nach r Sekunden auf die Horizontale gefUlt wird. 

Weil femer 
OZ : OJV: ONl 

1; 2 . 3 c = LA : MAt : XAt, (wo^g Dnrcfasehnittspnnkt von^^i und JVC 
ist), BO folgt . . , 

MAi ==. 2m, NA» — Zw. 
Ebenso folgt ans 

AA-iiAAt I V D ^ D 

1:2 < ~ AiBiAiBi, 

dasB AiBi = 2tv ist. Bezeichnen wir die Abstände der Punkte ABC von 
der Horizontalen am Ende des ersten, zweiten, dritten etc. Moments mit 
xi xa Xi . . ., so haben wir 

lEi =» iJi «=• nt, 

u. s, w. 
Am Ende des n/ten Moments oder der 
ersten /Sekunden ist also der Abstand des- 
jenigen Punktes der Bahn, in dem sich der 
Körper dann befindet, von der Horizontalen 

j; = w-f2w-|-3n'-|-...-f- "^, 

also für M = 00 X = \gt\ 
Befiindet sich der Körper nach t" etwa 
in P (Flg. 10), so sind also seine AbstÄnde von 
der durch den Anfangspunkt der Bewegung "^' !"■ 

gelegten Horizontalen Y und der Vertikalen OX resp. 
PT=x = itgt^ , 

PX -~ OF=ff =. vt\ ' 

d. h. Bei dem horizontalen Wnrf entfernt sich der Körper in 
horizontaler Richtung so weit von seiner Anfangelage, als wenn 
ihn die Stoaskraft allein getrieben hätte, sinkt dabei aber 
unter die Horizontale so weit, als wenn die Schwerkraft allein 
auf ihq gewirkt hätte. 

Änmerknng. Dieser Satz enthält wieder eine Beatätigaog des schon mehrfach 
erwähnten Satzes, daas zwei Eräfte dieselhe Wirkung haben, oh sie gleichzeitig 
oder nach einander wirken. Hätten wir diesen Satz wie in 1 dieses § %r die ge- 
radlinige Bewegung, so auch fQr die krammlinige Bewegung vorausgesetzt, so wären 
wir ohne Weiteres zu den Formeln 9) gelangt. 

Die Lage des Punktes P der Bahn wird stets dui-cli seine Abstände 
X und y von den durch gelegten Axen Y und OX bestimmt und zwar 
nennt man x die Äbscisse, y die Ordinate des Punktes P, beide Grössen 
zusammen die Koordinaten von P. 



ElimiDiren wir »na beiden Formeln in 9) die Zeit ', indem wir die 
zweite qnadiiren und dann beide Gleichnngen dlvidiren, so erhalten wir 

£._X,<^„._i. ,...., 10) 

(die BOgenannte Gleichnng der krummlinigen Bahn). 

Für irgend einen andern Punkt Pi der Bahn (Fig. 10), desaen Koor- 
dinaten :ri yi sind, Wäre ebenso 

daher a::ici^y':yi', .. 11) 
d, h. die krummlinige 
Bahn hat die Eigen- 
schaft, dasa sich die 
Abscissen zweier be- 
liebigen PTinkte wie 
die Quadrate ihrer Or- 
dinaten verhalten. Eine 
krumme Linie, welcher dieae 
Eigenschaft zukommt, sennt 
man eine Parabel, 

Der Punkt 0, durch 

welchen die Axen gehen, 

auf welche die Koordinaten 

bezogen sind, heiaat der 

pj„ jj Scheitel, die VertdkaleOA^ 

die Axe der Parabel. 

Bei dem horizontalen Wurf ist also die Bahn eine Pftsbel, 

deren Scheitel der Anfangspunkt der Bewegung, und deren 

Ase die dnrch den Anfangspunkt gehende Vertikale ist. 

IV. Der schiefe Wurf. 

Denken wir uns durch den Anfangspunkt 

der Bewegung eine horizontale und eine 

vertikale Ase gelegt (Fig. 11) 07 resp. OX, 

so wollen wir annehmen, dass die Richtung 

der Stoss- oder Wurfkraft, welche ansser der 

Schwerkraft noch auf den KSrper wirkt, mit der 

Horizontalen den Winkel a, den sog. Eleva- 

Pi_ 12. tlonawinkel bildet, so dass sich der Körper 

in Folge dieser Wirkung in der Kichtung OZnai 

zwar mit der gegebenen Geschwindigkeit v, der sog. Anfangsgeschwindigkeit, 

bewegen würde. Denken wir uns » auf OV projicirt (Fig. 12)*), so möge 

die Projection OQi mit *, das Projectionelot ZiQi mit A bezeichnet werden, 

so dass also 

s =vcoBa i J2) 

A ^ » sm ß 1 ' 

alao beide Grössen als bekannt zu betrachten sind. 



■) Fig. IS iat in kleinerem HaHasstabe koDstnirt ah Fig. 11. 
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Durch die WirkuDg der Stosskraft gelangt der Körper im ersten Mo^ 

V 

mente durch die Strecke -^ = OL (Fig. 11), durch die Schwerkraft wird 
er in derselben Zeit um w ^i^ OR vertikal herabgezogen; er bewegt sich 

V 

also dnrch die Diagonale OA des aus — und w koustmirten Parallelo- 
gramms OLAR, Sind AA\ «= OA und ARi «= tv die dnrch das Beharrungs- 
vermögen resp. die Schwerkraft im zweiten Momente erzengten Wege, so 
ist AB d. h. die Diagonale des aus AAx und AR\ konstrnirten Parallelo^ 
gramms AA\BR\ der Weg des zweiten , ferner BC der Weg des dritten 
Moments, wenn nämlich BB\ = AB^ BRi = w und BBiCR% ein Parallelo- 
gramm ist, n. s. f. 

Die Bahn des Körpers ist also OABC d. i. eine gebrochene Linie, 
welche jedoch, wenn wir die Momente, also auch die in denselben durch- 
laufenen Wege. wieder unendlich klein annehmen, in eine krumme Linie 
übergeht Da ferner AB < AAi d. h. < OA, ebenso 8C < BBi d. h. < AB 
ist, weil die Winkel ABA\ und BCB\ stumpfe sind, so haben wir OA > AB 
> BC d. h. die Bewegung ist eine verzögerte, so lange die Er- 
hebnng des Körpers über die Horizontale grösser wird, d. h. so 
lange der Körper steigt. 

Verlängern wir nun LA^ AiBj B\C bis zum Durchschnitt mit OZ in 
Xj liy V und die beiden letzten Linien auch bis zum Durchschnitt mit OZ 
in M und iV, so ist 

OL = ZJIf, weil OA = AAi und AL \\ MAi^ 
LM= MN, weil AB = BBi und LA || MB || NBi, 
U.S. f. 
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Denken wir uns demnach (Fig. 12) durch den Punkt P der Bahn, in 
Welchem sich der Körper nach nt Momenten oder t Sekunden befindet, 
PQ 1, OY gezogen und PQ bis zum Durchschnitt mit OZ in Z verlängert, 

so ist 

ntv> 
OZ = — = vt, OQ = st und ZQ = ht. 
n 

Da femer (P'ig. 11) AL = OR = w =^ AiB = BiC^ so ist 

AiM =^ 2w, AiN= 3w, AsBi = 2fP, 

(^s ist der Durchschnittspunkt von AAi mit NC)y folglich der Abstand 
des Körpers von dem vertikal darüber liegenden Punkte auf OZ am Ende 

C* 
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4e8 enten Moments ÄL = w 
„ üweiten „ BM — ro -I- 2» 
„ dritten „ CJV => w -f äff + 3w 

„ölten „ oaer nach (Sekunden (Fig. 12} PZ = w -\- 'in> -\- %«/ 
+ . . . + n/tü = \gt* (für n = oo ), 
folglich PQ ^ ZQ — ZP =^ ht — yi". 

Bei dem schiefen Wnjf entfernt sich der Körper in (Sekun- 
den in horizontalerRichtnngBOweit voniÄuBg»ngapunkte(Oß— »0, 
als wenn ihn die Wurfkraft allein getrieben hJltte; seine Er- 
hehnng ttber der Horiüontalen ist gleich der Differenz zwischen 
der Höhe [ht), zn weichet er durch die Wurfkraft allein gelangt 
wSre und dem Fallranme in tSekunden. (y^). 

AnmerkQDg. Hätten wir die beiden Kräfte nacli einander wirken lasBon, m 
wire der Körper dnroh die Stosskraft in f tob nach Z [Fig. 12) gelanfrt, «o 
OZ—vt iat, und dann in Folge der Wirkung der Schwerkraft von Z om ZP — ^gt* 
Kefallen. Wir wären aleo, da ans OZ^vl wfort OQ = st und Z<i = ht f6\gt, za 
demselben Besnltate gelangt. 



Fiif. 13^ 
Die beiden Strecken (Fig 13) 

= vt sin a — yt* \ 13) 

und öi> = y = *( ^ i!( cos ö I 
und gldch den Ahatähden des Punktes P von den beiden durch gelegten 
Azen Y und OX, also die Koordinaten des Punktes P, bezogen auf diese 
beiden Äxen; sie dienen wie bei dem horizontalen Wurf zur BestimmuDg 
des Ortes des Körpers zu einer gegebenen Zeit (. 

BUminiren wir aus den beiden Gleichungen 13) in ihrer ersten Form 
die Zeit (, indem wir aus der zweiten Oleichung ( ausrechnen und den er- 
haltenen Werth in die erste einsetzen, so erhalten wir 

»■-*5-te';.....H) 

d. i. die Gleichung der Bahn, bezogen auf die durch O gelegten Axen. 

Dm nun die Gestalt der Bahn zu beBtimmen, Bcblieasen wir folgender- 
maBBen. Soll der Körper wieder in der durch gehenden Horizontalen 
ankommen, oder, was dasselbe ist, soll die Bahn die Horizontale (ausser 
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in 0) noch einmal fichneiden, bo musfil x ^^ werden ^ dann folgt aber 
aus 13) 

— A^ — igt^ ^ t (h^ igt) 

2h 
und hieranß r = und h — +^^ = 0, also r «» — . Der Werth t — 

bezieht sich offenbar auf den Anfangspunkt der Bewegung, Air welchen 
ja auch o? =» ist, der zweite Werth von t auf den gesuchten Durchs 
Bchnittspunkt D der Bahn mit OV. 

Die Horizontale wird von dem Körper wieder erreicht nach 
der Zeit 

^_2A_2i^^ina^^ 

9 9 

Anmerkung. Wird /> T, z. B. /=- ^+rf; 80 wird 
X = h (T ^ S)— \g {J -^ 6Y =— h6 — yö* = — (Ärf + \g6% 

d. h. X wird negativ, hat also eine der früheren entgegengesetzte Lage, 
oder mit andern Worten, der Körper sinkt unter die Horizontale, und zwar 
um so mehr, je grösser rf, d. h. je grösser t wird. 

Um die Strecke OD zu berechnen, setzen wir den Werth von T statt 
t in die Formel y =s=z st ein. Wir erhalten 

» 

^« 2hs 2v^ sin a cos a v^ sin 2a 

OJJ = — = = .... 1d) 

9 9 9 

Halbiren wir OD in E und errichten in E das Lot EF bis zum Durch- 
schnitt mit der Bahn in F^ so ist nach 16) 

OE = ^^^--^^....ll) 
9 ^9 

und nach 14)^ wenn wir OE statt y, also EF statt x setzen: 

2g 2g 

Dieser Werth EF von x ist der grösste, welchen x überhaupt haben 
kann, d. h. F ist der höchste Punkt der Bahn; setzt man nämlich statt y 
einen grösseren oder kleineren Werth als OEy also z,^, y ^=^ OE ± £, und 
berechnet aus 14) den zugehörigen Werth von x, so ergibt sich 

d. h. o: < EF. Hieraus folgt zugleich, da sowohl ftir ^ »s 0^ -{- £, als 
auch ftir y = OE — £ d. h. in gleichen Abständen von E die Abscisse x 
denselben Werth hat, dass die Punkte der Bahn zu beiden Seiten von F 
symmetrisch liegen oder dass die Theile OF und FD der Bahn kon- 
gruent sind. 

Bei dem horizontalen Wurf waren die Koordinaten eines Punktes der 
Bahn auf 2 Azen bezogen, welche durch den Anfangspunkt, d. h. den 
höchsten Punkt der Bahn gelegt waren und nur unter dieser Voraus*^ 
Setzung galt das Qesetz von der Gleichheit des Verhältnisses der Abscissen 
und des der Quadrate der Ordini^ten. Wenn wir nun in ähnlicher Weise 
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durch den höchsten Punkt F der Bahn eine horizontale und eine vertikale 
Axe legen und die von P auf diese Axen gefällten Lote resp. g und t] nennen, 
80 haben wir zwischen de» alten und neuen Koordinaten von P offenbar 
folgende Beziehungen: 

x^EF^ g y^OE—rj\ . nachdem P auf OF oder FD liegt, 
oder «=: 0^ -f" ^ / 

Substituiren wir diese Werthe in die Gleichung 14), so wird daraus 
oder nach den gehörigen Vereinfachungen 

Hieraus folgt sofort, dass in Bezug auf die neuen Axen die Abscissen 
(g) den Quadraten der Ordinaten {rj^) proportional sind. 

Die Bahn ist daher eine Parabel, deren Scheitel der höchste 
Punkt der Bahn, und deren Axe die durch den höchsten Punkt 
gehende Vertikale ist. 

Anmerkung. Während bei dem horizontalen Wurf nur^ der eine 
Zweig einer Parabel (auf der einen Seite der Axe) durchlaufen wird, be- 
steht die Bahn bei dem schiefen Wurf aus beiden Parabel-Zweigen. 

Die Zeit, welche der Körper gebraucht, um von bis F zu gelangen, 
erhalten wir am Einfachsten aus der Formel y = stj indem wir darin 
y =^ OE setzen; der Werth, welchen t dann annimmt, heisse y, dann ist 
nach 17) 

OE = ' =sT% 
9 

folglich r' = — . Nun war die Zeit, in welcher. cUe ganze Bahn OFB 

Oh 

durchlaufen wird, nach 15) r= — , folglich r = ^J, d. h, der Körper 

gebraucht zum Durchlaufen beider Parabelzweige dieselbe Zeit. 

Wie wir oben gesehen haben, ist die Bewegung bis zum höchsten 
Punkte F der Bahn eine verzögerte, auf dem zweiten kongruenten Theile 
der Bahn (FD) muss sie daher eine beschleunigte sein. 

Anmerkung 1. Für a = 90^ fallt h mit v zusammen, während 

^=. wii^. In diesem Falle wii-d nach 18) EF = ^, T = ~. Wir 

erhalten daher wieder die Formeln, welche wir fQr die senkrecht aufwärts 
gerichtete Bewegung abgeleitet haben. 

Anmerkung 2. Die grösate Wurfweite für eine gegebene Anfangs* 
geschwindigkeit v erhalten ^r, indem wir untersuchen, if^ann 
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oder^ da g eine • konstante Orösse ist, wann Ä ^^ hs ein Maximam 
wird. Da 

2hs = 2Ä 

80 ist (Ä — sY = 1?« — 2A, also ^ — i [v* — (ä — *)«J 

und Aj also auch ^D erhält den grdssten Werth, wenn h — ^ =» 0; d. h. 
wenn A =* 5 oder ^^ a =» ib^ ist. Dasselbe ergibt sich auch trigono- 
metrisch. Da nämlich 

^« V* sin 2«^ 

war, so erhält Od den grössten Werth für 2a =« 90<> oder a «» 45^. 

Der grösste Werth von OD ist nun ~. Da die grösste bei der An- 

fangsgeschwindigkeit v in verlikaler Richtung zu erreichende Höhe _— be- 

trägt, so kann man also bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit höchstens 
doppelt so weit als hoch schiessen. 

Wäre z. B. t? ^500 m, so wäre die grösste Wurfweite 25000 m - 3V j Meilen, 
die grösste Höhe der Bahn 6250 m. 

Soll ein Punkt in der horizontalen Ebene im Abstände e vom Anfangspaukte 
getroffen werden bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit Vj so ergibt sich aus 16), 



la OD - e wird, 



sin .2a - ^. 



Hieraus folgt, dass der Punkt nur getroffen werden kann, weuu 

-, < 1 oder e < - 

»* g 

ist. Der Winkel 2« kann zweiWerthe baben, welcbe sich zu 180® erganzen. Be- 
zeichnen wir die entsprecb enden Werthe von « mit a^ und €t%, wo also o, r=90® — ct^ 
ist, so sei a^ < 45^ also etwa a^ —- 45« — y, folglich o, ^ 90» — (45<> — y) —- 45« + y. 
Diebeiden möglieben Riebtungen der Anfangsgeschwindigkeit Hefi^en also zu beiden 
Seiten der fliSbirungslinie des rechten Winkels XOY und bilden damit gleiche 
Winkel (y). 

Liegt der zu treffende Punkt f Met-er über der Horizontalen, so finden wir 
den Elevationswinkel a aus 14), indem wir x-^f, y ~e setzen. Wir erhalten als- 
dann nämlich 

oder mit Berücksichtigung von 12) 

woraus tg «r* — — tg a + — j- ^ 1 - - 0, 

flfc "^ ge^ 

also 



r« I /!?» 2rV 1 



folgt. Da tg a, also auch a wieder 2 Werthe hat, so kann der durch seine Koor- 
^naten e und f s^egebene Punkt im Allgemeinen auf 2 verschiedene Arten ge- 
troffen werden. (I'lacher Schuss und Bogenschuss). In dem besonderen Falle 
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Mlen die beiden Werthe tod tg a znummen, nnd wean 

-!l,_?^— KO oder v*<2v% + g*e\ 

so kann der gegebene Punkt Qberhaupt nicht mein getrofTen werden, da tg et dann 
imaginär wird. 

Die CentnlbeweguDg. 
8. 10. 
Eine Centralbewegang wird hervorgebracht durch eine stetige Kraft, 
deren Richtung bestSndig durch einen festen Pnnkt, das sog. Centrum, gebt, 
und dnrch eine Momentankraft, deren lUchtung nicht durch das Centrum 
geht. Wir wollen im Folgenden überall annehmen, daBS die stetige Eraft^ 
die sog. Centralkraft eine Anziehungskraft oder Attractionakraft ist, 
der «nzige Fall, welcher praktisches Inter- 
esse h&t. Die stetige Kraft konstant an- 
zunehmen ist nicht noth wendig. 

Ist A der Anfangspunkt der Bewegung 
(Fig. 14), das Centrum, also AO die 
Richtung der stetigen Kraft, femer AF die 
Richtung der Momentan kraft^ so sei AF der 
Weg, welchen der Körper in Folge der 
Wirkung der letzteren, femer AG der Weg, 
welchen der Körper in Folge der Wirkung 
der Centralkraft im eisten Moment') zurück- 
Fig. U. legen wüi-de, dann ist, wenn AFBG ein 

Parallelogramm, AB der Weg des ersten 
Moments, wenn beide Kräfte gleichzeitig wirken. Durch das Beharrungs- 
vermögen wflrde der Körper im zweiten Momente in der Richtung AS sich 
weiter bis B bewegen, wo BH ^ AB ist; ist daher BJ der in Folge der 
Wirkung der Centralkiaft im zweiten Moment durchlaufene Weg") nnd 
. BJCH ein Pai'allelogramm, so ist BC der wirklich durchlaufene Weg des 
zweiten Homentes. Ebenso Ergibt sich CB als Weg des dritten, BE als 
Weg des vierten Momentes, wenn CK ^ BC, DL ^ CD etc. ist. Die Bahn 
des Körpers ist also ABCBE, eine gebrochene Linie, welche, wenn die 
Momente, also auch die Wege in denselben, unendlich klein angenommen 
werden, in eine krumme Linie tibergeht. Diese Bahn kann je nach der 
Grösse und Veränderlichkeit der Centi-alkraft nnd nach der Richtung der 
Momentankraft sehr verschieden sein: eine Ellipse, ein Kreis, eine nicht 
geschlossene Kurve z. B. eine Spirale etc. 

Eine vom Centmm nach einem Punkte der Bahn gezogene Qerade 
(z, B. OA, OB, OC) nennt man Leitstrabi oder radiuB vector. 

Lehrsatz. Bei jeder Centralbewegang sind die in gleichen 
Zeiten von den Leitstrahlen durchlaufenen Flächenräume 
gleich. (Flächenaatz). 
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Beweis. VerbiBden wir mit A (Fig. 14) bo iit, wtil AB ^ BH, 
A ABO — A BOH, 
ferner, d» Cff || BO, A JOB^ — A BOC] 
folglich auch 

A ABO = A BOC. 
EbeDBO wttrde sich ergeben 

A BOC — A COD = A BOE, 
welches die von den Leitstrafalen in gleichen Zeiten, nämlich in den 
einseinen Momenten, darchUnfenen Fllchenrinme Bind. 

UmkehrnDg des FlkcbensatzeB. 

Wenn der von einem Pnnkte ansgehende L eitetrahl in 
gleichen Zeiten gleiche Flächen bcBchreibt, so ist die Bewegung 
eine Centralbewegnng, d. h. die stetige Kraft geht best&ndig 
darch diesen Punkt. 

Beweis. Wenn in Fig. 14 

A ^Ofi •= A OBC wäre 

nud Bff = AB der Weg ist, 

welcher in Folge des BeharrnngsTermSgens vom 

KSrper im Ewdten Momente dnrcblaafen werden 

wurde, BO ist, 

da auch A JOB =» A OBH ist; 
A OBff= OBC 
folgUch CH II OB. 

Wird daher noch CJ \\ Bff gezogen, wo / dei' Schnittpunkt auf OB iet, 
BD wüpe JBBC ein Parallelogramm, folglich BJ der Weg, welcher durch 
die Centralkraft im zweiten Momente hervorgebracht werden würde, Indem 
BC der wirklieh im zweiten Momente durchlaufene Weg ist. IHe Centralkraft 
wirkt also in der Richtung von BJ oder BO. 

Denken wir nns die Centralkraft AG (Flg. 15) in zwei Seitenkräfl« 
zerlegt, von denen die eine X in der Richtung der in A an die Bahn ge- 
zogenen Tangente, die andere Y in der darauf senkrechten Geraden oder 
in der sog. Normale, wirkt, bo nennt man die erstere Seitenkraft Tan gen- - 
tialkraft, die letztere Gentripetalkraft. Man sieht leicht ein, dasB die 
Centripetalhraft es ist, welche der Bahn die Krflmmnng ertheilt, weil ohne 
ihre Wirkung der Körper sich in der Richtong der Tangente, also gerad- 
linig bewegen wflrde. Die Tangente gibt flberhanpt die Richtung an, nach 
welcher in einem gegebentn Punkte der Bahn die Bewegung gerade ge- 
richtet ist 

Bei einer kreiBfQnnigen Centntlbewegung ist die Centripetalkraft offbn- 
bar gleich der Centralkraft, and die Tangentialkraft gleich Null, weil die ' 
Normale ein Radius der ki'eiBfSrmigen Bahn iBt. 

Der Eärper Betzt, da er in Folge seiner.Trägheitseine Bewegungsrichtnog 
beizubehalten strebt, von der Gentripetalkraft aber daran gehindert wird, 
derselben einen Widerstand entgegen, welcher nach dem Princip von der 
OleichheJt der Wirkung und Gegenwirkung gleich der Centripetalkraft an- 
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zunehmen ist. H»d oenDt diesen Widerstand dee Körpers Centrifugal- 
kraft oder Schwungkraft. Die Centrifagalki'aft ist keine Kraft, welche 
aof den Körper wirkt, (sie wQrde ja sonst die Centripetalkraft anfheben, 
so daee die Bewegung eine geradlinige wQi-de; ausseidem gehört zum Begriff 
der Er&ft eine äussere ausserhalb des Körpers liegende Ursache), sondern 
nnr die Beaction gegen die Centripetalkraft. (Wäre der Körper durch einen 
Faden mit dem Centrum verbunden, so würde die Centrifugalkraft sich dnrch 
die Spannung des Fadens äussern.) 

Die Centrifugalkraft ist gleich iitrd direkt entgegengesetzt 
der Centripetalkraft. 

Wir wollen nun im Folgenden Überall annehmen, dass die Gentriilbe- 
wegUDg eine kreisförmige und das Centrum der Mittelpunkt des Kreises 
iet, dann wirkt auch die Centiifugalkraft )n der Richtung des Radius, 
welcher zugleich Leitatrahl ist. 

Da in gleichen Zeiten von den Leitstrahlen gleiche Flächen, welche 
hier offenbar Sectoren sind, durchlaufen werden, so müssen auch die zu 
diesen Sectoren gehörigen Bogen gleich sein. 
Weil diese Bogen aber die Wege sind, welche 
der Körper in den gleichen Zeiten durchläuft, 
BD ist die Bewegung des Körpers auf 
dem Kreise eine gleichförmige. Man 
kann sich anch leicht davon überzeugen, dase 
die Centripetalkraft in diesem Falle 
eine konstante Kraft ist. 

Sind nämlich (Fig. 16} A uud ^i, zwei 

beliebige Punkte der Bahn, Are AB uud Are 

AiBi zwei in einem Momente durchlaufene 

(gldche) Wege,- femer AC und A^Cl die Tan- 

Fig. 16. genten in A und Ai, welche also die Bichtung 

der Bewegung in ■ diesen Punkten angeben, 

d. h. die Richtung, nach welcher sich der KOrper in Folge des Beharrungs- 

vei-mSgens bewegen würde, wenn in diesen Pnnkten die Centripetalkraft zu 

wirken aufhörte; sind endlich ABCD ovi AiJhSiCi Rechtecke, so sind AC 

und^iCi die in einem Momente inFolgedes Beharrnngsgesetzes, ADauäAilh 

die in einem Momente in Folge der in A und Ai wirkenden CentrJpetalkräfte 

durchlaufenen Wege. Da nun Are AB = Are -ijöi, also aach Sehne 

AB = AiBi und ^ OAB = ^ OAiBi (weil die Sectoren OAB und OA^Bt 

kongruent sind), so ist A ABB ^ A AiD^ßi, folglich AD = AiDi, die 

Centripetalkraft wirkt also in A und At, d, h. in jedem Momente gleich stark- 

Wir können nun auch die Grösse det Centripetalkraft K und damit 

anch die Grösse der Centriftigal kraft F bei der kreisförmigen Centralbe- 

wegung leicht berechnen. Für den iu einem Momente oder, wie wir jetEt 

sagen wollen, in einer unendlich kleinen Zeit t in Folge der Wirkung der 

(konstanten) Centralkraft A" durchlaufenen Weg AD (Fig. 16) erhalten wir 

nach § 6 

AD = ^rr* 1) 

worin y die Beschleunigung durch die Centripetalkraft beseicbnet. Wird die 
Geschwindigkeit der gleichförmigen Ceutralbewegung mit v bezeichnet, so iat 
der in der Zeit r wirklich durchlaufene unendlich kleine Bogen 
AB = VT 2) 
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Da nun 

AB^ = 2r . AD^ wenn AO = r 

und statt Are AB die Sehne Aß gesetzt wird^ so folgt aus 1) und 2) 

folglich 

V* =x r.y und / =« — .... 3). 



Ist m die Masse des Körpers, so ist nun 

LT ^^^ S\ 



r 



Weil nnn, wenn T die Umlaufszeit des Körpei-s bezeichnet, 

2jtr = vT, also v =; , 

so ergibt sich durch Substitution dieses Ausdrucks in 3) und 4) 

. r = jsT und i^ = ^;^ .... 5) 

womit zugleich auch em Ausdruck für die Centrifugalkraft gefunden ist. 

Folgerung. Die Centrifugalkraft ist proportional dem 
Radius der Bahn und der Masse des Körpers, umgekehrt pro- 
portional dem Quadrate der Umlaufszeit. 

Anmerkung 1. Der Weg, durch welchen die Centripetalkraft den Körper in 
der ersten Sekunde treiben würde, wenn sie allein wirkte, ist nach § 6 

Anmerkang 2. Fände die Gentralbewegung eines Körpers anf der Erdober- 
flache statt, und wäre G das Gewicht des E^rpers, so wäre G --^ m^, wenn g die 
Beschleuni^ng des freien Falls ist, also m =: Gig^ folglich 

in^rG 



K — 



9l> • 



In dieser Formel, muss r in Metern, T in Sekunden ausgedrückt sein, weil g in 
Metern ausgedrückt ist. {g = 0309). K resultirt in derselben Gewichtseinheit 
ansgedrückt wie G. (Vgl. die Aufgaben Nr. 8—13 in § 18). 



Anwendungen der Theorie der Centralbewegung* 

1) Anwendung auf die Rotation der Erde um ihre Axe. 

Jeder Körper auf der Erdoberfläche beschreibt in 24* Stunden einen 
Kreis um die Erdaxe, dessen Radius das Lot von dem Orte des Körpers 
auf die Erdaxe ist, also einen Parallel- oder Breitenkreis; die Bewegung 
des Körpers ist daher einä kreisförmige Centralbewegung. Hat der in A 



(Fig. 17) befiDdliche Körper die Maeee >») nDd ist AV » q der Radine dei 
zQ A gehörigen Pantllelkreises, T die Umlanfszeit der Erde, also T "- 24 * , 
eo iet die in A in der Verlftngening von ÜA wirksame Centriftegslkraft 

f_>i,;_i£^»....,) 

Da Q ftlr sämmtliche Orte eines Parallelkreises einen konstanten Werth bat, so 
ist aucb die Centrifugalkraft für alle Orte eines Parallelkreises 
konstant 

Ist r = AM der Erdradins, g) die geographlscbe Breite von A, so iet 
offenbar 

Q ^r cos fp, also nach 7) 

^« - i.' - ■"■''• r^." .... 8) 

Die Genti-ifngalkraft ist also proportional dem CosinuH der 

Breite. 

Hit wachsender Breite 9> nimmt cos g>, 
also auch F ab. FQr ^ = 90°, d. h. anf 
den Polen ist die Centrifugalkraft = 0, 
für 93 ^ 0, d. b. anf dem Aeqnator ist 

y_^....9) 

nnd dies ist dergi-össte Wertb, welchen /'haben 
kann. Am Aeqnator ist die Centrifugal- 
kraft am gröBsten. 

Durch die Centrifugalkraft erklärt sich 
Fig. 17. nnn auch die Abplattung der Erde an den 

Polen, wenn man annimmt, dass die Erde 
ursprünglich in einem llüs«gen oder doch weichen Znstande gewesen ist. 

Denken wir nns nämlich die Erde als ruhende Kugel, so wird jeder 
Kürper an der Oberfläche durch die Anziehungskraft der Erde oder die 
Schwerkraft gleich stark ai^drt^ nnd diese Aniiehnngskraft wirkt in derRichtnng 
nach dem Mittelpunkte der Erde, wie sieb weiter unten ergeben wird. Wir 
wollen diese Schwerkraft die wahre Schwerkraft nennen nnd mit G be- 
zeichnen, Wrd nun die Kngel in Rotation versetzt, so wird die wahre 
Schwerkraft durch die auftretende Centrifugalkraft beeinträchtigt Wenn 
die in A (F^g. 17) wirkende Centrifugalkraft AB in die Seitenkräfte A€, 
wirkend in der Richtung MA, und AD ± AM zerlegt wird, so wirkt AC 
offenbar der Kraft G direkt entgegen und hebt dieselbe theilweise anf. Die 
aus beiden Kräften resultirende sog. scheinbare Schwerkraft, welche wir 
auf der kugelförmigen Erde wirklich beobachten wOrdeu, ist also 

r = C — AC •-= 6 — AB. coB^, 
also nach 8] 

r-e- "''""^°" S'....m) 

und 

AC-G-r- *''"],°°' !^....W 
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d. h. die Differenz zwiaehen der wahren und scheinbaren 
Schwerkraft ist proportional dem Quadrate des Cosinus der 
Breite. 

An den Polen Wlt, da cos 9) =» wird, F mit G^ d. h, die scheinbare 
mit der wahren Schwerkraft zusammen; am Aequator ist die Differenz 
zwischen beiden am grössten. 

Am Aequator ist hiernach auch das Gewicht eines Körpers kleiner als in irgend 
einer Breite; diese Thatsache ist jedoch durch die gewöhnliche WM^e nicht za 
bestätigen, weil auch die dabei anzuwendenden Gewichte in demselben Yerhältnisse 
kleiner werden, wohl aber durch eine Federwage. 

Die Beschleunigung g durch die scheinbare Schwerkrafti für welche wir aus 10) 
nach Division durch m erhalten 

— =^9 "= öl — — . • . • 12), 

worin — die Beschleunigung durch die wahre Schwerkraft bedeutet, ist also auch 
am Aequator am kleinsten (nämlich = rfi~), ^° ^^° Polen am grdssten 

( = — j, oder ein Körper föUt am Aequator am langsamsten, au den Polen am 

schnellsten (mittelst des Pendels am leichtesten zu bestätigen, s. § 11 am Ende). 
Da der Umfang des Aequators 5400 geographische Meilen ä 7420,44 Meter, die 
ümhiufszeit der Erde 24 Stunden -= 8&fö0 Sekunden Stemzeit oder 86164 Se- 
kunden mittlere Zeit*) beträgt, so erhalten wir f&r die Verminderung der Be- 
schleunigung am Aequator durch die Centriftigalkraft : 

4Ä«r 2nr,2n 5400.7420,44.44 nnoo« üt 4. j qoq ir-ir 4. 
—^ ^= — ^ — = — gg^g., = 0,0339 Meter oder 33,9 Millimeter. 

Nun ist nach Sabine die Beschleunigung durch die scheinbare Schwerkraft amAe- 
qnator; bestimmt aus der Länge des Sekundenpendels (s. § 13) gleich 9,78 Meter, also 

die Beschleunigung durch die wahre Schwerkraft — = 9,78 + 0,0339 r= 9,8139 Meter, 
daher für die Breite q) 

^ — 9,8139 - 0,0839 cos y* ^9,78 + 0,0339 sin ^« ... . 13) 

Die Verminderung der Beschleunigung der wahren Schwerkraft am Aequator, 

nämlich 0,0339 beträgt ^ der Beschleunigung 9,8139. Da nun ^ = (j^)* ist , 

die Centrifu^alkraft aber mit dem Quadrate der Geschwindigkeit wächst (s. Nr. 4), 
so würde bei 17 mal schnellerer Umarehung der Erde die Centrifngalkraft am Ae- 
quator 17* = 289 mal grösser sein , sie wurde die Schwerkraft also ganz und gar 
auflteben; die Körper auf dem Aequator wurden sich also von der Erde zu ent- 
fernen beginnen und in den Weltraum geschleudert werden. 

Die Kraft AC (Fig 17), welche die Moleküle der Oberfläche vom 
Mittelpunkte der Erde zu entfernen strebt, wächst, wie wir ans 11) sehen, 
von den Polen nach dem Aequator hin und ist am Aequator am grössten. 
Sind also die Moleküle der Erde einmal leicht beweglich gewesen, so mussten 
sie dieser Kraft insofern folgen, als wirklich eine Entfernung derselben vom 
Mittelpunkt eintrat, welche in den Aequatorialgegenden am grössten war, mit 
der Breite aber geringer wurde. Der Aequatorialdurchmesser musste also zu-, 
der Polardurchmesser oder die Erdaxe aber abnehmen, d. h. die Erde musste 
sich an den Polen abplatten. Die Gestalt der Erde wurde, 'da der Axen- 



«) Ein Stemtag von 24^ ist gleich 28^ 56' 4,09'' mittlere Zeit. 
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schnitt nicht mehr ein EreiB; bosdern eine Ellipse war, die eines sogen. 
Eotationsellipso^fdes. 

Anmerkung 1. Die Kraft AD (Fig. 17) würde eine Drehung der 
Erde in der Richtung nach dem Aequator hin zur Folge haben. Da aber 
auf der südlichen Halbkugel in gleicher Breite eine gleiche Kraft die ent- 
gegengesetzte Wirkung hat, so kommt AD nicht zur Geltung. 

Anmerkung 2. Unter der Abplattung der Erde versteht man das 
Verhältniss {a — b):ay worin a der halbe Aequatorial-, b der halbe Polar- 

durchmesser ist. Dieses Verhältniss hat den Werth -^^ d. h. da aus 

a — b 1 



299 



die Gleichung h =^ a — — — - a 

^ 299 

folgt, so ist der Polarhalbmesser um ^ kleiner als der Aequatorialhalbmesser. 

Dasselbe gilt natürlich auch von den beiden Durchmessern. Der Unter- 
schied derselben beträgt nach Bessel nahezu 5f Meilen. 

Die Berechnnugeo, welche wir oben über die Beschleunigung auf der Erde an- 
gestellt haben, setzten yorans, dass die Erde trotz ihrer Rotation die Kugelgestalt 
behält. Berücksichtigen wir jedoch die Abplattung, so wird die Beschleunignng 
durch die Schwerkraft m höheren Breiten auch schon wegen der geringeren Entfernung 
vom Mittelpunkte der Erde, mit welcher die Stärke der Erdanziehung zunimmt, 
grösser sein als am Aequator. Die Abnahme der Beschleunigung beträgt am Ae- 
quator daher nicht ^^ sondern^ wie die Rechnung zeigt, wegen der Abplattung 

und in Folge der Centrifugalkraft -^ von der Beschleunigung an den Polen. Zur 

Berechnung der Beschleunigung.^ unter der Breite^ dient daher statt 13) die ge- 
nauere Formel: 

g =z 9,78 + 0,0508 . sin y« . . . . 13a) 

Anmerkung 3. Die Kraft AC nimmt nach 11) zu^ wenn die Um- 
laufszeit T abnimmt; daher wird auch die Abplattung mit der Verminderung 
der Umlaufszeit zunehmen. Der Jupiter hat z. B. nar eine Umlaufszeit von 
nicht ganz 10 Stunden, er ist aber auch sehr stark abgeplattet; sein Polar- 
durchmesser ist um 1^ kleiner als der Aequatorialdurchmesser. 

Anmerkung 4. Es mag noch erwähnt werden als Folge der Axendrehung 
der Erde die östliche Abweichung eines frei fällenden Körpers. Lässt man 
aus einer gegebenen Höbe (etwa von einem Thurme) einen Körper zur Erde fallen, 
so wird derselbe die Rotationsffeschwindi^eit um die Erdaxe, welche er an der Spitze 
des Thurmes hatte, auch während der Fallbewegung nach dem Beharrungsgesetze 
beibehalten. Da die Spitze des Thurmes aber wegen der grösseren in 24^ durch- 
laufenen Bahn schneller rotirt als der Fuss des fiiurmes, so wird der am Boden 
mit der grösseren Geschwindigkeit ankommende Körper dem Fusse des Thurmes 
bereits vorausgeeilt sein, also etwas östlich (weil die Erde sich von Westen nach 
Osten dreht) vom Thurme oder genauer von der durch den Ausgangspunkt der 
Fallbewegung gehenden Vertikalen niederfallen. Die Grösse dieser Abweiehnng 
wird ausser von der Fallhöhe abhängig sein von der Geschwindigkeit des Fusses 
des Thurmes, welche ihrerseits wieder von der geographischen Breite abhängt. 
Bei einem von Reich in Freiberg (Breite öO^' bV) angestellten Fallversuche betrug 
die Fallhöhe 158 5 Meter, die Abweichung 28,4 Millimeter. (Benzenberg's Ver- 
suche im Michaelisthurme zu Hamburg). Aus dem Vorhandensein der Östilchcn 
Abweichung kann man umgekehrt auf die Rotation der Erde um ihre Axe sehlisssen. 



— 47 — 

2) Anwendung auf die Bewegung der Planeten um die Sonne. 

Nachdem Nikolaus Kopernikus (1473 — 1543) seine Theorie des 
Planetensystems aufgestellt hatte, wonach die Erde und die übrigen Pla- 
neten sich in kreisförmigen Bahnen um dte Sonne bewegen, suchte 
Jobann Kepler (1571^-1630), ein Anhanger des Kopernikanischen Welt- 
systems, die von den Gegnern des Kopernikus, z.B. von dem dänischen Astro- 
nomen Tycho deBrahe^ dagegen angeführte Thatsache, dasg die auf Grund der 
Kopernikanischen Hypothese berechneten Planetenörter nicht mit den wirk- 
lich beobachteten übereinstimmten, durch eine Modifikation des Koperni- 
kanischen Systems zu erklären. Durch Kombination der Beobachtungen, 
welche Tycho besonders über die Bewegung des Mars, (dessen Bahn am 
Meisten von der Gestalt eines Kreises abweicht), angestellt hatte, gelangte 
Kepler zu folgenden 3 Gesetzen, welche nach ihm die Kepler'schen Ge- 
setze genannt werden: 

1. Die Planeten bewegen sich um die Sonne in elliptischen 
Bahnen; und zwar steht die Sonne in einem Brennpunkte der- 
selben. 

2^ Der radius vector einer Planetenbahn beschreibt in 
gleichen Zeiten gleiche Flächenräume. 

3. Die Quadrate der Umlaufszeiten zweier Planeten ver- 
halten sich zu einander wie die dritten Potenzen ihrer mittleren 
Entfernungen von der Sonne (welche, wie die Rechnung zeigt, gleich 
den grossen Halbaxen der Ellipsen sind). 

Diese Gesetze benutzte Isaak Newton (1643 — 1727), um sein Gesetz 
der allgemeinen Massenanziehung oder der Gravitation abzuleiten. 

Aus dem zweiten Gesetze folgt nämlich zunächst (wie am Anfange dieses 
§ bereits bewiesen ist), dass die auf den Planeten wirkende Kraft nach 
der Sonnig, dem Centrum der Centralbewegung, hin gerichtet ist. 

Obwohl die Bahnen Ellipsen sind, so weichen dieselben jedoch nur 
wenig von der Kreisgestalt ab. Nehmen wir daher an, wie es auch 
Newton that, die Bahnen wären Kreise, so werden unsere Resultate den 
für elliptische Bahnen geltenden ofifenbar sehr nahe kommen. 

Es seien nun r und ri die Radien der kreisförmigen Bahnen zweier Pla- 
neten von den Massen m und mi, T und Ti ihre Umlaufszeiten, G und Gi 
die Centripetalkräfte, welche von den beiden Planeten nach der Sonne hin 
gerichtet sind, so ist nach 5) 

G = — yä— und Gl = — ^Tä— , folglich 

rm nmi . 

Da nun nach dem dritten Kepler'schen Gesetze 

71^3 



also r* = 



ri' 



ist, so folgt durch Substitution dieses Werthes in 14) nach Aufhebung von 71 ^ 
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d. h. die bei der Centralbewegnng derPlaneten wirksamen Centri- 
petalkräfte oder, was dasselbe' ist^ die von der Sonne auf die 
Planeten ausgeübten Anziehungen verhalten sich direkt wie 
die Massen der Planeten und umgekehrt wie die Quadrate der 
Entfernungen der Planeten von der Sonne. 

Bezeichnet nun f die von der Sonne in der Einheit der Entfernung 
auf die Masseneinheit ausgeübte Anziehung^ so folgt aus 15), wenn ri == i 
und m\ = 1, also G\ == /* gesetzt wird, für die von der Sonne auf einen 
Planeten ausgeübte Anziehung: 

Da die Grösse f die von allen Masseneinheiten der Sonne ausgeübte An- 
ziehung darstellt, so ist f um so grösser, je mehr Masseneinheiten die 
Sonne enthält, oder, wenn M die Masse der Sonne bezeichnet, je grösser 
M ist, so dass also /*= aM gesetzt werden kann; wir haben alsdann 

(r = a r— .... 17) 

und der konstante Factor a ist, wie hieraus hervorgeht, der Werth, welchen 
G annimmt für ifcf =5= 1 = m und für r =» 1, d. h. ä ist die von einer 
Masseneinheit auf eine andere in der Einheit der Entfernung ausgeübte 
Anziehuhg. Die Anziehung der beiden Massen M und m ist nach dem 
Pnncip der Gleichheit -^von Wirkung und Gegenwirkung eine gegenseitige, 
und wir haben daher den Satz: 

Die Anziehung zweier Körper auf einander ist proportional 
dem Producte ihrer Massen und umgekehrt proportional dem 
Quadrate ihrer Entfernung. 

Die zwischen den Himmelskörpern nach diesem Gesetze wirkende Anziehung 
heisst auch Gravitation. Das Gravitationsgesetz, welches wir nur für den Fall 
kreisförmiger Planetenbahnen abgeleitet haben, würde sich anch für elliptische 
Bahnen mit Hülfe höherer Kechnung ans den Eepler^schen Gesetzen ergeben. 
Wenn man umgekehrt dieses Newton*sche Attractionsgesetz für die Gentralkraft 
einer Centralbewegnng zn Gründe legt, wie es Newton nach Ableitung desselben 
that) so erhält man bei der Berechnung der Bahn wiederum die Eeppler'schen Ge- 
setze; dabei ergibt sich zugleich, dass die Bahn nicht nur eine Elhpse, sondern 
auch eine Parabel, oder eine Hyperbel sein kann, jedenfalls aber ein Kegelschnitt 
sein muss. 

Durch die gegenseitige Anziehung der Planeten wird die Wirkung 
der Sonnenanziehung etwas modificirt, so dass die Planeten in ihren Bahnen 
sog. Störungen erleiden und daher nicht reine Ellipsen, sondern etwas 
davon abweichende, jedoch sehr verwickelte Kurven beschreiben, deren 
Berechnung zu den schwierigsten Problemen der höheren Mechanik gehört. 

Dass das zunächst nur für Himmelskörper geltende Attractionsgesetz 
fUr alle Massen gilt, ergab sich für Newton aus der Vergleichung der An- 
ziehung der Erde auf den Mond mit der Erdschwere, d. h. mit der An- 
ziehung der Erde auf eine Masse an ihrer Oberfläche. Die Beschleunigung 
durch die Centripetalkraft bei der (als kreisförmig angenommenen) Central- 
bewegnng des Mondes ist 
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4Ä»r 

worin r den Radius der Mondbahn oder den Abstand des Mondmittelpunktes 
vom Ei'dmittelpunkte, welcher gleich 60 Erdhalbmessern ist; und T die 
Umiaufszeit des Mondes bezeichnet^ welche gleich 27 Tagen 7^ 4a^ oder 
2360580 Sekunden beträgt. Durch Substitution der genannten Werthe in 
die Formel für gi erhält man, wenn q den Erdradius bezeichnet: 

4:t«.60o 2jrQ.eO,2jt 40 000 000 . 60 . 2:t ^^^„ ,, ^ 

Die Beschleunigung der Erdschwerkraft war 9,81 Meter an der Oberfläche 
der Erde, d. h. im abstände q vom Erdmittelpunkte. Wenn nun, wie Newton 
vermuthete, die Eidschwerkraft auch noch auf den Mond wirkte, also mit 
der allgemeinen Massenanziehung identisch wäre, so würde sie nach dem 
Attracdonsgesetz in der 60 mal grdssei'en Entfei*nnng 60^ mal kleiner sein, 
es würde also auch die durch sie erzeugte Beschleunigung in dieser Ent- 
fernung 

9 81 
g = ^^ = 0^002725 Meter 

betragen, so, dass also g =^ gx wäre, wenn wir von der kleinen, nur 
durch die nicht ganz genauen Werthe von r und T hervorgerufenen Differenz 
absehen. 

Die Schwerkraft, d. h. die Kraft, welclie einen Körper an 
der Erdoberfläche fallen macht, ist also identisch mit der Ora^ 
vitation, welche als Centripetalkraft die Mondbahn krümmt". 
Welches also auch die Massen zweier Körper sein mögen, es gilt stets das 
Newton'sche Attractionigeselz.. 

Jedes Molekül eines Körpera auf oder über der Erdoberfläche wird von allen 
Molekülen der Erde nach dem Newton'schen Gesetze angezogen, und das Gewicht des 
Moleküls*) ist offenbar die Resultirende aller dieser Anziebungskräfte, welche, wie 
eine einfache Betrachtung zeigt**), stets nach dem Mittelpunkte der Erde gerichtet 
ist. wenn man sich die Erde als homoeene oder wenigstens aus koncentrischen 
Schichten von gleichförmiger Dichtigkeit oestehende Kugel vorst.ellt. Hieraas folgt 
aber ohne Weiteres, dass wir die gesammte Anziehung aer Erde auf einen ausflier- 
halb derselben gelegenen materiellen Punkt uns als eine im Mittelpunkte der Esde «Ar 
greifende Kraft vorstellen können, welche, wie die freilich nicht elementare Bechnung 
zeigt, die Grosse 

hat, wo m die Masse der Erde, // die Masse des angezogenen Massenponktes be- 
zeichnet und a and q die frühere Bedeutung haben. Da also hiemach die Ge- 
sammtanziehung der Erde anf fx nnr von q abhängig ist, so folgt, dass die An- 
ziehung der Erde auf einen ansserhalb derselben befind*- 



*) d. i. die in der Statik § 2L „elementare Schwerkraft" (/) genannte Kraft. 
**) Alle Moleküle der Erde liegen um die Verbindungslinie aes Mittelpunktes mit 
dem angezogenen Punkte symmetrisch vertheilt. Je zwei in derselben durch iene 
Verbindungslinie gehenden Ebene in gleichen Abständen von dieser Verbindungslinie 
und von dem angezogenen Punkte liegende Molekäl« zieh^ den letzteren gleichstark 
an, geben also eine Resultirende, welche in jener Verbindungslinie wirkt, also durch 
den Kupelmittelpunkt geht. Die Resultirende afler dieser Resulfirenden geht dann 
aatfirlich auch durch deu Mittelpunkt der Kugel. 

D 
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liehen Massenpunkt gera«l^ so erfolgt, alswsnn die granze 
Masse der Erde in dem Mittelpunkte derselben yereinigt 
wäre. — Es mag noch erwähnt worden , aass die Gesammtwirknng der von den 
Molekülen einer fngelsohale avif einen inveihall) der Höhlung helieoig golegeaen 
Ponkir ausgeübten Anziehungskräfte gleich Null ist, wie ebenfalls nur durch nöhere 
Reehnimg gezeigt tr^tdlM kann. Auf ein«» innerhalb der EMe Ifegenden Pcmkt 
wirkt alfiio nnr noch (Me Maase^ walohe innarhalb einer dmek den Punkt g^^uäem 
mit der Erdohi^r^ehe kpiKentriaoheo ^iigeloberflilche l^gt» so das» «|i»8Qhw6rkf«ft 
mit der Annäherung dea angezogenen Punktes an den Eramittelpunkt abnimmit und 
in dem letzteren gleich Kuu ist. 

Zur Berechnung d&s Ao^iehnnf der Erde auf einen Massenpunkt in der Höhe h 
ü))es der ErdolMriäche haben wir, wenn §f und g die Beschleunigungen in dieser 
Höhe, resp. am Meeresspiegel sind: 

— j Temai^- 
9 

Hissigen, 

eine zur Reduction der beobachteten Beschleunigxing auf den Meeresspiegel sehr 
geeignete Formel. 

Mittelst der Fonnel für die Centnpetalkx^ft und mit Hülfe des At- 
tractionsgeBetzes ist man nun auch im Stande^ die Massen der Plan^iMi, 
welche Monde haben, mit der MaiHie der Sonne und daher außh unter 
einander zu vejrgleicben. Sind M, m^ fi die Massen der Sonne, der Eide 
nnd, des Mondes, E nnd r die Badien der Bahnen, T und t die Umlaafs- 
Zeiten der beiden letzten Körjuer,, so haben wir die Gleichungen 

aMm Ajt^Em , aM 4;r'Ä 

und 

amu ijc^ru 

Durch Division beider Gleichungen erhalten wir zur Vergleichung der Sonnen- 
nasse mit der Erdmasse die Formel 



9* 




ja 


am 




4jt^r 


r» 


™^ 


f2 



Ist ferner mi die Masse irgend eines Planeten, i^i der Abstand desselben 
von der Sonne, Ti die Umlaufszeit desselben, sind ausserdem fii n h die 
entsjurechenden Grössen für dnen Mond dieses Planeten, so ergibt sielt in 
derselben Weise: 

mi ri^Ji«' 
also 

wonach die Masse des Planeten, mit der Erdmasse verglichen werden kanji. 
Die Massen der PUneten, welche keinen Mond haben (Merkur, Temns) 



liBBen sich nnr aas den Störongen berechnen, welche üe in den Bahnen 

anderer Planeten herv^rbringcD. 

8«ttt man di« Diehtiekeit, das yolnmeD and die Haaw der Erde gleich eina, «> 
findet man die Dichtigkeit der Sonn«' oder diejenige eines Planeten , indem man 
dje Haase dnrch das ans dem Ihuchmener bereebnete Tolnmen difidirt; weil 
sätaReb , mnn ? and e die Volnmlna, D and d die Dichtigkeiten der Sonne und 
der Bkda b«d«aten: 



Mise Ib m^l, < 



In der folgenden Tabelle sind die Uueen, die Tolnmiaa und die Dichtigkeiten 
der Svdd« und der bekannteren Planeten (mit der Erde vcrglicbNi) zotamm engest eilt. 



Ivolnmen! Ma«« ^^1«- 



Sotme . . > 140»2& 
Merkur . ' 0,059 
Tenaa . ' 0,996 
Krde . . ; 1 



ToUmen Ifaase 



0^52 ' Hars. . 

1,225 ii Jnpiter 1491 

0,908 Satam. 773 

1 !| Uranna 86,5. 



Üeber daa apecifische Gewicht dieser HimmelakGrper inBetng anfWksi 
am Bude. 

Bndliub kann man aneb nocb die Bewhleneignng dnrch die ßchwerkial 
Sonne oder aof irgend einem Planeten leieht berechnen. IhtM die Masse, 
(oder des Flauetenl, P der Badio« deTselbeii, so ist die Anziehnng, welch 
Hasse ^ an der Oberfläche anageübt wird. 



und die Besehlennigiing durch diese Schwerkraft 



1 ist die M&Bie, f der Badini der Erde), 



S'-9^ pt - p." ^»l»« ff. =P . - ■ ^■ 

Setzt man fSr M:wt, q und F die Werthe, bo ergibt sich, wie *iel mal dia 
Schwetkr^ anf der Sonne oder dem Planeten die Schwerkraft aaf der Erde aber- 
trifii. In der folKenden Tabelle sind fllr die Planeten (Neptun ausgeuommeit) und 
die Sonne, sowie mr den Erdtnood die Wetthe dieses TielAicbeB nnd der FaUratu» 
der «rat«ii Sekunde Hg-i) nsammengeatellt. 
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1 



Uerkor . 
Venus 
Erde . . 
Erdmond 



138,8 Meter ' 
5,64 
4,46 
4,905 



Man . 

Saturn . 
Üranns . 



2,45 Meter 
12,61 , 
5,35 . 
5,15 , 



Dm mathematisolie FendeL 
8 II. 
Unter einem mathematischen oder eiufaclien Pendel versteht mua eiue 
gewichtBlose Linie, welche um einen ihrer Endpankte drebb« iet, und in 
deren anderem Endpunkte aicli ein (sohverer) materieller Pnnkt befindet. 
Der ScLwei-punkt eines mathematischen I^endels ist der materielle Punkt 
selbst, d&ber ist nach den Lehren der Statik das Pendel in Ruhe und zwar 
im stabiien Raheznstande, wenn der materielle Punkt vertikal unter dem 
Drehpunkt liegt. 

Kehmen wir nun an, das Pendel UA (Fig. 18) wäre aus seiner Ruhe- 
lage um den Winkel a herausgedreht, so dass es in die Lage US gekomnien 
iät. so wird der materielle Punkt B durch die vei-tikal abwärts wirkende 

Schwerkraft C (das Gewicht des PunktesJ 

afBcirt. Wird G in tlie beiden Seitenkräfte BD, 
wirkend in der Richtung ÜB und BC x ÜB 
zerlegt, so wird BI) durch den Widerstand 
des Punktes ü aufgehoben und BC treibt den 
Punkt B nach A zurück. Da bei dieser Be- 
wegung der Abstand des PnnkteB B von U 
konstant bleibt, so ist die Bahn BJ des 
Punktes B ein EreiaJi>ogen. Die treibende Kraft 
P t= BC lässt sich leicht dui-ch G, dnrcb die 
sog. Pendellänge ÜB und den sog. Ans- 
Bchlagswinkel a ausdrücken. Ziehen wir 
nämlicfa BE j. UA und bezeichnen BU mit l, 
BE mit A, so folgt, weilA BCGr^A ÜBE tat: 

y^^. jH BC-.BG = BE-.BV, 

d. h. />: G = A :/, also i* = ^ = «. sin a 1) 

und die Besclilennignng der Bew^ung ist in dem Punkte B 
7 =• 9- I = ? - 81« a .... 2) 

wenn ^ die Beschleunigung des freien Falls ist.' 

Da ntit der Annäherung des Punktes £ an ^ die Gtösse h oder auch a 
kleiner wird, so nimmt nach 1) die beschleunigende Kraft P ab, die Be- 
wegBBg ist daher zwar noeh immer eine hflichlennigte (well am Anfange 
jedes Momentes immer noch ein Stoss wirkt, der den W^ des vorher- 
gehenden Momentes vergrässert), allein keine gleichtSrmig beschleunigte. 

Ist Bi irgend ein Punkt zwischen dem Anfangspunkte S der Bewegung 
und der Ruhelage Ay ^ (p = AÜBi der zugehörige Ausscblagswinkel und 
Si£t ± UA, so ist die in Bi erlangte Geschwindigkeit v nach § 8 dieselbe, 
als wenn der materielle Pnnkt von /i in die durch Bi gehende Horizontal- 
ebene vertikal, d. h. als wenn er durch' die Strecke EEt gefallen wäre, also 

V = ^2g.EEu 



EEi = U^ -^ VE = /,co8 y — ; «18 o, 
folg'Iicfa 

V = Yigl (cos ifi — coa a) .... 3) 
Je kleiner tp, desto grösser wird cos y, also aneb u. Den gröasten 
Werth nimmt « an fflr ^ = 0, d. h. wenn da» Pendel in dev Vertikalen 
ankommt, nämlidi den Werth 



= )/20l (1 — cos «) = »/2y/ . 2 sin ^a» = 2 Bin ^y'gt 



■4) 



Da r > ist, so kann das Pendel in der vertikalen Lage nicht zur Rnhe 
kommen, sondern es rnnss seine Bewegung nach dem Beharningsgesetze mit 
der Anfangsgeschwindigkeit V fortsetzen. Weil nnn die Kraft P auf der 
andern Seite der Ter- 
tikaien bei dem Aus- 
schlagBwinkel ffi wii 
der den Werth P = 
C.Bin9>,alsoBnecessive 
dieselben Werthe an- 
nimmt wie auf der 
ersten Seite von UA; 
da dieselbe aber, wie 
dieKonstroction zeigt, 
nach A bin gerichtet 
ist, also in gleicher 
Weise verzögernd 
wirkt, als vorher be- 
schleunigend, so l&BSt 
sicIl von vomlierein 
erkennen, dass der 

materielle Pnnkt auf „. ^ 

der zweiten Seite der ^ *■ '* 

Vei-täkalen einen Bogen durchläuft, welcher gleich BA ist, d. b. dass der- 
selbe ebenso hoch steigt, als er vorher gefallen ist. 

Zu diesem letzten Resultat gelangen wir aocli auf folgende Weise. Denken wir 
uns den BoireD BA (Fig. 19) in n gleiche Theile getheilt , welche jedoch so klein 
sind, dass wir sie den ZQgehQrifcen Sehnen gleichsetzen können, und die Theilpnnkte 
zwischen B und A mit S, £,...£» ~ i, die Theile selbst mit l^ Xi . . . Xu 
bezeichnet; denken wir nss dann diese Theile noch fiber^ hinaus abgetragen bis 
zn den Punkten AiJL...Ait nai mit ft, ßt . . . fui bezeichnet, so nllden diese 
letzteren Sehnen schiefe Ebenen, welche den schiefen Ebenen In Xh — i.. . kongruent 
sind, d. h. mit denselben gleiche Lange und gleiche Neigung haben. In§9 naben 
wir gesehen, wenn ein Körper mit der am Ende seiner Falllwwegung erlangten Ge- 
ecbwindigkoit wieder znrSakgeworfen wird, dass er in derselben Zeit und mit der 
ADfanEtgesehwindigkeit am Anfangt — "" ■-■"-- 

hat der materielle Punkt desPende , ,. 

Sh ~ 1 hatte und durchläuft auch die schiefe Ebene u, n 
Xn durchlaufen wurde*). W3rde man den materiellen rar 



JA, nnd ÄBh — i Kongruent sind. 



— M — 

mit der in Bn ^ i erlangten Geschwindigkeit zuruckwerfon, so hatte :er vd Bn^i 
dieselbe Geschwindigkeit , welche er in diesem Punkte hatte, ehe er von Bn — i 
nach Bn — i fiel: da unn die sdrferfe Ebene Äj^ AjI^Bm — i £m — s ist, so hat 
anch der materielle Punkt, nachdem er die schiefe fibene At Ä^ durchlaufen, hi jis 
dieselbe Geschvrindigkeit , welche «r in J3m — s hatt9 und gebraucht zum Durch- 
laufen YonÄiA^ auch dieselbeZeit, welche er zum Durchfallen der schiefen Ebene jB» — % 
jBn — 1 gehrauchte« Schliessen wir so weiter,, so ist 4ie Geschwindigkeit in ^3 
gleich dor in Bn ^ s etc., also in ^n -^ 1 dieselbe wie in B^ und endlich ia Am 
dieselbe wie in B, d. h. gleich Null oder der materielle Punkt koiomt in An zur 
Buhe. Aus der Konstruction folgt aber arc AAn =B/rc AB. Zugleich enehen 
wir aus der vorstehenden Untersuchung, dass der Bogen AAm Auch in der- 
selben Zeit durchlaufen wird wie der Qa^«n AB. 

Hat d^B Pendel seine äuBserste Lage (JJAn ) auf der zweiten Seite der 
Tei*tikalen erreicht; so muse es wieder zuräckfallen uad die ganze vorige 
Bewegung (nur im entgegengesetzten Sinne) wiederholen, weil ^ AÜAn^^ 
^ ÄTJB = a ist; bis es wieder in die äusserste Lage (JJß) auf der ersten 
0^te der Vertikalen gelangt; es wird dann wieder znrfickfallen bis ÜAn u. s.f.; 
i, h. eine schwingende Bewegung um die Ruhelage VA machen , welche 
ins Unendliche fortdauern würde ; wenn nicht der Luftwiderstand und die 
Beibnng des Pendels am Aufhängepunkte verzögernd wirkten^ so daas das 
Pendel nicht ganz dieselbe Höhe auf der zweiten Seite der Vertikalen er- 
reicht; welche es auf der ersten hatte, wodurch die Schwingungen immer 
kleiner werden, bis das Pendel endlich in der Vertikalen zur Ruhe konamt 

Die Bewegung des Pendels von der Grenzlage auf der einen Seite der 
Vertikalen bis zur Grenzlage auf der andern Seite derselben heiöst eine 
Schwingung oder eine Oscillation; der Winkel, um welchen sich dabei 
das Pendel dreht (2a); lieisst die Amplitude der Schwingung oder die 
Schwingungsweite; die Zeit, welche zu einer Schwingung erforderlich 
faüt; heisst Schwingungsdauer. 

Anmerkuuff, Ein mathematisches Pendel lasst sich allerdings nicht herstellen, doch 
kann man wemgstens näherungsweise ein solches erhalten , wenn man an einem 
Faden eine kleine Engel von Blei oder Platin befestigt. Wie in § 13 gezeigt werden 
wird; ist dann der Abstand des Aufhängepunktes von dem Mittelpunkte der Kugel 
die Pendellänge und zwar um so genauer, je länger das Pendel und je kleiner die 
Engel ist. Mit einem solchen Pendel würde man also die folgenden Gesetze expe- 
rimentell begrün don können. 



Gesetze für die Schwingungsdauer, 

1. Die Schwiugungsdauer des Pendels ist unabhängig von 
der Materie und von der Masse des Pendolköl*pers. 

Ob der Pendelkörper von Eisen oder Holz, ob seine Masse mmal 
grösser oder kleiner gemacht wird, ist in Bezug auf die Schwingangsdauer 
gleichgültig. Dieser Satz, welcher «ui| yielfaiehen Beobachtungen abgeleitet 
ist, bestätigt nur das bereits in § 7 aufgestellte Gesete Ton der Uaabliäng^eit 
•der Fallgesetze von der Natur des fallenden Körpers, da die Bewegung des 
PendelkörperS; wie wir gesehen haben, weiter nichts als eine FaUbewegnng 
auf unendlich kleinen schiefen Ebenen ist. — Dass die Schwerkraft wirklich 
iauf alle Körper gl^icli wirkt und densetben daher dieselbe BesehlenBigaDg 
«rlbdit, ergibt sich a priori auch schon aus dem NewtonlEiohen Attraetions- 
besetze: 



dteSehvnfenlt, welah« «if dielfaMe (i wirkt, wtchg lO 

9* 

wo m die Hasse, q den R&dias der £rde, « eine BLOoMant« beieiohnet, 

ferner 

„ , amu , am 

(r = fig, »Uo — p ^ p^ und g ^ —. 

d. h. die BeBehlemigung g der Sohwerkraft iBt aBkbh&b^g voa ^, d. l 
von der Haase des angezogenen Körpers. 

Die Schwingnngadaiier eines mathematischen 
die Pendellänge I and äpa Ansichlagswinkel a n 
Änalyais aQsdrflcken, und zwar ergibt üch fUr dii 
Reilie: _ 

Je kleiner der ÄBsaehlagawinkel a ist, dest« 
die folgenden Glieder in det Klaromer, desto 
Scbwingungfldauer. Für biereichend kleine We 
sin \a* nnd die folgenden Poteaaea ren tin \c 
halten «la erste Nihernngsforaiel: 



'Vj{'++"°t«i-' 



Gew(hnUeb aetat man, aiugebend voa den Satie, dass die Sinua kleiner 
Winke) aicii wie die Wiibel selbst verbatten, also dass 
sin ^R : sin tt => ^.•. « ist: 



nsd «rbilt für T die gewahBlickere 
T-, ]/]{.+ 

Die gabräuchliolHte NSheruDgafi) 
Gvad dar Oenanigkeit beauftragen 
ftlr die nnälten Berechnangen jedoch 
nicht abersteigt, folgt ans 5), wenn 
noch veraiachläasigt: 



r_.j/I. 



.7)*) 



•) Fflr B = 20» ist (i^)*8in Joi^O.OOOia. Wählt man aUo inr Bweehnmig 
>oa 7dfe Fvrmal 6), aa b«ti6gt d« IWhIer nur etwa OflWlS vV l.i.i. tirl --Im 

g 

etwa noi (^0001 Sekund«! ß' ' = f™ m etwa 0^1 Sakonde. Bis *a a — ÄO* kann 
man also UBbedenklieh im formel 5) oder fi) anwenden, 

Für B — ö» ist i sin i«» = 0,000*757 ond «»r ain n* - 0,0004748. Wählt man 
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Legen wir diete Foraoel, mdem wir imniar aar Schwingusgen mitkltineii) 
Auseclil&ga Winkel {a = 4— 'd*') voraussetzen, den folgenden Untersuclinngen 
zu Grunde, bo ergibt sich aus derselben zunächst das wichtige Gesetz des 
IsochroniBmns kleiner Schwingungen. D& dann nämlich T vom Auaschlaga- 
ffiskel a g«wi unttbhängig ist, so folgt: 

Die Schwingnngen sind sämmtlich von gleicher D^ner, d. h. 
sie sind isochron. 

För ein Pendel von der Länge h) welches an demselben Orte der 
Erde schwingt wie l, folgt aus 7), da ff denselben Werth behäU: 






'1:1\ =)/ l:]/l ....8) 
d. h, die Schwingnngszeiten zweier Pendel 
verhalten sich za einander wie die Quadrat- 
wurzeln ans den Pendellängen. 

Stehen die Ungen dreier Pendel im VerhältniBs 1:4:9, 

so Teihalten «idi die SchwingnngBzeiten wie 1 : 2 : S, d. h. 

macht d&s dritte Pendel eine Scbwingang, soumctatgleicb- 

zeitig das erste 8, ias zweite 2 Schwingnngen, 

ADmerknne. Die beiden letzten Gesetze ergeben sich 

■ aacb direkt auf folgende Wei»e: 

Fig. 20. 1. Sind die Bogen BA and CA [Fig. 20) so klein, dass 

wir dieselben mit ihren Sahnen vertansebea kfinnen , so 

werden die Sehnen UA tind CA nnd daher auch die Bogen BA nnd CA von dem 

PendelkSrper in derselben Zeit durchfallen, wie der vertikale DarchmeBser At/jl, — 21 

In. g 8), Oh also ÜB oder UC die Anfangslage des Pendels ist, die halben 

Schwingangen BÜA resp, CUA nnd folglich auch 

die ganzen sind isochron. 

2. Sind ÜB =^ l nnd E/B, l, (Fig- 21) »wei 
Pandel von verBcbiedenei Län^e, für welche jedoch 
der Aasschlaga Winkel derselbe ist: ist ferner VA^A 
die Vertikale, sc denken wir ans vrio in Pig. 19 
^ BUA in n gleiche Theile getheilt, wodurch auch 
die Bogen BA nnd BfAi in n gleiche Theile getheilt 
werden, nnd nehmen n wo gross, daea wir die Boyen- 
theile den zagehörigen Sehnen gleichsetzen kSnnen. 
Die dnrcti die Sehnen gebildeten schiefen Ebenen 
haben, da sie parallel sind, gleiche Neignngswinkel 

nnd verhalten sieh wie die Radien, d. b. wie die 

Pig.21. Pendel längen ; wir haben daher, wenn « and s, 2 

entaprechende Sehnen, t der Nei^ngswinkel der- 
selben gegen die Horizontale, nnd ( und t] die Faltzeiten fQr diese Sehnen sind, 
nach g 8 



also zDi Bereohnnnf'Von Tdie Formet 71, so betragt der Fehler etwa 0,0005 n K — d. h. 

Ti^-jder berechneten Schwingnngszeit also für I^^lm etwa tuVt Sekunde, für _ 
I :-— 4 m etwa 0,001 Sekunde. ' Bis zn h" kann also die Formel 7) bei nicht zo langen 
Pendeln nnbedenkÜeb gebrancht werden. 



»'^■^ff an t.fi ■ ■ 

folglich t\s, t*:t,\ 
toner »-.s, - l ilj- 
also i;i,--(*:V 
nnd (:(,— |/i:|/J,. 
Ebenso erhalten wir fDr 3 andera enttprechende SehaeH 

<":<," — ytryt, etc., ' 

folglich ( + (' + (" + ...; i, + i,' + (," + ...-= |/ i : J/ /, 

d. h. ir:tr, — r:r, = ^'/":|^C, 

wenn J und T, di« Sdiwingan^MitaD der beiden Pendel bedenten. 
Ferner folgt aus 7) für S Orte der Erde vod 
oder in verachiedeBer Höbe über dun Meere, «d welche) 
darch die Schwerkraft ^ resp. gi Ut, wenn mim a 
gleicher Länge schwingen Iftsst: 

j,:^ = Ji*:r» a> 

Bezeichnen wir die Äntahl der Schwingungen in 
die Bog. SchwingDDgBE&hl mit n reep. rii, SO ist o 
1 l 

" = r' "' = rT' 

folglich auch 

g-ffi •== «*:ni* .... 10). 

Wir haben also den Satz: 

Die Beschleunigungen durch die Schwerkraft an 2 Orten 
der Erde von verschiedener Breite oder in verschiedener Höhe 
verhalten eich umgekehrt wie die Qnsdrate der Scbwingunge- 
zeiten oder direkt wie die Quadrate der Schwingungszahleu 
gleich langer Pendel. 

Das Pendel, welches in einer Sekunde eine Schwingung macht, nennt 
man Seknndenpendel; wird die Länge desselben mit L bezeichnet, so 
folgt ans T), da 7 den Werth 1" annimmt: 



1 — :ay—, folglich Z=^- nnd g = x*L . 



. 111. 



Kennt man also für einen Ort die Länge des Sekundenpendeta, so 
kann man dnrch Multiplikation derselben mit ji* die Beschleunigung durch 
die Schwerkraft für diesen Ort berechnen. Ans 11) folgt 

g:gi = l:Li .... 12), 

wenn In die Länge des SeknndenpendeU fflr einen andern Ort be- 
zeichnet 

Die Beschleunigungen dnrch die Schwerkraft an zwei 
Orten verhalten sich wie die Längen der Seknndenpendel. 

Anmerkung. Um die Länge L des Sekundenpendels zn bestimmen, 
bestimmt man die Anzahl n der Schwingungen eines Pendels von bekannter 



L&nge l, etwa in einer Miante. I>a du SeknndenpeDdel in dieser Zeit 
60 Schwingangen maebt, so haben wir tauib 8) 



l/i://«^:— oderi:/=n 



woraus üch L berecliuen läsBt Wäre dio BeobacbtangBzeit 1 Stande statt 

1 Minate, so iiätte man 3«Q0» statt 60* m setzen. 

Die beiden Sätze von dem Verbältnisse der BescbleuniguD^en bieten 

ein ansgeieicbneteB Mittel die Schwerkräfte an verBcbiedenen Orten der 

Erde zu vei^leicben. 

AIb der französische Aatronum Blcher i|n Jahre 1672 im Aoftraze der fran- 
iSsiachen Akademie eine Reise nach Cajenno {&' n. Bt.) nutchte, f&ni er, dass das 
Sekunden pendel seiner Ton Paris mitgenomtuBBen Uhr nicht mehr Sekanden Mhln^, 
indem die ühr täglich 2'/, Minuten za langsam nng; er mosete das Pendel am 
1,85 pariser Linien ^^=2,^ mm verkürzen nnd nach seiner BQcklnAir nach Paris am 
ebcmonel wieder vorläDgero, datirit die Dhr ihren riefati^ca Oaog behieH. Sioher soMorb 

I. hieraus, dase du Sckwerkiait am Aeqnator 
eine geringere Intensität liahe «U in Paria, und 
zwar mnsate die BeschlenoiguDg der Sctiwer- 
' kraft in dnnaeiban Verhältnisse abgenommen 
haben wie die Länge des Seknndenpeodels. (Vgl. 
§ 18, Aufgabe Nr. IT). 
3ei der Vergkichang der Sdcundenp^idel an 
verschiedenen Orten der Erde ereab sich sjÄter, 
dass die Beschlennigung dnrch die Schwerkraft 
□a(Ai dem AeqDBtorhin in stärkerem Yeihältnise 
abnimmt, als es dnrch die Wirkung der Centrifugalkraft allein der Fall wäre, 



Fig. 22. 



den nach 11) daiaug berechneten Wertb von g (reducirt anf den Meeresspiegel). 



Pol . 

Paris . 
Taritt . 
Aequatoi 



Ton den Trägheitamomentan. 
§ 12. 
Das Trägbeitsmoment ist fflr die Mass«; dasselbe , was das statische 
Moment für die Kraft war. Ist ein Körper um einen festen Punkt oder 
um eine feste Axe drehbar, so Käst sich eine daraaf wirkende Kraft, wie 
die Statik lehrt, ersetzen dnrcti eine andere in einer gegebenen grosseren 
oder geringeren Entfernung vom Drehpunkt wirkende Kraft, wenn nur das 
statische Moment in Bezug auf den Drehpunkt ungeändert bleibt. Die 
Hasse des Kdrpers bleibt bei dieser Varlegung des Angriftpunktea dw 
Kraft in ihrer Lage. Man kann nun offenbar auch die Gi-össe, Eiohtnog 
nnd La^ des Angriffspunktes der Kraft beibehalten und die Masse ver- 
legen, d. h. ^h fragen: Wenn anf die Hasse m, welche wir uns znnäcbst 
not als matariellen Funkt vorstellen, na Abatande l wn der Drebaxe C 
die KuH P wirkt (Flg. 33), dnmh welche Maiea im Abstände r von C läast 
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m etMtsen^ wemn die Wirkung der Erafk dieselbe bleiben, d. Ib irenii 
die neue Masse mi in derselben Zeit sich auch um denselben Winkel drehen 
soll wia V», oder w»nn die so^;. Wiakeigeschwiildi^keit'*') dieselbe bleiben 
•oll. Denkt man »eh P v^egt nach mi, so wäre für die in mi wirkende 
Kraft P* 

P'.r^P.l, 

P l 
also P* = — ^ .... 1). 

r 

Sind nnn $ resp. 6 die Bogen, welche in der Zeit t von beiden Massen 
m und mx durchlaufen werden, g und y die Beschleunigungen (oder, wenn 
die Bewegungen gleicfifonnig sind, dje Geschwindigkeiten), «o ist 



also 



femer 



folglich 



mgj P* == mir^ 



P />' 



m ' rrit 



P P' 

m mi 



so folgt 



Da aber wegen des gleichen Dreh winkeis 

P P 



oder nach 1) 



== /:r 
m mt 

P Pi ^ , r l^ 

— : ==/:r, also — = 

m riTii w rmt 

oder mir^ = ml^. 

Die Masse ^i muss also so gross angenommen werden, dass die Pro- 
ducte aus den Massen in die Quadrate üirer Abstände von der Drehaxc 
gleich sind. 

Das Product aus der Masse in, das Quadrat ihres Ab- 
Standes von der Drehaxe nennt man das TrägheitBmomcni'4er 
Masse. 

Das Trägheitsmoment ist also um so grösser, je grösser die Masse und der Ab- 
stand derselben yon der Dsehaxe ist. 

Eine gegebenoKralt ertheilt zweieiiMassea gleiche drehende 



*) Bei etser ^leiehföni^^en Drehung mn eine Ate ist der Drehwinkel in der 
Sekunde die Winkdgesch windigkeit , bei einer gleichförmig beschleunigten Prehune 
ist der Zuwachs des Drehwinkels in devi aufeinandarfol^eBoen Sekunden die Winkel- 
beschleunigung , welche gleich der Winkelgeschwindigkeit am Ende der ersten 
Sekunde ist. 




Bewegungen, wenn die ]i«BBeu gleiche Trägheitsmoment« be^ 
sitzen. 

Die BeseiebBosg TTSRheitemoineDt erklärt Bieb tterftaa, dass £« se^fceieiebDetfl 
Gräfife ala ein Hoasg der Trägheit Rogesehen wecden kann. !tet) näinKeh in A 
(Fig. 23) eine MasBeneinheit in dem ÄbstandB AC^l »on der DrebuBSsaie C 
und soll eine Kraft P eine Drelmng derselben wn den Winkel ^ in der Zeit t her- 
vorbringen, BO setzt die Masse 1 dieser Kraft in Folge ihrer Trägheit einen Wider- 
stand entgegen, welcher proportional der Hasse ist nnd als KinheitsTiderstiiDd an- 
genommen werden soll. Bleibt nan P in jU vri(bre»d in B die Hasse m sieb be- 
findet, so setzt anch m der Kraft P einen Widerstand entgegen. Ersetzen wir m 
in B dnrch m' in A, wo 

tn'.l'- mr', (r— CB) 
also m' mr* 
ist der Widerstand von i 

der Masse m' in A oder der Hasse tn in B, also ist anch 
das Trägheitsmoment mr* ein Haass der Trägheit von m, 
indem als Einheit die Trägheit der Hasse 1 im Ab- 
stände 1 »on C gewählt ist. 

Nicht nar dann, wenn ein ruhender Körner eine Drehnng 
Fig. 23. nm den Winkel ^ amiahnien soll, gilt die erwähnte Be> 

ziebnng zwischen Tiägheit nnd Trägheitsmoment, sondern 
anch wenn ein in Bewegung benndlicher Körper, welcher sich in der Zeit t nm 
den Winkel ^ dreht, seinen Bewegan^szu stand durch die Einwirkung der Kraft P 
ändern soll. I^ Schwangrad einer Maschine z. B. wird mn so träger sein, d. h. 
seinen Bewegangszuatand nm so leichter und länger beibehalten trotz der Beibnngs- 
widerstände, je grösser das Trägheitsmoment desselben ist; daher gibt man dem- 
selben einen möglichst grossen Badins nnd macbt die Masse des Umfanges mög- 
lichst gross. 

Wir b&ben die Massen n< und mi im Vorigen als materielle Punkte 
angenommen. Haben wir einen Körper 
d. h. ein System von matenellen Pnukten^ 
BO ist das Trägheitsmoment desselben in 
Bezog auf eine Axe' die Summe der TrSg- 
heitsmomente der materiellen Punkte in 
Bezug auf dieselbe Äxe, 

Uan kann hiemach nicht nur Kräfte, son- 
dern auch die Hassen, anf welche sie wirken, 
sämmtlich nach einem Punkte verlegen. 
Sollen z. B. die Massen m, m, m^ in den 
Abständen e, e, e, von der Drehangsaie C 
(Fig. 34) und die Kraft« P, P, P„ welche 
Fig. 24. auf die Hassen wirken , nach A ?eilwt 

werden, so erhalten wir zunächst bei der 
Verlegmig der Kräfte, wetiu CA = E gesetzt wird and die neuen Kräfte resp. mit 
Öl ö» ft bezeichnet werden, die Gleicnnngen: 

fi«! = Oi-E 1 \ Qt- P,e, : E 

P,e, ^ ös£ \ also i V, - P»e, : E 
Pi^ä = ft£ I I Ca -^ i*3e, : E 

Die Besiiltirende £ der in J wirkenden Kräfte Vi Vt Qt i^t 

Ebenao erbalten wir für die nacb^i verlegten Messen, welche dasalbatin^imM 
iibei^hen: 

m^^ = HtE* \ also f /d ^ m^,' : £* 



Die reanltireode HaaM in J. iat 

M. ^ + f*, + ^, ---(iit,e,' + »Kl' + '»»«)*):*■'- 
' Bit ChrflBM R : M=^ g ht <He BeiölrleimigTing der Bewegfong' des ganzen Siistems. 
Die BetechnoBg der Trfigbeitfimomente ist Im Allgemeinen nur mit 
Hülfe der Integralreehnang insfahrbar. Hat derKdrper eine einfacLe mathe- 
natisohe Form, so kaon nun in eiuelnen Fällen das Trägbeitamoment 
auch anf elementarem Wege finden. Wäre z. B. AB (Fig. 25) eine nm Ä 
drehbare Stange, deren Dicke im Verhittniss zur Lfinge l verschwindend 
klein ist, bo denken wir nns AB ^ / in n gleiche Th eile getheilt, wovon 
jeder die Läng« 6 und die Hasse n hat and nehmen zanScbst an, daaa 
dieae Hassen n in den Theilpnnkten von / koncentrirt wären, dann ist 

/ = nd und M= n{i . . . . 2) ^ 

jrenii M die Masse der ganzen Stange bedeutet. Berechnen wir das Träg- 
tieitsmoment unter den gemachten Vorausaetznngen und nehmen nachher n 
unendlich gro^, 6 und fi also anendlich ■ 
klein an, so erhalten wir das Triigheits- | 
moment fOr die wirkliche Lage der Hassen- 
theilchcQ auf AB. Nun ist das Trigheitsmon 

T=[/d' 4-//.(2f()* -^ II {3d)* - 
= ^<T»(1 f 4 f 9 + ... + 

•der nach der Lehre von den Quadratsahlen 

also nach 2), wenn wir /" statt d"«* und M statt nfi setzen und h ^ oo, 
also — ^ Ü werden lassen: 

T = iW» 3) 

d. h. das Trägheitsmoment eines Stabes, welcher um einen End- 
punkt drehbar ist, ist gleichdem dritten Theile des Trägheits- 
momentes eines ebenso langen Stabes, welcher gewichtslos ist, 
und Aessen ganze ebenso grosse Hasse im andern Endpunk;te 
koncentrirt ist. 

Ist der Stab nm eine durch die Mitte gehende Ase di'ehbar und jede 
Hälfte von der Hasse m und von der Länge /, so ist das Tragi leitsmoment 
fUr jede Hälfte des Stabes nach 3) 

7'] = \ml', 
also das Träghfiitemomehtjdes ganzen Stabes 

T = fml» =■ ^t^L* ' ■ ■ ■ i), 
wenu M die Masse, L di» Länge des güuzen Stabes bedeutet. (Vgl. g 18, 
Aufgabe Nr. 18). 

Es mag noch bemerkt werden;, daas das TTäghettamomeut einer prisiuatiscben 
Stange, deren Quaraclmitt ein Rechteck ist, und welche am eine durch den Schwer- 
pnnU gehende, einer Kante parallele Ate drehbar ist, den Warth 



bat, wenn M die Masse des Prümfts, a «nd i dlC det- iM aicbt parallelen Kaoten 
Bind. Wild eine dieser beides KmuUb , et«« b gegM di« «fde» TWMbwiadend 
klein, so ^ebt die Ponnel 5) in 4) über. 

Dm TrMttaeiteimnient einer botnograen nm den UiMelpsskt drebbaren Scheibe 
ist, wenn M die Huve, r den BadiuB der Sckeibe beceiohnet, 

r=tafr« .... 6) 

d- i. balb 80 groes, als wann die cknze Hasse der Schsiba in einem Fnakte det 
DinfaogeB loncentrirt wäre. Die Fonnel 6) gilt ancb Ar einen Kreiscjlinder mit 
- dem Radius r, wenn der Cylindei: am seibe Axe drebbar ist. 

Das TrägheitsilUinient einer am eine UtttelpraktsUe drebbafea Engel Ist 

r = ?JMr* 7), 

wenn Jf die Hasse, r deo Bad ins der Kugel beielcbnet. 

Das Trighdtsmoment eines Körpers liest lidt m^BtentheHB experi- 

inentell beetimmen. Ist eia Körper (E^g. 36) um V drehbar, und iririct in 

sante Kr«ft P auf denelben, wo 

la beksnnt ist, eo kann nran sich 

isBse »t, koncentrirt in A Torstenen, 

; P in Folge ihrer Trigheit denselben 

igensetit, welohe also dasselbe Träg- 

tzt wie der gegebene Körper. Wire 

bekannt, so wäre m.r* äa.» gesnchte 

Zur Bestimmung von m dient »bei- 

^eit V oder die Bescblennigiing g der 

• l^ig.'ät). Uewegnng dee fnnktes A, oder was dasselbe, -der Be- 

wegnng des Kwpers, indem 

P P 

m = , resp. m = -■■- 
V g 

ist. 

Das Trägheitsmoment der lEteisfÖrmigen Scbeibe an der Fallmascbine*) ergibt 
deb hienmch aabr einfach aaf fstgende Weise, Die bekaante Kraft p des TTcoer- 
gewichte ertheilt den gesammten Gewichten &P.^p\ nnd ancb jedem Pnnkte des 
UiD&ngea der Scheibe eine Beschleunigung y, welcne man ans dem beobachteten 
Fallranm der ersten Sekonde (^ y\ leicht ableiten kann. Ersetzen wir nnn die 
Hasse der Scheibe durch die Haase m in einen Punkte des Umfanges, nach welchem 
wir nns die Kraft p Terlegt denken, so besteht p offenbar ans zwei Theüen; der 
erste Theil hat die Hasse aller Qewiebte (äP+p):^, der iweite die Haue m in 
Bewegung zu setzen, daher ist 

ZP + P 
p = ^ ^ y + m-f. 

folglich «.^P-i^±£. 



\ 9 ' 

{g ist die Besehlennignng durch die Schwerkraft am Beobacbtnngsorte). 

*, In § 7 ist dMSelbe niaht berteksichtigt. 



Wkrt Q du Oflwidit der MMh m, atoo O = «f, to wftrt 



Venii z. B P '^ 100 GniBm. j> ^^^ 2 Gtsiuid nnd der beobachtete FallTiiiiD 
der ersten Sekunde 3 cm, also y =^ 6 cm ist, so ist Rli ^ = 9,81 



2 . 9,81 



2 = 1^ Oramm. 



Die Trägheit der Schaibe ist abo ^«nds sb gross, als die eisw Glewkhtei tob 
13ö Gramm, welches statt der Scheibe in einem Punkte ihres Cm&rages ange- 

Fotgender vielfach in Anwendung kommende Satz soll noch bewiesen 
werden. 

iBt daB Trägheitsmoment eines Körpers von der Masse M 
in Bezug «Bf eine dnreh den Schwerpnnlit gehende Aze gleich 
Mk* (wobei man siob also die ganze Maeae M des KArpera in einem Punkte 
in einem gewisaien Abstände k von der Schwerpunktsaxe koncentrirt denkt), 
so ist das Trägheitsmoment des Körpers in Bezng anf eine znr 
Sehwerpunktsaze parallele im Abstände e von derselben liegende 
Axe gleich M {k* + <r*). 

Beweis. Ist S {F\%. 27) die Sehwerpankts- 
aze, ü Mne beliebige parallde Axe im Abstände e 
(beide Äsen sind senkrecht zor Ebene des Papiers), 
femer m irgend ein Uolektll des KOrpers, mV 
nnd mS senkrecht zn den beiden Azen, (also in 
der Ebene des Papiers), MA ± US, nnd wird mV 
mit r, m.S mit p, MA mit y nnd SA mit x be- 
zeichnet, <#o wir X pnntiv oder n^ativ nehmen 

wollen, jenachdeffl A anf der Verlängerung von ' : 

I7$llbei' S hinans oder anf der entgegengesetzten Seite von 8 liegt, so ist 

ww» = m \y* -j- (e -(- a:)*] = my* -^ ww» ~\- mx* + imtx. 
Da über 

wipä ^ my* -\- mx*y 
so folgt 

mr* = mff' -f- me* -j- 3m«x, 
daher för sämmtliehe HolekOle des Körpers zusammengenommen, wenn wir 

die Snnune mr* ~\- mi n' 4* oder, was daoulbe, das Trägheitsmoment 

des Kfirpers in Bezng anf P mit Srnr* bezeidtnen, femer das Trägheits- 
moment in Bezng anf S, nämlich mp* + »i| p,* -)-.... "= Mk* setzen: 
Srnr* =- Mk* -|- t« («i -(- mi -|- m» -f- -...) + 2* ("»* + »»i*i + ■ ■ -'-^ 

=» JlfA» -\- Me* ^M (k* -\- e*), 
indem nach § 22 der Statik 

ma:-f m.ari +. . .. = 
ist. Nach diesem Satze der Statik ist nämlich znnftehBt 

e«+ Gl «i-f-Gsir,+ «0 

wenn G Gi G^ .... die auf die Massen tnmi im . . . . wirkenden Klüfte 
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sinä, welche wir imner senkrecht zur Drehnngaaie S {iL b. die Axe S unter 
einem rechten Winkel kreuzend, G also in der Ebene des Papiers) und 
auch in der RicfatuDg von mA (parallel mA) wirkend annebmeD k{(nnen.*) 
Dividiren wir die letzte Gleichung dnrch die Beeehlennigung der Bewegung, 
so ertmlten wir 

m X -{' nn X, -{-.... = 0. 
Znsatz. Da Mk' < M {h^ ~-\- e^ so hat ein Körper in Bezug auf die 
Schwerpnnktsaxe das kleinste Trägheitsmoment. 

Das pbyalBChe FendeL 

§ 13. 

Jeder um dne feste, nicht durch den Schweipunkt gebende*'^) Axe 
drehbare Körper, ^uf weichen nur die Schwerkraft wirkt, iat ejn physisches 
oder zusammengesetztes Pendel, Gewöhnlich besteht das Pendel aus zwei 
'Th^eileu, der Pcodeta(ange und der am Ende der Stange befestigten 
Linse, welche mau sich aus zwei kongruenten Eugelsegmenten zusammen- 
gesetzt denken kann. 

ist nach der Lehre vom Schwerpunkt in Ruhe, 
«eitlen vertiliAl unter der Drehnngsaxe lieg^ 
id der stabile. Aus der Ruhelage herausgedreht 
auB deuselhen Gründen wie das mathematische 
alage machen. Besonderer Gesetze ftlr diese 
bt, weil jedes physische Pendel sieb auf 
okfuhren l&sst. 

n mathematischen Pendels, welches die- 
hat, wie das gegebene physische Pendel, 
nflnat.man.dieredncirtfl Lange des physischen Pendels. 

Ein Punkt des pbysiBchen Pendels, dessen Abstand von der Drehnngs- 
axe gleich der reducirten Pcudellänge ist, heisst Scfawingnngspunkt des 
Pendels.—) 

Je weiter uiu materieller Funkt des Pendels von der Drehangsaie entfernt ist, 
desto langsamer würde derselbe schwingen, nenn er tillein vorhanden «Sre, d. h. 
wenn er den Endpunkt eines mathematiBchen Pendels bildete. Da aber alle 



*) WUren die anf die Musenntm, .. .wirkenden Krifte nieht senkrecht xai Aie S, 
M kirne doch nor die zar Axe senkrei^te (nicht die der Aie parallele) EoD^nente 
zu Wirkung, welche wir daan reap. mit G G, etc. bezeichnen. Wäre nicht mA die 
Richtang der auf m wirkenden Kraft in der Ebene SAm, ao konunl, wenn man diese 
Kraft nach denJUcUanKcn »Li tind mS zerlegt, nnr die in dec Biehtnng n*A wir- 
kende Seitenkraft znr Wirkung, welche wir m diesem Falle ale die Kraft Q be- 
trachten. Diese Seiteokraft hat dasselbe statiacbe Moment (Oa)> in Bezug anf die 
Äze iS* wie die ursprünglich auf m wirkende Kraft, wovon man sieb leicht (mit H51fe 
der Äehnlichkeit der Dreiecke) Bberzeugen kann. 

**) Ginge die Aie dnrch den Schwerpunkt, ai: 
Rnhezastandea eintraten, der Körper würde also 
nenen Lage auch in Rahe bleiben. 

***) Welcher Punkt in diesem Abstände als Schwingungspankt angesehen 
ist gleichgültig, da es nur auf den Abstand settwt ankommt. Am Eintachsten v 
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mateiieUeii Punkte in fester Verbindung mit einander stehen, also gleich schnell 
schwingen müssen, so wird die Bewegung der der Axe näher liegenden Punkte 
offenbar durch die entfernter liegenden verzögert, und ebenso wird die Bewegung der 
entfernter liegenden durch die näher liegenden beschleunigt. In einem gewissen 
Abstände von der Axe wird ein Punkt weder eine Verzöfferung seiner Bewegung 
durch die entfernter liegenden Punkte, noch eine Bescmeunigunff durch die der 
Axe näher liegenden Puäte erfi&bren, d. h. er wird, gerade so schnell schwingen 
(nämlich so schnell als das ganze Pendel), als wenn er allein vorhanden wäre (äer 
den Endpunkt eines mathematischen Pendels bildete; ein solcher Punkt ist also 
ein Schwingungspunkt des Pendels. Hiemach ist die obige Definition des 
Schwingungspuätes vollständig gerechtfertigt. 

Kennt man die redncirte Länge eines physiechen PendelS; so gelten 
für die Schwingungen deeselben dieselben Gesetze wie f&r das matbe- 
matische Pendel, wenn man nur überall für die Länge des mathematischen 
Pendels die redncirte Länge des physischen setit. Ist die letstere gleich ly 
Bo ist die Schwingungszeit 



— ^ J€ u/ , • . . 

f n 



1). 



Es handelt sich also bei dem physischen Pendel immer nur um die 
Bestimmung der reducirten Länge oder dei: Lage des Schwingungspunktes. 
Diese Bestimmung ergibt sich auf folgende Weise: 

Bezeichnet A den Schwingungspunkt, l seinen Abstand von der 
DrehungsaxC; sind ferner mi ms ms — die Massen der materiellen Punkte, 
ans welchen das Pendel besteht, n ra rs .... die Abstände derselben von 
der Axe, so können wir sänuntliche Massen durch eine in Ä befindliche 
Masse ersetzen und erhalten, wenn W die resultirende Masse in A ist, 
nach § 12 

J|f'./8 = miri* + marj^-f-msrsS-l- =A", also ^' = jr: /«.... 2) 

und K ist hierin das Trägheitsmoment des Pendels in Bezyg auf die 
Drehungsaxe desselben. Ist nun Q das Gewicht des Pendels, welches wir 
uns als eine im Schwerpunkte desselben wirkende Kraft vorsteilen; ist 
ferner M die Masse des Pendels und e der Abstand des Schwerpunktes 
von der Ax'e, so können wir auch die Kraft Q ersetzen durch eine andere 
Kraft (jt*y wirkend in A^ und erhalten 

(?. tf = (;'./, also Gi' = --^ .... 3) 

Da nun durch die Verlegung der Kraft G die Beschleunigung g der Be- 
wegung nicht geändert werden soll, so haben wir 



also nach 3) 



folglich nach 2) 



Mg und G' = Mg^ 



K Me ^ • K 

^--^, al80/=^ 



. . . . 4) 



d. h. die redncirte Länge des physischen Pendels ist gleich dem 
Trägheitsmoment desselben, dividirt durch dasProduct aus der 
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Masse des Pendels in den Abstand des Schwerfianki«« von 
der Axe. 

Die Formel für die Scbwingungsdauer des Fendels ist nunmehr nach 1) 

''-^V-^- ^V^ 5> 

Anmerkung 1. Befindet Sich oberhalb, der Drehangsaxe eine auf 
der Pendelstange verschiebbare Masse Pj wie z. B. bei dem Met van om 
(Taktmesser), so wird durch Entfernung derselben von der Drehungsaxe 
das Trägheitsmoment 

IC s=: mi ri2/-|- m% r^^ -f- msfs^ -|- • • • • 

grösser, weil die Air die Masse P geltenden Abstände r grösser werden ; 
das Gewicht G bleibt dasselbe, der Schwerpunkt rttckt der Drehungsaxe 
näher, d. h. es wird e kleiner, folglich nach 5) 7 grösser oder das Pendel 
schwingt langsamer. Dasselbe erreicht man auch durch Vergrösserung der 
Masse P, wodurch auch IC grösser, e kleiner wird. Nähert man dagegen 
P der Drehungsaxe oder verkleinert man P, so schwingt das Pendel 

schneller. 

» 

Anmerkung 2. Der Schwingungspunkt eines Pendels liegt stets 
tiefer als der Schwerpunkt, d. h. es ist l> e. 

Ist nämlich das* Trägheitsmoment des Pendels in Bezug auf die zur 
angenommenen Axe parallele Schwei'punhtsaxe gleich Mk^, so ist das 
Trägheitsmoment in Bezug auf die gegebene Axe M {k^ -|- e^) (s. 8 12 am 
Ende)« Nun war das letztere aber auch gleich lif /* (nach 2), folglich ist 

M (k^ -^ e^) = M' l^ 

— ^ _ -> • 

oder, äsi M^ = Meli war, 

Me 

i»f'(Ä» + ^«)=*-7-.^^ 



folglich 



! s=s ^ -J d. h, / > ^. 

e e 



k^ 
Die Grösse l — ^, == — , um welche der Schwingutrgspunkt und der 

Schwerpunkt von einander entfernt sind, ist um so kleine, je gröasea- e 
(und je kleiner Ar), d. h. je weiter der Schwerpunkt von der Drehungsaxe 
entfernt ist, also im Allgemeinen je länger das Pendel ist. 

Hieraus ergibt sich nun auch die Bichtigkeit der bei dem mathematischen Pendel 
gemachten Bemerkung, dass ein aus einer kleinen Engel, welche an einem Faden 
nänet, bestehendes rendel sehr nahezu als mathematisches Pendel angesehen 
werden kann und zwar um so genauer, je langer der Faden und je kleiner die Kugel 
ist. Das Trägheitsmoment der Kugel in Bezug auf die Mittelpunktsaxe , welche 
zugleich Schwerpnnktsaxe ist (wenn man das Gewicht des Fadens g^n das der 
Kugel vernachlässigen darf) war, wenn r der Kugelradius ist: 

also fc - r i/i 



'-' = ?■ T 

QB) 80 kleiner, ja kleiner i^ im TerhEItniH zd « ist. Wlre der Faden 100 cm 
lang, die Kugel 1 cm dick, »o wäre e = 100,5 om, r = 0,5 cm, also I — e t^ 
-^.| — 0,000996 «n~ 0,00990 mm, ftbo BMkaloht ^ HiUlmetar. Obirohl im 
dein Aufdrucke ßa l — e die Uasae oder das lOMiflsche fiewieht der Engel nicht 
Torkomtnt, ao wählt man doch eine Bki- oder Platinkn^ei bIb PendellfOrper, weil 
dann nm ao eher das Qewicht des Fadens vemachjäaaigt werden darf nnd aoch 
neil die Wirkung des Lnft widerstand ea (a. § 16) geringer ist ala bei geringerem 
specifischen Gewichte. 

Die redocirte Länge eines physischeo Pendels lässt aich nnn auch 
dDEcb- den VerBOGb. bestimmen. Verändert mn bei Muettt^aas einem f^den 
nnd einer daran befeBtigten kleinen Engel bestehenden Pendel die Linge 
des Fadens so lange, bis es mit dem gegebenen phyBischen Pendel iBochron 
schwingt, dann ist der Abstand des EugelmittelpnnbteB von dem Anfhänge- 
pnnkte des Fadens die redaoirte Pendellänge. Genauer erhält man jedoch 
die Länge des isochron Bohwingenden mathematischen Pendels, 
ftberhanpt zn allen Schwingangsverancheu das aog. Reversi 
von Kaier anwendet Die Tbeorie dieses Pendels beruht an 
beiden Sätzen: 

1. Läsflt man ein physisches Pendel um eine 
dnrch den Schwingnngspuhkt gehende, der früheren 
Drehungsase parallele Ase schwingen, so bleibt die 
Schwingangsdauer nngeSndeft. 

Beweis. Ist U die ursprOn glich e , A die durch den 
Schwingungspunkt gehende Äse (Fig. 28), femer S der Schwer- 
punkt des Pendels, also UA = l, US ^^^ e, SA = l — e, so 
ist, wenn W-die Masse des Pendels und Mk' das Trägheits- 
moment deBBelben in Bezng auf die Scbwerpnnktsaxe ist, das 
Trägheitsmoment des Pendels in Bezng auf die Axe U: 
£ =•=• M (k' -}- e») = m» -\- Me^ 
nnd in Bezug aof die Axe A: 

Ä' = M [Aä + (l —■■ ey] = «*■»+ Me^ -|- Ml^ — 2/tffe 
^ K -{■ M^ T^ IMle. 

Hiln iBt nach 4)* 

l = 

weild V die reducirte Pendellänge ist Mr den Fall, daBS das Pendel um Ä 
schwingt; setzt man daher fllr A' den obigen Werth, so ist 

,_ K -t- Ml^ — 2Mle Mel -\- Ml^ — ^Mle 

~ W^^^) M (l — e) 

_ Ml* — Mle _ Ml {l — e) _ 

— 'JÜil ~~e)' ~ M {I — e)~ ' 
Es bUtbt ^BO dl« i^ucii-te PendeUänge {l = l') und daher auch die 
Scbwingnngsdaner bei der Vertauschung der beiden Axen dieselbe. 



2. (UmkehruDg). lat für zwei par&Uele Äzen die SohvingnDgs- 
daaer gleich, so geht die eine Axe durch den Schwingnngspunkt 
der an der D, d.h. der Abstand beide rAxen ist die redncirtePendel- 
l&nge, jedoch niir, wenn der Schwerpunkt des Pendels nieht 
in der Üitte zwischen den Azen liegt. 

Beweis. Da die Schwingnngsdaner für beide Axen dieselbe ist, so 
ist auch die redncirt« PendelÜLnge f(tr beide Axen gleich. Ans Z >» P folgt 
aber, wenn die obigen Bezeichnnngen gelten 



-, also X' = 



K[l- 



*) 



Eombiniren wir diesen Werth von K' mit dem obigen anch hier gel- 
tenden, nämlich 



n 



H' — H+ Ml' — 2XU, 
so ergibt sieb die Oteichnng 




folglicli 2r + Ml' — iMU — - 



rJ'-^-)- 



l = 2e oder l = 



Mt' 



also aucli l B 



*(!- 



«) 



1^-5; 



Fig. 29. 



^JB^m Wenn also nicht / = 2« iat, d. h. wenn S nit^t in der 

^M ^a^ Mitte zwischen J and V liegt, so ist immer l die redncirte 
— Pendeliänge. 

Das Reversionspendel von Kater (Fig. 29) hesteht ans 
einem Uessingstabe, an welchem sich in gleichen Äbstilndeii 
von den Enden zwei feste parallele Schneiden S nnd Si be- 
finden, welche als Drehnngsaxen des. Pendels dienen. Unter- 
halb der einen Schneide Si befindet sich eine Linse, welche 
nnr den Zweck hat, den Sohwerpunlct des Pendels der einen Schoeide 
lülher zn rücken als der andern. . Zwischen den beiden Schnuden und awei 
Hassen m nnd nii anf dem Stabe verschiebbar. Diese Massen werden nun 
Bo lange verschoben, bis das Pendel dieselbe Schwingnngsdauer hat, anf 
welcher Schneide es anch aufgehängt sein mag, alsdann ist der Abstand 
der beiden Schneiden die redncirte Pendellänge. (Vgl. § 18, Änfgabe Nr. 20). 

Uro für beide Aufbängan^weiflen dsn LtiftviderBtand gleich ra machen, wird 
in der Regel eine zweite gleichgrosBe Linse in der Nähe der zweiten Schneide S 
angebracht, welche eine mit der ersten Linse ganz BTRimetriache Lage hat. Da- 
mit jedoch der Schwerpnokt nicht in die Hüte des Pendels fUIt, wird die ein« 
Linse massiT, die andere hohl gemacht. 



Anwendungan des Fmdela. 

§ li. 

1. Die Pendelnjir. Da die gohwingniigeii des Pendels iBOchron 
eisd, BO kann daaselbe znr Regntirnng einer Uhr angewendet werden. Die 
EODBtncäoD der Pendehihr ist im WeeentUclien folgende: 

um die Welle A eines geeahnten Rades B (Fig. 30) ist eine Schnur 
(oder Kette) gewnsden, an welcher ein Gewicht P hSngt, dnroh dessen 
Herabsinken eine Umdrehnng der Welle nnd des Rades hervorgebracht 
irird. Da der Fall des Gewichtes eine beschleunigte Bewegung ist, so 
wflrde aach die Umdrehting 
des Rades eine solche werden, 
wenn die Bewegung des- 
selben nicht gehemmt wflrde. 
Diese Hemmung wird an- 
mittel bar hervorgebracht 
durch einen Anker C oder 
Döppelhaken , welcher nm 
eine der Äxe der Welle pa- 
rallele abei- derselben be- 
findliche Axe drehbar ist 
An der Axe des Ankers be- 
findet sich aber ein Hebel D, 
welcher durch eine Gabel 
mit dem davor hängeuden 
Pendel E in solcher Yer-- 
bindnng stebt^ dass der Hebel 
und damit auch der Anket 
dieselbe schwingende Be- 
wegung macht wie das Pendel, 
BO dass die beiden Haken 
des Ankers abwechselnd in 
die Zfthne des Rades ein- 
greifen (nämlich immei', wenn 
das Pendel eine Schwingung 
Tollendet hat) nnd dadurch 
daa Rad fflr einen Uoment 

in Ruhe TOTSetzen. SCttef- Fig. m. 

l>ar bewirkt also das Pendel 

die Hemmung des Ankers. Bei jeder zweiten Schwingung des Pendels wird 
also derselbe Haken in das Rad eingreifen; in ^eser Zeit ist aber dag 
Rad nm einen Zahn weiter gegangen. Hat also das Rad 30 Zähne, so 
gehSren zu einer ganzen Umdrehung desselben 60 Pendelschwingungen, 
also wenn das Pendel ein Sekundenpendel ist, 60 Sekunden. An der Axe 
des Rades befindet sich vor einem in 60 gleiche Theile getheilteu Zifforblatt 
ein Zeiger, der sog. Sekundenzeiger, welcher das Zifferblatt in 1 Hinute 
durchläuft Durch die Schwingungen des Pendels wird also die Bewegung 
des Bades und des Zeigers, indem sie immer nach derselben Zeit nnter- 
broehen wrd, in Bewegungen von gleicher Daner (1") zerlegt, der Gang 
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der Uhr also reguliiiiy während die Kraft, welche die Bewegung überhaupt 
hervorbringt, die des .faUenden JKevMitg /.iot J}^rch die Art der Auf- 
hängung des Pendels (mittelst einer Feder) wird die Reibung desselben am 
Au^ngepunkte bedeutend verringert. Trotzdem würde das Pendel in Folge 
des Reibungswiderstandes bald aur Ruhe ko«im^^ wenn raroht in: Folge der 
Stellung der Zähne des Rades und der Biücen. die letzteren und danit labo 
aueh das Pendel am Ende jeder Schwingung einen kleinen« BtosS •hielten. 
Die Bewegung des Rades wird durch mehirere' in wumder greifende 
WeUräder auf das sog. Minuten- und Stundenrad übentrag^i. Damit das 
treibende Gewicht nicht, su schnell ftllt, die Uhr also ni^bt zu. «sohni^Ui^- 
läuft, wird die Schnur. gewöhnlich nicht auf die Welle des -Sekundennides, 
sondern auf die Welle des Stundenrades gewickelt, welches letatere sieh 
720 mal lasgsamer bewi^. 

Bei der Taschenuhr brin^ eine gespannte F«der die Bewej^ng hervor, wählend 
die sog. Balance, d. i. ein MetallriDg, welcher durch eine fipuaimder in Bewsgmig 
erhalten wird, als Begnlator wirkt. Dass bei 'der. Pendeluhr da^ iB^aidel veuLJärzt 
oder verlängert werden muss, wenn die Uhr zu langsam resp, zu schnell geht, £>lgt 
ans den Gesetzen der Schwingnngsdauer ohne Weiteres. Durch stärkere Spannong 
der Spiralfeder in der Taschenuhr mittelst eines stählernen Hebels wird ebenso 
die Bewegung des Balanders beschleunigt, so dass die Uhr sohneller geht. 

2. Foucault's Pendelversuch. 

In Folge des Beharrungsvermögens sucht ein Pendel die. Bewegung, 
welche es einmal hat, unverändert beizubehalten, also in ^er vertikal^ 
Ebepe weiter zu schwingen, in welcher es die Schwingungen, begonnen 
hat Bewegt man sich mit einem in Schwingungen versetzten Pendel im 
Zimmer beliebig umher, so bleibt die Schwingungsebene stets parallel der 
ursprünglichen, so dass auch die horizontale Tangente , welche , man sich 
durch den tiefsten Punkt der Bewegung gelegt denken kann, stets dieselbe 
Richtung behält, sich also nur parallel verschiebt'*'). Eine Brehpng dieser 
Tangente, natürlich in horizontaler Ebene, oder auch eiue Drefiung d^er 
Schwingungsebene würde nur durch eine horizontal wirkende* 'Kraft hervor- 
gebracht werden können, welche jedoch fehlt, indem die, eip;Big ^uf das 
Pendel wirkende Schwerkraft vertikal gerichtet i^^, also k^ine' horizontale 
Komponente hat. * 

Die Unveränderlichkeit der Schwingungsebene benutzte Fpucault, um 
einen Beweis für die Botatipn der Erde um ihre Axe zu geben. 

Gesetzt, über dem Nordpol der Erde wäre ein Pendel aufgehäpgt^nnd 
über irgend einem Meridian in Schwingungen versetzt, in dessen I^b^e t^ 
Beobachter steht, so wird der Letztere die Bewegung der Erde um, ihre 
Axe (von Westen nach Osten) mitmachen, während das Pendel ^aeine 
. Schinngungsebene beibehält. Während alsp alle Meridiane unter der;!|^ur^h 
den tiefsten Punkt der Pendelbewegung gelegten Tangente ^i^ der R|cfatiyig 
von Westen nach Osten hinweggehen, muss es . dem* Beobachter, welcher 
diese Bewegung, an der er selbst theilnimmt^ nicht merkt, scheinen, als ob 
/das Pendel sich ebenso schnell in entgegengesetzter Ricjtrtung (von 'Osten 
nach Westen, also wie die Sonne) dreht. Die Abweichung ^erSchn^ngungs- 
ebene von der Meridianebene, in welcher der Beobachter stoht, vrfri, also 
in^24 Stunden 360^, in einer Stunde 15^ betragen. 

*) Man kann «Ich hiervon leioht überzeugen, wenn 'diese Tangente aiffim^Ifeh 
ueJner TiichlmfiteijderdQrgl.iiiaiRllBl geri^titat^ar. '* 
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Ist das Pendel nicht «m fNordpol, Bondero sn ii^ead einem andeni 
Orte A der Brdoberttofae, dessen ' Breite ^ ist, eof^hiu^ (Fig. 31) und in 
der HeiidiuietMne NAS dieses Ortes in S^wingnngen versetst, so ist ebes- 
falls eine aUerdingB Icleinere sohelnbare Ablenkung der Pendelebene vor- 
handen, deren QrOsse sich »nf folgende Welse ergabt: Es sei ^ der Mittel- 
punkt der Erde, MA also die Vertik«le des Ortes A, ferner AP die (hori- 
lontAle) Tangeote in ^4 an dem Meridian, Ober welchem anl&nglich das 
Pendel s^wingt, nnd P der Dnrohsehnittspunkt derselben mit der Erd- 
axe tIS. Wenn der Punkt A bei seiner Be- 
wegung nm die Krdaze, welche anf dem Breiten- 
kreise von A (dessen Mittelpunkt C ist) er- 
folg in B aqgeUngt ist, so wird die Tangente 
an dem Meridiane Jetzt die Lage BP haben, 
während die Pendelebene sich nnr pai'allel 
verschobeu hat, ao dass das Pendel jetzt Über 
SQ schwingt, wo BQ || AP ist. Der Winkel, 
um welchen die .Pendelebene von der Meridian- 
ebene abgelenkt ist, ist PSQ = c* (oder, wenn 
man von B ans nach Süden sieÜ, der Scheitel- 
winkel ä). Bezeichnet man nun den Erd- 
radiuB mit r, ferner den Winkel, um welchen 
sich A gedreht hat, wenn A ia B angelangt ist, „. 

d. h. ^ ACB nut ß, ao ist *^*- "■ 



Are ^5 = 



2x.AP. APB 



2x.AC. ß 



wmI ^ APC = ^ CA/U = y ist. 
Durch IMvision beider Gleichungen ergibt sich 
ß «= ^ Bin go 1). 

Mittelst dieser Fonnel lässt sieb ftir eine gegebene Breite die Giöase 
der 4]bleaknng des Pendels berechnen, wenn die Zeit der Beobachtung 
nnd damit die OrOsae des Drehnngswiukels^ der Erde in dieser Zeit be- 
kannt ist, 

FOr <jp E= 90**, d. b. an den Polen, ist a ^^ ß, also dreht sich die 
PendeJebene so schnell als die Erde, nSmlich in 24 Stunden um 360°, wie 
wir schon oben gesehen haben. Fürg; = 0, d, h. am Aeqoator, ist c = 0, 
also dreht Bich die Pendelebene gar .nicht, wie sich auch geometrisch er- 
gibt, ivdem die Ueridiantangeoten in den' Punkten des Aequators sSjnmtlich 
parallel sind. 

EörBelUn ist y =.52!'30', alBo,a = |3 sin aSoSC = 0,79336 ß, 

ftr Rostock ist 95 = 5*»5'46", alao a ^ß sin 6i''5'45" = 0,81 ß. 

Die Drehung in l*Stemzelf) betragt, da^ = 15o, für Berlin «=11'^', 
ar fiöfltockia?»', «dw in lViBJtÜer«r..Zeit, da 1» Stetawdt =- O'-SÖ" 50« 

*) Die ganze ümdrehnng erfordert 24>> Steinzeit. 



mittlerer Zeit ist, für Berlin a = 110^6', Air Rostock I20ll'. OeuMie Ver- 
ancbe (s. B. von Sctiwerd in Speler und. Oarthe im Kölner Dom) haben 
die Uebereinstimmung der Beobaebtnng mit der berecfaneten Ablenkung er- 
geben, woraus sich rUokwArts ein Schluss auf die Rotatioo der Erde 
ziehen Idaat 

Anmerkaug. Hätte man angMiommen, dus daa Pendel anfänglich nicht über 

der Tangente JP schwingt, sondern etwa über der honzontalen Qeraden AD, walohe 

Tom Meridian am ^ DAP^^=6 abweicht, so wird in S das Pwdel über BE 

achwingen, wo BE || AD iat. Da nun .^ EBQ --- ^ DJ.P = d, so ist ^ EBP, 

d, i. die Abweicbnng des Pendels vom Meridian in B gleich iT+a, also die scbeia- 

bare Abweichnng des Pendels Ton der früheren Gichtung gleich a. Wir sehen 

also, daas doch dieselbe Faimel fQr die Ablenknae des Pendele gilt, wenn auch 

die nrsprünglicheScbwingongsriehtang desselben nicht gerade in den Meridian fKlIt. 

3. Bestimmung der Dichtigkeit der Erde mittelst des 

Horizontalpendels. Die erste Untersuelinng Aber die Dichtigkeit der 

Erde mittelst des Homontalpendels machte CaTendish; die Grnndzflge dieser 

Untersuchung sind folgende: 

Ein leichtes Stfibchen AB [Fig. 32). welches an seinen Enden zwei 
gleiche Kugeln von der Hasse fi trtlgt, ist in der Hitte C mittelst eines 
Fadens horizontal anfgebingt, so dass die Wirkung der Schwerkraft anf- 
geboben ist. In der Bichtnng des 
Stäbchens befinden sich auf. beiden 
Seiten desselben in gleichen Ent- 
fernungen von den Kugeln jt und B 
zwei gleiche, einige Oentner schwere 
Kugeln (von Blei) von der Hasse 
m, von denen jede auf die ihr zu- 
nächst befindliche Masse ^ nach dem 
Newton'schen Attractionsgesetze an- 
ziehend wirkt'). Liegen die Uittel- 
Fig. 32. punkte der 4 Kugeln in einer Ge- 

rades, so werden die beiden An- 
ziehungskräfte, welche nach § 10 so wirken, als ob alle Massen in den be- 
züglichen Kngelmittelpunkten koncentrirt wären, sich gegenseitig aufheben, da 
sie einander gleich und direkt entgegengesetzt Bind; es wird also AS sich in 
Rahe befinden. Wird aber das Stäbchen AB aus seiner Ruhelage ein wenig 
abgelenkt, d. h. um deo Faden als Axe gedreht, so wird dasselbe in Folge 
der Anziehung der benachbarten Kugeln m gerade so Schwingungen in 
horizontaler Ebene um seine Kabelage machen, wie du Pendel unter 
dem Einflüsse der Erdanziehung um seine Ruhelage Schwingungen in ver- 
tikaler Ebene macht, und diese Schwingungen werden, da die be- 
schleanigende Kraft sich von der Schwerkraft nur durch die Intensität 
unterscheidet (die Itichtang der Kraft liegt gerade so wie die der Schwer- 
kraft in der Ebene der Bahn und ist parallel der Ruhelage des Pendels), 
nach denselben Gesetzen erfolgen wie die Pendelschwingungen. Man nennt 
daher das Stäbchen mit den Kugeln /i auch Eorizontalpendel. Das 
halbe Stäbchen AC mit der Masse ju in ^ bildet ein Pendel in Bezug auf die 
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benachbarte Masse m, und ebenso bildet die andere Hälfte CB mit der 

Masse [i \n B ein Pendel in Bezug auf die bei B liegende Masse m. Wäre 

nämlich nur die eine Masse m bei ^ vorhanden^ welche , obwohl sie nur 

auf die benachbarte Masse (i anziehend wirkt, doch überhaupt die Masse 2(1 

in Bewegung zu setzen hat (die zweite Masse fi in B können wir uns 

nach A verlegt denken)^ so wäre die Beschleunigung, welche diese mit I* 

F 
bezeichnete Anuehungskraft hervorbringt: / ss — ; ebenso gross wäre die 

Beschleunigung des Pendels, wenn nur die Masse m bei B wirkte. Die 

Beschleunigung des Pendels bei vereinigter Wirkung der beiden Massen m 

F 
ist daher 2/ =: — , also gerade so gross, als wenn nur durch die eine. 

Masse m die eine Masse ^ in Bewegung zu setzen wäre. Die Bewegung 
des Horizontalpendels erfolgt also gerade so, als wenn nur die eine Masse m 
und die eine Hälfte des Pendels (nämlich AC) vorhanden wäre. Ist die 
Masse des Stäbchens so klein, dass man dieselbe gegen die Masse 2(i ver- 
nachlässigen kann*), so kann man AC als mathematisches Pendel von der 
Länge / (d. i. der Abstand des Punktes C von dem Mittelpunkte der 
Engel [i) ansehen; daher ist die Schwingungsdauer dieses Pendels AC und 
daher auch die des ganzen Horizontalpendels 

worin g\ (=» 2/) die Beschleunigung ist, welche die Masse m der benachbarten 
Masse pt ertheilen würde in Folge ihrer Anziehung F, Für gi ergibt sich 

gx =-^ . . . , l) 

Bezeichnet man nun die Anziehung der Erdmasse M auf die Masse (i 
(das Gewicht von (i) mit ^, den Erdradius mit Ry den Abstand der Mittel- 
punkte der Massen m und (i (in der Ruhelage des Pendels) mit ^, die Be- 
schleunigung durch die Schwerkraft mit g, so ist 

F=^ (igi = a .-^und ^ = fzg = a '^^^^ 3) 

folglich^ wenn man diese Gleichungen dividirt: 

g __ Me^ 

und wenn man für ^i den obigen Werth (2) einsetzt und umformt: 

M = ^, . m = ^^r%^'^ • • • • ^^r 
alsa endliob, wenn man noch beide Seiten mit g multif^cirt und das Ge^ 



*) Wie z.B., wenn das Stäbchen von leichtem Holze, die Kugeln > von Blei sind. 
•*) Der Factor a bedeutet die Anziehung zweier Masseneinheiten in der Ent- 
fernung ?on 1 Meter. 
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wicht der Mafifie m mit P (=- mg)j das Gewicht deT Erde mit Q (-« ^g) 
bezeichnet: 

• 

Ist die SchwiDguDgsdauer t des HorizoBtalpendels heohikehtet und 4ftB 
Gewicht F gegeben, so kann man mittelst der Formel 5) das Gewicht der 
Erde berechnen; dasselbe betragt ungefähr 118000 /Tlilllotten Centner. 

Dividirt man die Ma^se M der Erde durch das Volumen demelbe»; 
nämlich V = iJtR^, so erhält man die durchschnittUehe oder mittljere 
Dichtigkeit der Erde: 

3gthn 



d = 



4tjt^le^R 



• ... 6) 



Das specifische Gewicht s der Erde ist, da d=,s:g uuj3 m=r:g ist: 

^gi^r 



Ajtne^R 



• . • . t j» 



Aus den Beobachtungen von Cavendish und Kelch ^mbt si(^ die Dichtigkeit 
der Erde in Bezug auf Wasser nahezu gleich 5,5. Die &de jst also im Durch- 
schnitt 5^2 mal schwerer als Wasser. Da nun die oberen Erdschichten ein kleineres 
speciflsches Gewicht haben, so folgt hieraus, dass im Inneren der Erde die specifisch 
schwersten Körper, also Metalle, Uej;en müssen, wie es sich auch erwarten lässt, 
wenn mau sich die Erde ursprünglich in einem flüssigen Zustande denkt. Die 
Dichtigkeit der Sonne und der bekannteren Planeten, verghchen mit der des Wassers, 
ergibt sich leicht aus der ersten Tabelle in § 10, wie f^lgt: 



\ ij' 



1' I F'f IfJ' Jl 



9XR9C 



Dichtigkeit. 



Dichtigkeit. 



Sonne 
Merkur 
Venus 
Erde 



1,38 
6,7 
5,0 
5,5 



Mars . 
Jupiter 
Saturn 
Uranus 



5,3 
1,85 
0,V2 
^02 



Der Merkur hat also die grösste, der Saturn die kleinste ])ieht|gkeit. 

Wenn die Dichtigkeit der Erde einmal bestimmt ist, so kann mant 
auch den Werth des konstanten Factors a in 3) bereehiien. Ans 8) folgt 
nämlich 



B^g 
M 



^9 



also für y = 9,8 1 Meter, d = 5,5 und 2jtlt = 40 000 000 Meter : 
= 0,000000066 887. 

Dieser Werth von a gibt in Erafteinheiten (Kilogrammen, s. § 7) aus- 
gedrückt die Grösee der Annehnng an, welthe «wei HBSsenerndteft in 
der Einheit der Entfernung auf einander ausüben. Lassen wir jedoch den 
Wj^rth vQu a „Mß.t$)T^ bedeuten, so ist derselbe die Beschlem^gun^ w^che 
eine llasseneinheit eiJder andern Masse in der EipibeitseAtfePiin^ .i^ S^lge 
ihrer Anziehung ertheilt. (Vgl. § 10, Nr. 17). 



Preie Axen. 
§ 15. 
Wenn ein Körper tun eine f^ei, d. h. nacb allen Seiten hin beweglkbe Axe 
rotirt, nm welche die Masse ganz gleichmäseig Tertheilt ist, bo dus die Schwer- 
punkte aller tnv Äxe senkrechten Dnrch- 
Bchnittafigureaauf der Äxe liegen, so fiussert 
sich das Beharrnngsvennögen der rotirenden 
Molekttle in der Weise, dass jedes derselben 
seine Bewegungericfatung, v eiche ofibnbar 
Tangente an der kreisförmigen B&hn des 
Moleküls ist, beizubehalten sneht. Daher 
sacht anch jedes Molekül in seiner Rota- 
tionsebene zq bldben, indem äae Aendemng 
der Lage dieser Ebene anob eine Aendprnng 
der Richtung der Tangente zur Folge hat. 
Hieraas ergibt sieh femer, dass der ganze 
Körper die Richtung seiner (anf den Bo- 
taüonsebenen senkrechten) Axe unverftndert 
heizub^lten strebt nnd in Folge dessen 
jeder Knfl, welche eine Aendening dieser 
Riditong hervorbringen würde, einen Wider- 
stand entgegensetzt. Dieser Widerstand ist 

um BO grösser, je grösser die Masse des ESrpers nnd die Rotatioosge- 
scbwindigkeit desselben ist (Vgl. § 17, 2). Bei einer parallelen Verschiebung 
der ^ze (bei welcher die £Uchtung der Axe im Räume 
nicht geindert wird) ist an solcher Widerstand nicht 
vorhanden. 

Dass zur Erhaltung der Richtung der Rotatdonsaxe 
eine glddnnässige Vertheiiang der Masse nm die Axe 
erford(;rliGh ist, folgt daraus, dass nur in diesem Falle 
die GevtriAigallirlkfte, welche in den einzelnen Rotations- 
-ebenenanf die Moleküle wirken nnd, indem sie die 
Moleküle von der Axe zu entfernen suchen, einen Zug 
auf die Axe ausüben, nach allen Seiten gleich stark 
wirken, sich, also gegenseitig aufheben, so dass die Axe 
in .Ruhe bleibt. 

Der Widerstand geeen jede Aendenui^ der Bichtnn^ der 
RotatiODKAie läset sieb an jedem Kreüel nachweisen, indem 
man die Aie deHselben, nachdem er in Rotation versetzt 
worden ist, etwa ans der horizontalen in die vertikale Lage 
'zn.dnben .Tarsnoht. 

Die'SrtialtQngder Kotationsaxe erkennt ipan am Beeten an 
dem „BobnenbergeT'acbenKascbincbon" (Fig. 33). Eine Kngel 
raÜTtam eineAie, welche in Rtige deY Besahatfenheit ihrer 
. AsfUnonng (in 3 'Rinpsn). anwohlaariioatal als auch vertikal, 
.^w>'TOllkoB^uen ,frei kqwsgl^ch igt. ^r Schwe^ankt der i'ig. äi. 

. K;igel iatderWttdpQnkt derÄie ludzngleieh deiUittelpnnkt 
d«r3 Ringe, so dssa das .Gewicht dei Kngel anfgehoben ist. Wird die'Kngel in 
sehnelle Rotation veraetit, so.JMfanltdie Axe -ibr« Riebttmg (etwa paraHsl- einer 
'Hschkante) nnveTändert bei, wie man anch die Lage des ganzen Apparates yer- 
ändern mag. 
DkMllM EiichainDDg beobaektet man an sinem. Kreisel (Fig. Si), -waloher an 



einem um die Aie (bei Ä) g'eleeten F&den nofgebitigt und dnreh ein Gewieht G 
am Ende der Aie (bei£) äqailtDrirt ist, so iua also dieWirkoug der Schwerknft 
auf den KreiEel anfgeliDDen ist. 

Endlicli kann man aach den wg. Fessel'schen Botationsapparat (Fig. 35} za deni- 
■elben Zwecke benuiien. Die Aie A einer Scheibe B von Hessing, deren Band 
gerade so wie bei der Kreiaebcheibe mit einem dicken Wolet versehen ist, am ein 
mdKlichst grosses Trägheitsmoment zn erbalten, bildet einen Darchmeuer eines 
BiiUMB C, welcher saltnt wieder nm eine zur Axe der Scheibe senkrechta Axe D 
dMübar ist. Diese Aie j) bildet wieder einen Dnrcbmeaser eines gTÜSBereaBingeB.£^, 
welcher an einer Stange F befestigt ist, deren Richtnng senkrecht anf der Axe D 
i«t. Die Stange F ist drehbar um einen boiiiontal liegenden Stahlstift L. welcher 
in einer Oabel M befestigt nnd mit der Qabel um die vertikale Aie N drehbar 
ist. Die Scheibe £ ist daher nach alten möglichen Bichtnngen f^ei beweglich. 
Der Bing C kann dnrch eine Schraube festjrestelit werden. Aof der Stange F 
ist ein Lanfgewieht G rerschiebbar, am den Schwerpankt des ganzen drehbaren 
Apparats beliebig verlegen 
in können. Der Bing C 
könnte anch ganz fehlen, so 
dass die Aie Ä einfach die 
Verlin^rnng von F bildet, 
doch wird dorch denselben 
die freie Beweglichkeit der 
Scheibe erhöht. — Wird das 
Gewicht (? so weit ver- 
sehoben, daes der Schwer- 
punkt des ganzen drehbaren 
Apparats aaf L liegt, die 
Wirkang der Schwerkraft 
also aufgehoben ist, so be- 
hält die Are A der Scheibe 
bei jeder Versaderong der 
Lage dea Apparats ihre 
Kicütnng bei. (Der Bing C 
ist hierbei nicht festge- 
eebranbt). 

Aof der Unveränderlich- 
keit der Bichtnng der Bo- 
tationsaie beruht anch die 
Thataache, dass die Erdaie 
bei dem XJmhiofe der Erde 
am die Sonne baatindig die- 
selbe Biohtang beh&lt*}, sieh 
also nur parallel varacMebt, 
so dass die Neigan; der 
„. „, Are gegen die Ebene der 

^'S- 86- Bahn konsUnt (= fiB'/i*) 

bleibt , worans sich o. A. 
der Wechsel der Jahresieiten erklärt. Umgekehrt kann man ans der Ünveriinder- 
lichbeit der Bichtang der Eidaie einen Schlnes anf die Rotation der Erde um ihre 
Axe ziehen. 

Wir haben bis jetzt angenommen, dass keine änssere Kraft vorhanden 
ist, Teiche anf die Richtung der Rotaäonsaxe etwa dnrch einen Zag oder 
Druck verändernd wirkt. Ist eine solche Kraft jedoch vorhanden, so er- 
getren sich ans dem Widerstände des rotirenden Körpers gegen diese Kraft 
einige merkwürdige Bewegungen. Wir wollen zunSchst nnr annehmen, dass 
diese Kraft die Schwerkraft ist, dass dieselbe jedoch nicht in Folge der 
Beschaffenheit der Anfhängang der Axe aufgehoben ist 



*) Abgesehen von der sog. Präcession, wovon weiter nnten die Bede ist. 
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Wird bei dem FeBsePschen Apparat der Ring C so festgestellt^ dass 
die Axe A der Sdieibe in die Richtung von F ftllt; wird ferner das Ge- 
wicht G so weit nach L hin verschoben, dass der Schwerpunkt des ganzen 
drehbaren Apparats jenseits X, also auf der Seite der Scheibe B liegt, so 
würde die Scheib^ so lange sie noch nicht in Rotation versetzt ist, herab- 
sinken.' Wenn die Seheibe aber rotirt, und zwar wie der Zeiger dner 
Uhr (von L aus gesehen), so beschreibt die Axe A der Scheibe eine Kegel- 
fläche um die durch L gehende Vertikale, und zwar von. oben gesehen 
entgegengesetzt wie der Zeiger einer Uhr. Die Kegelfläche geht in eine 
horizontale Ebene über, wenn die Axe A anfanglich horizontal gestellt 
war. Hätte man durch Verschiebung des Gewichtes G den Schwerpunkt 
auf die Seite des Gewichtes G gebracht, so dass die ruhende Scheibe sich 
aufwärts bewegt hätte, so würde, während die Scheibe rotirt, die Axe A 
sich nach der entgegengesetzten Seite,« also wie der Zeiger einer Uhr, ge- 
dreht haben. 

Dieselbe Erscheinung kann man mit einem Kreisel hervorrufen. Wenn 
nämlich in Fig. 34 das Gewicht G ganz fehlt oder doch so klein ist, dass 
der Schwerpunkt des ganzen Apparats noch auf der Seite der Kreisel- 
scheibe (ausserhalb AB) liegt, so haben wir den ersten Fall der Bewegung 
des FessePschen Rotationsapparates; ist das Gewicht G bei B so gross, 
dass der Schwerpunkt zwischen A und B liegt, so haben wir den zweiten 
Fall der Bewegung des Fesserschen Apparats (die Bewegung der Scheibe 
wird inmier vom Aufhängepunkte, die Drehung der Axe von oben be- 
trachtet). 

Bei einem auf seine Spitze gestellten Kreisel, dessen Axe einen Winkel 
mit der Vertikalen bildet, haben wir wieder den ersten Fall der Bewegung 
des FesseFschen Apparats, bei welchem der Schwerpunkt auf der Seite 
der Scheibe liegt. Dem Punkte L (Fig. 35) entspricht nämlich die Spitze 
des Kreisels. Der Winkel de\* Kreiselaxe mit der Vertikalen inüsste bei 
hinreichender Rotationsgeschwindigkeit konstant bleiben; derselbe ver- 
kleinert sich jedoch allmälig, d. h. der Kreisel richtet sich auf, was aber 
nur eine Folge der Reibung der Spitze an der Unterlage ist. 

Wenn man endlich bei 'dem Bohnenberger^schen Maschinchen an dem 
innersten Ringe in der Richtung der Axe der Kugel bei A (Fig. 33) ein 
kleines Uebergewicht anbringt, wodurch der Schwerpunkt des Ringes (incl. 
Kugel) aus dem Mittelpunkt der 3 Ringe etwas entfernt wird, so dass die 
Axe sich aufzurichten strebt, so bepbachtet man, dass die Axe ebenfalls 
eine Kegelfläche (resp. eine horizontale Ebene) beschreibt, und zwar von 
oben gesehen wie der Zeiger einer Uhr, wenn die Kugel vom Uebergewicht 
aus gesehen wie der Zeiger der Uhr rotirt. Es waltet hier offenbar der 
zweite Fall der Bewegung des Fesserschen Apparats ob.. Dem Punkte L 
entspricht der Mittelpunkt der 3 Ringe. 

Bine vollständige mathematische Theorie der im Vorstehenden ange- 
führten Bewegungserscheinungen ist ohne höhere Anälysis nicht wohl mög- 
lich, doch hat Poggendorf eine Erklärung derselben gegeben, welche im 
Wesentlichen die folgende ist. 

Die Scheibe ADBC (Fig. 36) ist um die in L unterstützte Axe LM 
drehbar, welche irgend einen Winkel mit der Vertikalen xy bildet. Es 
soll nun die Schwerkraft die Scheibe zunächst zu senken, die Axe der- 
selben also: von der Vertikalen zu entfernen streben. Ist CB der die 



Vertikale xy BohoMdeDde Durohmeanr der Scheibe, ferner der Darchineaaer 
ABxCD, 80 ist, da »ndh AB ±LM iit, AB eenkreoht aaf der vortikaleii Ebene 
OOM (wo der Mittelpunkt der Scheibe ist), ä. h.Aß horiMHrtal. Kotirt nun 
die Scheibe, von i ans gesehen, wie der Zeiger einer Uhr, so bAben die Moie- 
kflle A, B, C, D dne nach der Tangente genietet«' Oeeehwindlgkdt, wie in 
der Figur dnrch Pfeile angedeutet ist, und letzen jeder Aenderung dieser 
EUehtnng einen Widerstand entgegen, weli^en wir uns als eine Kraft vor- 
stelton können, wirkend in der Richtung der Tangente. Die 4 Kräfte 
seien AE, BF, DG nnd CK. In Folge der Wirkung der Schwerkraft senkt 
sieh die Scheibe ein Wenig, d. h. LM entfernt sieh Ton xy in der vertifciflBn 
Ebeoe xLM; dadurch verschiebt sich AB, also auch jede der mit AB pa- 
valläcB Tangenten CJi und DG nur parallel zu sich selbst (B senkt sich 



Vig. 36. 

C hebt sieh), wodurch kein Widerstud gegen die Sobwerknift erSeugt 
wird. EMe Tangenten in A und B, welche mit CD' parallel "sikd , nämlich 
AE und BF kommen jedoch in ^e Lage A^ resp. BP, wo AJ nnt«T AE, 
BP über BF liegt. Denken wir ans jetst die Kjafl AE in zwei Kompo- 
nenten zerlegt, wovon die eine in der Richtnng AJ der neuen Tangente, 
die andere AQ ± AJ, also auch senkrecht zur Schabe wirkt, so befördert 
die erstere {AJ) nnr die Rotation der Soheibe, die letztere [AQ) dagegea 
wirkt als Druck senkrecht gegen den Rand der Soheibe und bewirkt eine 
Drehung der Scheibe um den Durchmeseer CDj woraus eine Drehung der 
Ase LM folgt^ und' zwar im Sinne des Pfeils auf der Peripherie 'des oberen 
Kreises, welcher von dem Endpunkte /tf der Axe beschrieben wird, d. h. von 
oben gesehen entgegengesetzt wie der Zeig«r einer Uhr. Di« >Kerleigaag der 
Kraft BF liefert gleichfalls zwei SeitenkrAfte, wovon BP am di»ltot*tion 
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b^rd«rt,^ weil die^. Ktafti in der Richtung der (nenen) Tangente wirkt, 
wlArend BR ± BP giegfelf den Rand der Scheibe einen Drack auaQb^ 
welcher nach der entge^mgesetzteu Seite wie AQ wirkend offenbar die 
Wirknng von AO unterstützt. 

Dms bei äir Drehi^: der Äxe £.M am die Vertikale xy die Axe Bich nicht 
immer mehr von der Veitftalen entfernt, die Scheibe Bich also nicht immer 
mdir senkt, ergibt sich a&f folgende Weise. Bei der Sittichen Drehnng 
der Axe LM oder der Drehnng der Si;tieibe um CD werden nun anoh ^e 
Ktfaeingen ' der Tangenten DG und CA* geändert, DG nimmt eine tiefere 
Lüge, etwa DT, CK eine li BIWW Lage, etwa CV, an. Zerlegen wir dte in 
den fVflheren Richtungen dieser Tangenten wirkenden Wideratandskräfte DG 
und CA* nach den Richtungen DT and DV (x DT), resp. CV und CW (i CV), 
so befördeWi ^Z«^ und CV nur die Rotation der Scheibe, DV und CW Üben 
jedeeh einen Drnek anf die Scheibe aus, welcher die Axe LM wieder der 
Vertlkslen xy nähert , so 
daaa nunmeht. der Winkel 
der AxsLUdid der Vertikalen 
konttast' blnbi 

WÖdc d!6 SchWerkratt 
die ÄxeXif der Vertik aleft xy 
zu Dftbflm^treben, ao würde 
jl/dbsr^iB liegen, AQ also 
nach nirtm gerichtet sein, 
d. h. due der früheren 
direkt eotgegengeBetzte 
Lage haben; dassetbe ^It 
Tftn BÄ,di& Drehung der 
Aie um die Vertikale musF 
also im entgegengesetzten 
Slwnft erfolgen. 

Wenn die Kraft, welche 
die KlcEitnBg der Äie des pj_ wj 

lotlTenden Korpeta zu ver- ^' 

luidem aac^tj.aDch niclit 

die Schwerkrm ist, ao Sudeb doch eine Drehung der Axe statt, wie an dem 
ftdzenden Beispiele gezeict' waiden 9o\\. 

WftPe die Erde eine Tollkoromene Kng^l und die ganze Maase derselljen gleich- 
mäaügr.aiS'die Aie vertheiltj so würde die AB?,iehnng der Sonne auf dieMolekMe 
der Erde eine durch den Mittelpunkt der Erde gehende Eeaultirende geben (Wie 
aus dem Newton'aclien Attractionsgesetze ohne Weiteres folgt), nnd diese Beanl- 
tiiende würde Itaine Drehnng. der Erde hervorbringen, also auf dis Richtung der 
Etdaie nicht verändernd einwirken; daher würde die Erdaxe auch, wie schon oben 
behauptet wurde, nur eine parallele Verschiebung erleiden. Da aber die Erde ab- 
geplattet iat, alao ala eine Kugel angesehen werden kann mit der Erdaia ala 
Dnrchmeaser, welche noch mit einem Willst nmMben ist, der von den Polen nach 
dem Aeqnator hin an Dicke znnimmt, so wird die auf die innerw Engel wirkende 
Anziehung der Sodne ohne Wirkung aut die Richtnutr der Erdaie sein, dagegen 
wird die anf den Wnlst wirkende Anzi(^i$ eine solche Richtnngsänderung her- 
vorbringen. 

In _ Rg. 87' ist die Eide zur Zeit dea SommersoIstitiümB (21 Juni) dargestellt. 
iSJIf iatdie VerbindBugslinie dea Sonnen- und Erdmittelpunktes, n« die Btdnra 
(^,nM8= 66',',°). Sind nnn a und 6 zwei aymmetrisch gelegene Massen- 
theilchen dea Wulstes in heiden Ssiten der Aie, so isfc die Aniiehnng der Sonne 
anf a grösser als anf b (wegen der geringeren Entfernung). Die Reanittrende B 



ETdIiahn senli recht ist. 

Aqh Fig. 38 erkennt man, itm die Wirknn^ der 9onne auf die Erclaxe zur Zeit 

des WinterBolfititinnu (21 December^ dieselbe ist. 

Zar Zeit der Asquinoctien <äl Harz und S2 Swtember), no di« Erdaie lenk- 

..>.. . — r.-., . ü ,.;..■.. n-. ...v. ... n. ._...- .. ^ «Her ÄDiiehnngskrSto, welohe 

I die Erdaie au&aricbten strebt, 

L den Aeqniaoctien nimmt diese 

Obwohl ftlw die Kraft, 
welche die Erdaie der sn 
Erdbahn Benkrechten Oe> 
raden xy zu nähern ancht^ 
nicht konstant ist, wie bei 
dem FesseVschen Appant, 
80 wird sie dach eine 
Drehnng der Äie lun diese 
Gerade znr Feige haben 
(entsprechend der Drehung 
der Axe bei dem JBohnen- 
berKCr'Bchen Hoachinohra) 
nna iwar wird, weil die 
Botatien der Erde von 
Westen nach Osten, also 
vom Südpoi ans geseheo 
wie derührieiger ertolgt, 
die Erdaxe sich anch drehen 
wie der Ühraeiger, wenn 
ui- .QQ man fiber dem Nordpol 

'**-"''• stehend auf die Erde her- 

absieht, also von Osten 
nach Westen (s. Fig. 87 und 88). Die Drehung der Erdaxe erfolgt anf einer 
K^lfläcbe und zwar wird dieselbe vollständig dorchlanfen in 25600 Jahren, In 
Folge dessen ist die Erdaxe nicht immer nach demselben Punkte des Bimmelsge- 
wälbes gerichtet, nnd anch die Ebene des Erdäqnators schneidet die Ekliptik, d. h. 
den Darchschaittskreia der Ebene 
der Erdbahn mit der Himmele- 
knge], nicht beständig in denselben 
Punkten, den sog. Aeamnoctial- 
pnnkten. Erst nach je 26600 Jahren 
nehmen dieselben ihre frOhera 
Lage wieder ein. Da die Drehung 
der Aeqninoctial punkte anf der 
Ekliptik von Osten nach Westen, 
also in entgegengesetzter Richtung 



Von den Widerstanden der Bewegung. 
9 16- 
Nachdem bereits in der Staük (g 13) der Rdbnngdwidentand behandelt 
worden ist, erübrigt nar noch, d^n Widerstand zn enterBUchen , welchen 



*) Die Richtungen beider Kräfte sind nahezu parallel wegen der grossen Ent- 
fernung der Sonne. 
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ein Körper in dem Mittel (z. B. Luft oder Wagser), in welchem er sich 
bewegt, erfährt. Dieses Mittel selbst denken wir uns in Ruhe. Dass ein 
solcher Widerstand wirklich vorhanden ist, lehrt schon die alltäglichste Er- 
fahrung (z. B. die Bewegung der Hand im Wasser), folgt aber a priori 
auch schon daraus, dass bei der Bewegung eines Körpers die in der Be- 
wegungsrichtung desselben befindliehen Luft- oder Flüssigkeitsmoleküle 
gleichfalls in Bewegung gesetzt werden müssen, welche dieser Bewegung 
in Folge ihrer Trägheit einen Widerstand entgegensetzen. Diesen Wider- 
stand können wir uns, gerade so wie den Reibnngswiderstand, als eine 
Kraft vorstellen, welche in einer der Bewegungsrichtung des Körpers direkt 
entgegengesetzten Bichtung wirkt, also die Wirkung der ELraft, welche die 
Bewegung des Körpers hervorbringt, beeinträchtigt, so dass die Geschwin- 
digkeit des Körpers geringer wird. £b handelt sieh nun darum, diese 
Widerstandskraft, welche wir mit W bezeichnen wollen, mathematisch ana- 
zudrüeken. 

Hat der sich bewegende Körper zu einer gewissen Zeit die Geschwindig- 
keit f, so muss von demselben in der folgenden unendlich kleinen Zeit r, 
während welcher die Geschwindigkeit als konstant betrachtet werden kann, 
dne Masse m des widerstehenden Mittels in Bewegung gesetzt werden, 
welche dabei dieselbe Bewegung, also auch dieselbe Geschwindigkeit v an- 
nimmt. Die • Kraft, welche hierzu erforderlich ist, welche alao den 
Widerstand des Mittels überwindet, ist gerade so gross als der Widerstand 
selbst, also gleich W. Der mathematische Ausdruck für diese Kraft, welche 
der Masse m in der Zeit r die Geschwindigkeit v ertheilt, ist, weil v ^^^ gx 
ist, wo g die durch die Kraft hervorgebrachte Beschleunigung bedeutet: 

fV = mg = — • 

r 

Ist 6 der Weg des Körpers in der Zeit r, so ist o = vr, also r = ö : i>, 
daher 



Da nun die Masse m des Mittels, welche auf dem Wege 6 in Bewegung 
zu setzen ist, von der Länge dieses Weges abhängig und zwar derselben 
proportional ist, so dass wir m =' ao setzen können, wo a einen konstanten 
Factor bezeichnet, so ist 

W = ao\ 

d. h. der Bewegungswiderstand in einem Mittel ist proportional 
dem Quadrate der Geschwindigkeit des sich bewegenden Körpers. 
(Newton's Widerstandsgesetz). 

(Der Reibungswiderstand bei der Bewegung fester Körper auf einander war von 
der Geschwindigkeit der Bewegung unabhängig). 

Da m offenbar auch in demselben Verhältnisse wächst wie der zur 
Bewegungsrichtung senkrechte grösste Querschnitt q des Körpers, indem mit 
diesem Querschnitte auch die Anzahl der in Bewegung zu setzenden Moleküle 
des Mittels wächst, so ist auch der Widerstand proportional q*), 

*) Dieses Gesetz ist mit einem Lineal leicht zu bestätigen, wenn man dasselbe 
einmal ndt der Breitseite, ein anderes Mal mit der Kante durch die Luft bewegt. 

P 



— 82 — 

(Fallschirm, langsameB Fallen der SeifenblaBen, der Federn etc.). Es kommt 
jedoch auch viel auf die Gestalt des Körpers an. Wenn bei gleichem 
grössten Querschnitt ein Körper vorne kegelförmig zuges^Mtzt, ein anderer vorne 
eben ist, so ist der Widerstand des Mittels g^en den letzteren grösser als 
gegen den ersteren, indem die Moleküle des Mittels im letzteren Falle 
schwerer ausweichen können als im ersteren. 

Femer wächst m proportional der Dichtigkeit des widerstehenden 
Mittels, daher ist auch der Widerstand proportional der Dichtigkeit 
des Mittels. (Im Wasser ist der Widerstand grösser als in der Luft). 

Wie schon oben bemerkt, wird durch den Widerstand fV die Ge- 
schwindigkeit V des Körpers verringert und zwar offenbar proportional der 
Grösse des Widerstandes (weil die Kraft W eine ihr proportionale Ge- 
schwindigkeit erzeugen würde)*); daher ist auch die Verminderung der Ge- 
schwindigkeit proportional dem Quadrate der Geschwindigkeit, dem grössten 
Querschnitte des Körpers und dem specifischen Gewichte des Mittels. Haben 
zwei Körper bei sonst gleichen Verhältnissen verschiedene Massen oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, verschiedene Dichtigkeiten, so ist der Wider- 
stand des Mittels gegen beide Körper derselbe. Da aber bei gleicher Be- 
schleunigung oder gleicher Geschwindigkeit die kleinere Masse auch durch 
eine kleinere Kraft P getrieben wird, so ist die Resultirend^ dieser Kraft 
und des Widerstandes {P — W)j also auch die resultirende Gesehwindigkeit 
kleiner als bei der grösseren Masse. Der weniger dichte Körper 
verliert mehr von seiner Geschwindigkeit durch den Wider- 
atasd des Mittels als der dichtere. 

Regentropfen fallen hiernach in der Luft langsamer als ebenso grosse Bleikugeln. 
Fällt ein Regentropfen aus einer Höhe von 1000 Meter, so müsste er mit ca. 140 Meter 
Geschwindigkeit am Boden ankommen; seine Geschwindigkeit ist Jedoch nur etwa 
10 Meter. (Vgl. auch Seite 67). 

Wenn man die Dimensionen eines Körpers verkleinert, wodurch auch 
die Masse, also auch die beschleunigende Kraft verkleinert wird, so wird 
im Allgemeinen der Querschnitt, also auch der Wideratand in kleinerem 
Verhältnisse verkleinert. (Wird der Radius einer Kugel 2 mal kleiner, so 
wird die Masse 8 mal, der grösste Durchschnitt nur 4 mal kleiner). Die Ge- 
schwindigkeit des kleineren Körpers wird also durch den Wider- 
stand verhältnissmässig mehr verringert, als die des grösseren. 
Daher kommt es auch, dass Schlanun, Lehmtheilchen, Kreidepulver im 
Wasser, ebenso Staub in der Luft nur sehr langsam sinken. 

Wenn ein Körper in der Luft oder in einer Flüssigkeit fallt, so muss, 
da die beschleunigende Kraft konstant ist, der Widerstand abei* mit der 
während des Falles wachsenden Geschwindigkeit auch wächst, die Re- 
sultirende beider Kräfte beständig kleiner werden, die Bewegung also immer 
mehr und mehr einer gleichförmigen sich nähern. Vollständig gleichförmig 
wird, wie die Rechnung zeigt, die Bewegung allerdings nicht, doch nähert 
dieselbe sich diesem Grenzfalle um so schneller, je kleiner der Körper, je ge- 
ringer seine Dichtigkeit und je grösser die Dichtigkeit des Mittels ist. (Die 
Bewegung der Regentropfen, der Schneeflocken ist in der Nähe der Erde 
fast völlig gleichförmig). 

*) Vgl. die senkrecht aufwärts gerichtete Bewegung, bei welcher die Anfiuigs^ 
gesehwindigkeit v durch die Schwerkraft um gt verkleinert wird, wo gt offenbar pro- 
portional der Schwerkraft ist. 
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Bei der obigen Entwickelung der Widerstandsgesetze ist die Reibung 
des Körpers an den Molekfilen des Mittels nicht berücksichtigt Diese 
Reibung, welche nach vieläushen mit gedrehten Scheiben*) angestellten Ver- 
suchen der Geschwindigkeit der Bewegung proportional, also etwa := ßv 
ist, wo ß eine Constante bezeichnet, vergrössert den Gesammtwiderstand, 
so dasB derselbe den Werth 

Wi = av^ + ßv 

annimmt. Bei sehr langsamen Bewegungen (z. B. bei der Bewegung eines 
langen Pendels) ist v^ im Verhältnisse zu v sehr klein, daher reducirt sich 
der Werth von Wi auf das zweite Glied ßvy d. h. der Widerstand ist der 
ersten Potenz der Geschwindigkeit proportional. Bei sehr grosser Ge- 
schwindigkeit überwiegt allerdings das erste Glied; da jedoch alsdann der 
in Bewegung befindliche Körper eine Verdichtung des Mediums vor sich 
erzeugt, so wird durch die Reaetion oder den Druck des verdichteten Theils 
auf den Körper der Widerstand doch noch etwas vergrössert, itfdem kein 
Gegendruck hinter dem Körper, wo vielmehr eine Verdünnung eingetreten 
ist, jenem Drucke das Gleichgewicht hält. 

Die Theorie des Widerstandet^ in einem selbst in Bewegung befindlichen 
Mittel würde uns hier zu weit führen, dieselbe setzt auch die Bew^ungsge- 
setze der Flüssigkeiten und Gase voraus. 

Von d^r meclianischeii Arbeit und der lebendigen Kraft. 

§ 17. 

1. Die mechanische Arbeit besteht in der Ueberwindung eines 
oder mehrerer Widerstände. 

Solche Widerstände werden nicht nur durch Reibung oder durch das- 
Mittel, in welchem eine Bewegung erfolgt, hervorgebracht, sondern jede 
Kraft, welche zu irgend einem Zwecke tiberwunden werden muss, bildet 
einen Widerstand. Soll z. B. ein Körper vertikal durch eine Kraft gehoben 
werden, so setzt die Schwerkraft dieser hebenden Kraft einen Widerstand 
entgegen, welcher durch das Gewicht des Körpers gemessen wird, und die 
hebende Kraft; muss wenigstens eben so gross sein als die zu überwindende 
Schwerkraft Bei dem Heben mittelst einer schiefen £bene ist ausser der 
Reibung ein Theil des Gewichts des Körpers zu überwinden, bei der An- 
wendung des Keils zur Trennung die Kohäsion des Holzes oder die Ad- 
häsion der sich berührenden Körper, bei der Bewegung auf einer horizon- 
talen Ebene nur die Reibung. Die Kraft, welche gerade hinreicht, alle 
Widerstände zu überwinden, also den Körper aus dem Zustande der Ruhe 
in den der Bewegung zu versetzen, ist stets gleich dem Gesammtwiderstande^ 
hat aber die entgegengesetzte Richtung und ist eine konstante Kraft, wenn 
der Widerstand konstant wirkt. Wir wollen diese Kraft mit P bezeichnen 
und können, da es nur auf die Grösse des Widerstandes ankommt, statt 
desselben überall P setzen. Wenn ein Körper bereits eine Bewegung an- 



*) Wird eine Scheibe (oder auch eine Eu^el) in einem Mittel um eine durch den 
Mittelpunkt gehende Axe gedreht, so sind Iceine Moleküle des Mittels aus ihrer Lage 
zu bewegen, und doch ist eine Verzögerung der Bewegung nachweisbar, welche also 
nur von der Reibung der Scheibe an den benachbarten Molekülen des Mittels her- 
rühren kann. 

F* 



- 84 — 

genommen hat nnd zwar eine gleichförmige, so hält die Kraft, welche be- 
ständig auf ihn wirkt, ebenfalls den Widerständen gerade das Gleichgewicht; 
denn die gleichförmige Bewegung erfordert keine dauernd wirkende Kraft. 

Wenn eine Dampfinaschine einmal in fiewegang ist nnd die Maschinenrader sich 
gleichförmig umdrehen, so hat die Kraft des Dampfes nur die Beibnnffswiderstände 
an den Axen der Räder nnd an den Kolben in den Pumpen etc. zn überwinden. 

Die mechanische Arbeit ist.um so grösser, je grösser der zu über- 
windende Widerstand oder auch die Kraft P ist, und wächst mit P offenbar 
in gleichem Verhältnisse. 

Sollen 2 Kg. gehoben werden, so ist die Arbeit doppelt so gross, als wenn nur 
1 Kg. gehoben werden soll. 

Die mechanische Arbeit oder die Arbeit der Kraft P ist aber auch um 
so grösser, je längere Zeit hindurch der Widerstand überwunden werden 
muss oder je länger die Kraft P wirkt Da der dabei durchlaufene Weg 
der Zeit proportional wächst (die Bewegung ist ja gleichförmig, weil P nur 
die Widerstände überwindet)^ so kann man auch sagen, die Arbeit der 
Kraft P ist um so grösser, je länger der Weg ist, auf welchem der Wider- 
stand zu überwinden ist oder auf welchem P wirkt. 

Ist die Beibnng der Wagenräder von den Pferden auf einer 8 Meilen langen 
Strecke zn überwinden oder müssen die Pferde den Wagen 3 Meilen weit zie&n, 
so leisten sie eine 3 mal grössere Arbeit, als auf einer Strecke von einer Meile. 

Bezeichnen wir mit A die von der Kraft P auf dem Wege s geleistete 
Arbeit, so ist der mathematische Ausdruck fUr die Arbeitsgrösse: 

A = Ps 1), 

wenn diejenige Arbeit als Einheit angenommen wird, welche .durch die 
Krafteinheit auf einer Strecke von einem Meter geleistet wird, oder auch 
welche in der Ueberwindung des Einheitswiderstandes auf einer Strecke 
von einem Meter besteht, wo unter dem Einheitswiderstande der von der 
Krafteinheit überwundene verstanden wird. 

Da das Gewicht von 1 Kilogr., oder genauer die auf die Masse von 
1 Kg. wirkende Schwerkraft gleich der Einheitskraff^) ist, also auch durch 
die Einheitskraft überwunden wird, so ist der Einheitswiderstand 
gleich 1 Kg., d. h. gleich dem Widerstände, welchen 1 Kg* bei 
dem Aufheben in Folge seines Gewichts leistet. Man nennt die 
Einheitsarbeit, welche also bei dem Aufheben von 1 Kg. auf die Höhe von 
Im geleistet wird, ein Kilogrammmeter oder Meterkilogramm (mk). 
Ist daher P auch in Kilogrammen ausgedrückt, so bedeutet die Arbeit A = Ps 
„Meterkilogramm*^. 

Wenn eine Kraft 6 K^. aaf eine Höhe von 10 m oder 10 Kg. anf die Höhe 
von 6 m hebt, so leistet sie eine Arbeit von 60 Meterkilogramm. Wird bei der Be- 
wegung eines Schlittens die Reibung in Kilogrammen ausgedrückt (dieselbe beträgt 
ja einen ahquoten Theil des in Kilogr. ausgedrückten Druckes oder des Gewichts 
des Schlittens), und ist dieselbe etwa gleich 20 Kg., so ist die Arbeit der Pferde 
anf einem Wege von 100 Metern gleich 2000 Meterkilogramm, d. h. ebenso gross, 
als wenn sie 20 Kg. auf die Höhe von 100 Metern hätten heben sollen. 

Ist die Arbeitsgrösse eine ziemlich bedeutende, wie z. B. die von 
Dampfmaschinen geleistete, so drückt man dieselbe in Pferdekräften 



*) Vgl. § 7, Seite 21. 
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aus. Die^ ErfahniDg lehrt, dasB ein Pferd bei achtstündiger täglicher Arbeit 
durchschnittlich 75 mk Arbeit in der Sekunde leistet (also etwa 75 Kg. 1 m 
hoch heben kann).' Man nennt daher die Arbeit von 75 mk eine Pferde- 
kraft. Wenn also z. B. eine Dampfmaschine in V 900 Kg. 20 Meter hoch 
hebt, so ist die Arbeit in dieser Zeit 18000 mk = 75.240mk; die Dampf- 
maschine hat also die Wirkung von 240 Pferdekräften. 

Beträgt die Reibung eines Eisenbahnzuges an den Schienen und den 
Axen der Räder 2250 Kg., und wird der Zug durch die Lokomotive auf 
horizontaler Bahn in 1^^ 10 Meter weit gezogen, so ist die Arbeit in 
dieser Zeit 22500 mk = 75.300 mk; die Lokomotive hat also die Wirkung 
von 300 Pferdekräften. 

Zuweilen wird die Anzahl der Pferdekräfte der Dampfmaschinen noch mit 3 mul- 
tiplidrt, weil ein Pferd 8 Stunden täglich, die Maschine dagegen 24 Stunden 
arbeiten kann. 

Durch Maschinen wird die Arbeitsgrösse nicht vermehrt, wie sich an 
den in der Statik behandelten einfachen Mascliinen leicht zeigen lässt: 

Ist das Gewicht G auf die Höhe h vertikal zu heben, so ist dazu eine 
Arbeit von Gh Meterkilogramm erforderlicli. Auf einer schiefen Ebene 
von der Höhe h und der Länge l gebraucht man zum Heben von G Kilogr. 
nur eine Kraft P := G,h:l, Da aber diese Kraft auf dem Wege l wirken 
muss, um G auf die Höhe h zu heben, so ist die Arbeit PI == Gh erfor- 
derlich. Auf der schiefen Ebene wird also dieselbe Arbeit verrichtet wie 
bei vertikaler Hebung der Last. Berücksichtigt man die Reibung, welche 
auf der schiefen Ebene noch zu überwinden ist; so ist die Arbeit sogar 

noch grösser als bei vertikaler Hebung, nämlich ^ ^ j - - — | — — 1 . ^= G{h -(- «^), 

wo b die Basis der schiefen Ebene, a den Reibungskoefficienten bedeutet). 

Wäre l = mÄ, so wäre die anzuwendende Kraft P = G, der Weg /jedoch, 

also auch die zum Durchlaufen desselben erforderliche Zeit wäre mmal so 
gross, als bei vertikaler Hebung (gleiche Geschwindigkeit vorausgesetzt). Was 
also an Kraft durch die Maschine gewonnen wird, geht an Zeit wieder 
verloren. Diese sog. goldene Regel der Mechanik gilt auch für die übrigen 
Maschinen. 

Soll mittelst einer Schraube eine Last G um die Höhe h eines 
Schraubenganges gehoben werden, so ist dazu eine einmalige Umdrehung 

erforderlich. Die anzuwendende Kraft Ist P = — , wenn u der Umfang 

der Spindel ist; ebenso gross ist der zu überwindende Widerstand; daher 
ist die Arbeit bei einer einmaligen Umdrehung, d. h. auf dem Wege u gleich 

— . M = Gh. Ebenso gross würde auch die Arbeit sein bei vertikaler 

Hebung der Last G auf die Höhe h ohne 'Anwendung der Schraube. Durch 
die Reibung in der Schraube wird auch hier die Arbeit noch vergrössert« 
Auch die bei dem Holzspalten mittelst eines Keils, auf welchen man mit 
einer Axt schlägt, geleistete Arbeit ist von der Beschaffenheit des Keils 
ganz unabhängig. Hat ein Keil die Rückenbreite r, die Seite s, ein anderer 
die Seite ^i bei gleicher Rückenbreite, und ist der Widerstand des Holzes 
gegen eine Seite 0, so ist die anzuwendende Kraft im ersteren Falle 



Soll der Klotz bei beiden Keilen gleichweit auseinander klaffen, nämlicli 
um die Breite r des Rflckena, so mnss jeder Keil um die ganze Seite des- 
selben in den Klotz hineinbewegt werden. Die Arbeit ist »Ibo resp. Ps^Qr 
und Pm ^ Qr, d. h. in beiden Fällen dieselbe. 

Soll dni'ch einen Hebel eine Last G um A Ueter gehoben werden, 
welche in A (Fig. 40) im Abst&nde e vom 
UnterstütznngBpunkte auf demaelben mht^ 
so ist die in B im Abstände «i aof den 

i Hebel wirkende Kraft P =^ G .—. Die 

I «1 

i ^ege, welche A nnd B gleichzeitig machen, 

j verhaltoi sich wie e%ei, oder der Weg 

I des Punktes B ist = — — -, die Arbdt 

Fig. 40. p hti 

der Kraft P also ^ Gh, d. h. ebenso 

gross, als wenn G ohne Hebel nm h Meter gehoben worden wäre. — Ebenso 
schliesBt man bei dem einarmigen nnd bei dem Winkelhebel. 

Da bei der festen Kolle an Si-aft nichts erspart wird, und anch die 
Grösse des Weges nicht geändert wird, 
so kann auch keine Aendernng in der 
ArbeitBgr&Bse dntreten. 

Wird die Last G an der beweg- 
liehen Rolle (Fig. 41), also anch der 
Mittelpunkt M der letzteren und damit 
der horizontale Durchmesser AB der- 
I selben um AUeter gehoben (parallele 
Seile vorausgesetzt), abo die Arbeit Gh 
geleistet, so verkürzt sich das um die 
bewegliche Bolle gehende Seil um 
AA' -\- BB' (wenn A'B' die nene Lage 
von AB ist), d. h. um 2A; um ebenso 
viel verlängert sich das freie Ende des 
. um die feste Rolle gehenden Seils, d. ti. 
der Angriffspunkt C der Kraft P bewegt 
sich um 2j& abwärts oder P wirkt auf 
demW^e 2A, wodurch die Arbeit P . 2A 
oder, &a P ^ \G ist, wieder die Arbeit 
Pig_ 4]^ Gh geleistet wird. 

Wird bei dem gemeinen Fla- 
schenzuge die Last G nm A Meter gehoben, also die Arbeit CA geldst«t, so 
findet an jeder beweglichen Rolle eine Verkürzung des Seiles nm2A, im Ganzen 
also eine Verkürzung um 2n/i statt (wenn n solche Rollen vorhanden sind) \ um 
ebenso viel verlängert sich das freie Ende d^ Seiles, d. h. die Kraft P 

wirkt auf dem Wege 2nA, also Ist die Arbeit InhP = Gh, well i* = ^ C ißt 
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Wird bei dem Potenzf laschenzage die an der tiefsten Rolle 
hängende Last Q um h Meter gehoben, also die Arbeit Gh geleistet, so hebt 
sich der Mittelpunkt der nächst höheren (der zweiten) Rolle um 2h^ folglich 
der Mittelpunkt der nächst höheren (der dritten) RioUe um 2 . 2A *« 2'A^ 
also der Mittelpunkt der nächst höheren (der vierten) Rolle um 2.2 ^A»» 2 'A 
u. s. w., der Mittelpunkt der nten beweglichen Rolle um 2'* " ^hy daher 
verlängert sich das freie Ende des. um die feste Rolle gehenden S^s um 
2 . 2^ ~~ ^^ =» 2'^hy oder die Kraft P wirkt an diesem Seilende auf dem 

Wege 2*»Ä; die Arbeit der Kraft ist daher 2"ä.P = Ca, weil i> = ^ö ist. 

Wenn bei einem Wellrade die Radien d^ Rollen, an welchen die 
Last und die Kraft wirken, r resp. R sind, so verhalten sich die von zwei 
Punkten der Umfönge der Rollen*), also auch die von der Last und der 
Kraft in gleicher Zeit zurückgelegten Wege s:S =^ r:E, Wird die Last G 
um ^ Meter gehoben, also die Arbeit Gs geleistet, so leistet die ELrafb P die 

PsR 

Arbeit PS = = Gs, weil P:G =r:E ist. 

r 

Da bei dem Räderwerk (s* Statik § 20) die sich auf einander ab- 
wickelnden Bogen der in einander greifenden Räder gleich sind, so ver- 
halten sich die Drehungswinkel dieser Räder umgekehrt wie die Radien. 
Bezeichnen wir daher die Drehungswinkel in derselben Zeit bei den auf 
einander folgenden Wellrädern mit coi cog a^ w^^ so ist, wenn ffllr die 
Radien die Bezeichnungen in Fig. 52 der Statik gelten: 

0^ : C02 =s rg : i?i 

09» : c^8 = ra : R^ 

0^8 : a>4 = r4 : R% 

also coi : a>4 = r^nr^ : R\R^R^, 

Für die Bogen, um welche sich gleichzeitig das zweite und siebente Rad 
(an welchen die Last und die Ejraft wirken) drehen, also für die Wege der 
Last und der Kraft haben wir 

s:S = föiri : CÖ4Ä4 
folglich s'.S=s r^r^r^r^: RtR^R^R^. 

Die Arbeit, welche zum Heben der Last G xxm s Meter erforderlich 
ist, hat den Werth Gsj die Arbeit der Kraft P iat P.S = Gs^ weil nach 
§ 20 der Statik 

P:G = nr^r^r^iR^R^R^R^ = s:S 
ist. 

Ist eine bestimmte Kraft zum Heben von Lasten gegeben, so kann 
man, wenn diese Kraft auf eine Maschine wirkt, allerdings mit derselben 
eine grössere Last heben, als wenn die Kraft unmittelbar auf die Last 
wirkte; da aber die Bewegung der Last an der Maschine in demselben 
Verhältnisse langsamer wird (wegen des grösseren Weges), so ist die Arbeit 
in einer bestimmten Zeit doch in beiden Fällen gleich gross. Wegen der 
Reibungswiderstände, auf deren Ueberwindung stets ein Theil der Kraft 
verwendet werden muss, ist der Nutze£fect der Maschine noch geringer, 
als bei unmittelbarer Wirkung der Kraft. 



*) Die Rollen drehen sich stets um denselben Winkel wegen ihrer festen Ver- 
bindung; die zugehörigen Bogen, das sind jene Wege, verhalten sich also wie die^ 
Radien. 
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2. Unter der lebendigen Kraft eines Körpers versteht man seine 
Leistangs- oder Wirkungsfähigkeit. 

Wenn nämlich ein Körper durch irgend eine Kraft zu irgend einer 
Zeit eine gewisse Geschwindigkeit erlangt hat, so würde er nach dem Be- 
harrungsgesetze mit dieser konstant bleibenden Geschwindigkeit seine Be- 
wegung ohne Unterbrechung fortsetzen; hat er aber auf seinem Wege 
Widerstände zu überwinden, so wird durch dieselben seine Bewegung fort- 
während verzögert, die Geschwindigkeit also verringert werden, bis der 
Körper endlich, jedoch erst, nachdem er noch eine bestimmte Strecke durch- 
laufen hat, zur Ruhe kommt. 

Ein mit einer gewissen Geschwindigkeit vertikal in die Höhe geworfener Körper 
hat beständig den Widerstand der Schwerkraft, welche ihn abwärts za ziehen 
sacht, zu überwinden, und moss daher schliesslich zur Buhe kommen, nachdem er 
eine gewisse Höhe erreicht hat (wie wir es auch aus § 9, I wissen). Wird bei 
einem in Bewegung befindlichen Eisenbahnzuge die Maschine ausser Thäti^keit 
gesetzt, so kommt der Zug, nachdem er die Beibungswiderstände und den Wider- 
stand der Luft noch auf einer bestimmten Strecke überwunden hat, zur Buhe. 

Jeder Körper, welcher einmal eine gewisse Geschwindigkeit erlangt 
hat, ist in Folge dessen fähig, Widerstände auf einem gewissen Wege zu 
überwinden, d. h. eine Arbeit zu venichten; man sagt daher, der Körper 
besitzt eine gewisse Wirkungsfahigkeit, und diese ist es, welche lebendige 
Kraft heisst. Gerade so wie eine Kraft Arbeit zu leisten im Stande ist, so 
gilt dies auch von einem Körper, welcher eine gewisse Geschwindigkeit hat, 
ohne dass irgend eine beschleunigende Kraft auf ihn noch weiter wirkt. 
Die lebendige Kraft nennt man in der neueren Physik auch Energie, und 
zwar kinetische Energie (d. i. Bewegungsenergie) im Gegensatze zu 
der sog. potentiellen Energie (oder der Energie der Lage), wovon 
weiter unten die Rede sein wird. Die lebendige Kraft eines Körpers ist 
vollständig unabhängig davon, auf welche Weise der Körper seine Ge- 
schwindigkeit erlangt hat, ob durch eine Stosskraft, oder durch den freien 
Fall oder den Fall auf einer schiefen Ebene, eben weil bei dem Beginne 
der Arbeit des Körpers die bewegende Kraft bereits zu wirken aufgehört 
hat, also nicht mehr in Betracht kommt. Auch auf die Richtung der Be- 
wegung kommt es bei der lebendigen Kraft nicht an. 

Das Maass der lebendigen Kraft kann offenbar nur die Arbeit sein, 
welche der Körper auf dem Wege verrichtet, den er noch durchläuft, bis 
er zur Ruhe kommt. Zur Bestimmung dieser Arbeit müsste der zu über- 
windende Widerstand gegeben sein. Da es bei der Arbeit aber nicht auf 
die Art des Widerstandes, sondern nur auf die Grösse desselben ankommt, 
so können wir annehmen, dass dieselbe in der Ueberwindung der Schwer- 
kraft bei vertikaler Hebung besteht, d. h. in der Ueberwindung der ELraft mg, 
wenn m die Masse des Körpers, g die Beschleunigung des freien Falls be- 
deutet. Ist nun V die Anfangsgeschwindigkeit des vertikal fn die Höhe 

geworfenen Körpers, so erreicht derselbe die Höhe H = — ^ überwindet 

also den Widerstand mg auf dem Wege Hy oder die geleistete Arbeit, d. i. 
das Maass der lebendigen Kraft des Körpers ist: 

L = mg , H = mg .— , . , . 2) 
d. h. L = \mv^ .... 3) 
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Die lebendige Kraft eines Körpers wird gemessen durch das 
halbe Prodnet ans der Masse des Körpers in das Quadrat 
seiner Geschwindigkeit 

Da mg =^ Cr auch das Gewicht des Körpers bedeutet^ so folgt aas 3) 

auch L =a= — — .... 4) 

2g 

Die Ausdrücke 3) und 4) für L gelten natürlich auch; wie schon oben an- 
gedeutet ist, für jede beliebige Richtung der Bewegung und für jeden be- 
Mebigen Widerstand. 

Eine Kanonenkugel von 25 Kilon. Gewicht und der Geschwindigkeit 300 m hat 
also eine lebendige Kraft gleich 25.90000:20=113500; dieselbe kann also eine 
Arbeit von 112500 Meterkilogramm leisten, also u. A. ihr eigenes Gewicht von 
25 Kilogr. anf die Hohe von 4500 Meter heben. 

Die lebendige Kraft ist proportional der Masse und dem 
Quadrate der Geschwindigkeit. 

Die lebendige Kraft eines rotirenden Kreisels, welche den Widerstand 
jener Kraft überwindet, welche die Richtung der Aze zu verändern strebt, 
d. h. der Widerstand des Kreisels gegen jede Veränderung der Richtung 
der Axe ist um so grösser^ je grösser die Masse und die Rotationsge- 
schwindigkeit des Kreisels ist. (Vgl. § 15, Seite 75). 

Die Wirkungsfihigkeit einer geschossenen Kugel ist grösser als die einer gleich 
grossen gewonenen (wegen der grösseren Geschwindigkeit). Zwei Eisenbahnzüge 
oder zwei Schifie richten bei ihrem Zosanmienstosse eine um so grössere Zerstörung 
an, je mehr Masse sie haben und je schneller sie sich bewegen. Einen Korkpfropfen 
kann man nicht so weit werfen, als einen ebenso grossen Stein. (Wegen der ge- 
ringeren Masse ist die Wirknngsfahigkeit des Korks eine geringere; der Luft- 
widerstand, welcher in beiden Fällen derselbe ist, kann also durch den Kork nicht 
so weit überwunden werden, als durch den Stein). • 

Bezeichnet W den Widerstand, welchen der Körper auf dem noch zu 
durchlaufenden Wege s überwindet, so ist die Arbeit desselben auch gleich 
Wsy daher nach 4) 

Ws=:-ß 5). 

2g 

Wäre W und s, also die von dem Körper geleistete Arbeit und das 
Gewicht G des Körpers gegeben, so könnte man aus 5) die Geschwindig- 
keit V des Körpers ableiten. Es ist nämlich 



-V 



-7i . . . . D) 



Mit Hülfe der Gleichung 5) kann man ferner s berechnen, wenn FT, 
G und V bekannt sind, ebenso W, wenn G, s und v gegeben sind. (S. die 
Aufgaben in § 18, No. 21—23). 

Gv^ 
Die Gleichung JVs = -— = ^mv^ 

ist der mathematische Ausdruck für das Princip von der Erhaltung 
der Energie, welches die Grundlage der ganzen neueren Physik bildet. 
Wir können dieses Princip in folgender Weise ausdrücken: Es kann in 
der Natur Energie weder gewonnen werden, noch verloren 
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gehen^ es finden nm* Verwandinngen oder Umseizungen der Energie in 
Arbeit und umgekehrt; also nur Formver&nderungen der Energie statt. 

Die Energie einer in die Höhe geschossenen Kugel verscbmndet aller- 
dings s&b^bar dadureh, dass die Kugel zur Ruhe kosmit; die Energie ist 
jedoch nur in die Arbeit umgesetzt, welche bei dem Heben der Kugel auf 
die erreichte Höhe geleistet ist; diese Arbeit verwandelt sich jedoch sofort 
wieder in Energie, wenn die Kugel wieder zurückfällt, und diese Energie 
hat auch genau dieselbe Grösse wie ror dem Aufsteigen der Kugel, da die 
Kugel am Boden mit derselben Geschwindigkeit wieder ankommt, mit welcher 
sie aufgestiegen ist Wir sehen hieraus, dass auch keine geleistete Arbeit 
verloren ist, da sie sich immer wieder in Energie verwandelt, wenn der 
Körper nur die Möglichkeit hat in Bewegung zu kommen (wenn derselbe 
also nicht durch einen festen Widerstand, etwa ^ne Unterlage, am Fallen 
gehindert ist). 

Die Energie, welche implicite in der geldsteten Arbeit steckt und nur 
so lange, als der Körper noch in Ruhe ist, sieh nicht in lebendige Kraft 
oder kinetische Energie verwandelt, nennt man Energie der Lage oder 
potentielle Energie. Man könnte also auch sagen: Die kinetische und 
die potentielle Energie gehen wechselseitig in einander über. 

Die in dem Geschützrohre hinter dem Pulver liegende Kugel besitzt potentielle 
Energie, welche sich sofort in kinetische Energie verwandelt, wenn ata Pulver 
entzündet wird. 

Besteht die geleistete Arbeit in der Ueberwindung von Reibungswider- 
ständen, so ist allerdings keine sichtbare Umsetzung dei*selben in kinetische 
Energie nachweisbar; trotzdem ist die Arbeit nicht verloren, denn sie findet 
sich in einer entstandenen schwingenden Bewegung der Moleküle des 
Körpers, d. h. in der erzeugten Wärme wieder. 

Als Beispiel für die Erhaltung der Energie mag noch der Stoss zweier 
Körper erwähnt werden. Sind die beiden Körper ganz unelastisch, so be- 
wegen sie sich nach dem Zusammenstosse mit derselben Geschwindigkeit 
weiter. Aus § 5 I folgt, wenn die dort gebrauchten Bezeichnungen bei- 
behalten werden, für die gesammte Energie vor dem Stosse 

t und nach dem Stosse 

„ . mH^ -i- mi Hx 2 -[- 2mmi vih 

oder ^1 = 4 ! ! 

m -j- mi 

m^v^'^miHi^'\-mmiV^-^mmiVi^—mmiv^ — mmi vi ^ -|- 2in>»i rt?i 

m -j- mi 

= 4-, s j 

m '-\- mi 
= -I- (mv^ -f- /Hl Vi ^) — -I- 



27t 



4- mi 



mmi {v—üiY^ 
= -Ä — 1 i ? 
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woraus E\ < E folgt Der scheinbare Verlast an Energie ist umgewandelt 
in Arbeit^ welche besteht in der Formveränderung der beiden Körper bei 
dem Stosse und in der auftretenden Wärme. (Eine gegen eine eiserne 
Platte geschossene Bleikugel drückt sich platt und erhitzt sich bedeutend). 
Der Veilust an Energie, (also die geleistete Arbeit) ist: 

E - E^ = ^-ü^ {V - v,y-, ■ 

dieser Verlust ist also proportional der Grösse {v — v\)\ d. h. proportional 
dem Quadrate der Differenz der Geschwindigkeiten , wenn die Körper sich 
vor dem Stosse hinter einander bewegten (wie wir in der obigen Entwickelung 
stillschweigend annahmen), dagegen proportional dem Quadrate der Summe 
der Geschwindigkeiten, wenn die Körper sich einander entgegen bewegten, 
(weil in diesem Falle v^ negativ in Rechnung zu bringen ist). Stösst ein 
unelastischer Körper gegen eine feste Wand, so wird seine ganze Energie 
zur Formveränderung und Wärmeentwickelung verbraucht. 

Die zerstörende Wirkane zweier znsammenstossenden Eisenbahnzüfi^e ist eine 
grössere, wenn die Züge sich begegnen, als wenn bei derselben Fahrgeschwindigkeit 
ein Zug den andern überholt. (Im ersteren Falle ist der Verlust an lebendiger 
Kraft, nämlich E—E^, also auch die geleistete Arbeit grösser als im letzteren) 
Wenn gezahnte Bäder in einander greifen, so sind alle Stosse derselben möglichst 
zu vermeiden, weil dadurch etwas lebendige Kraft verloren geht, also der Nutzeffect 
der Maschine verkleinert wird. 

Sind die beiden Körper vollkommen elastisch, so ist die gesammte 
Energie nach dem Stosse nach § 5, II 

d. h. die gesammte Energie wird durch den Stoss nicht verändei*t, es wird 
daher bei dem Stosse auch keine Arbeit geleistet» 

Eine Anwendung von der Theorie der lebendigen Kraft bei dem Stosse kann 
man ^ei dem sog. ballistischen Pendel machen; dasselbe besteht aus 
einem sehr schweren mit Eisen beschlagenen Holzklotze, welcher an einer 3— 4 Meter 
langen Stange hängt, — und dient zur Bestimmung der Anfangsgeschwindigkeit der 
Geschosse. In der Verlängerung der durch den Schwerpunkt gehenden, zur Drehungs- 
axe senkrechten Geraden befindet sich unter dem Klotz eine Spitze, welche den 
Weg des Pendels in eine mit Wachs gefüllte kreisförmige Einne eindrückt. Gegen 
den in der Ruhelage befindlichen Pendelkörper wird aus geringer Entfernung eine 
Kanonenkugel geschossen, welche in den Pendelkörper eindringt und denselben in 
Bewegung setzt, also auch die genannte Spitze durch einen bestimmten Weg treibt. 
Beträgt der letztere 9 Meter und ist r der Abstand der Spitze von der Drehungsaxe 
(oder, was dasselbe ist, der Radius der kreisförmigen Rinne), so ist der Ausschlags- 
winkel des Pendels 

360.« 



a« 
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Die Bewegung, welche das Pendel macht, ist dieselbe, wie die des Schwingungs- 
punktes, in welchem wir uns die ganze Masse des Pendels konzentrirt denken können. 
Die Geschwindigkeit, welche der Schwingungspunkt, also auch das ganze Pendel an- 
nimmt, ist ebenso gross als bei dem Zurückfallen des Pendels, wenn dasselbe durch 
die Vertikale geht, nämlich nach § 11 * 
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wo h die .vertikale Erhebung des Schwingongspunktes bedeutet, also ^ = / (1 — cos a) 
ist {l ist die reducirte Peudellänge}. 

Ist nun G das Gewicht der Kanonenkugel, K das Gewicht des ganzen Pendels, 
V die Geschwindigkeit der Kugel, so ist die lebendige Kraft der Kanonenkugel 

^^. Bei dem Zusammenstossc der beiden (unelastischen) Körper geht an Energie 
verloren die Grösse 

^Xö + IST)-^' 
also ist die fibrigbleibende Energie 



G-^Kf 2g{G-^K) 

Durch diese Energie wird eine Masse von dem Gewichte G+.K auf die vertikale 
Höbe h gehoben, also die Arbeit (G-^K)h geleistet; daher ist 

Anmerkung. Man hätte auch so schliessen können: Die Geschwindigkeit V 
nach dem Stosse ist nach § 5, 2) 

T7 Gv , G+K ^ G-^K^y-— 

F- ^^^TT' ^^''^ ""- ~G~ • ^ " —ß-y^gh. 

Aufgaben zur Dynamik. 

§ 18. 

1. Zwei elastische Kugeln von den Massen m = 5, wi ==: 10 Massen- 
einheiten bewegen sich hintereinander; die nachfolgende Masse m hat die 
Geschwindigkeit v = 6 Meter. Mit welcher Geschwindigkeit vi muss mi 
voraneilen, damit nach dem Zusammenstossc die Masse m in Ruhe bleibt, 
und welche Geschwindigkeit hat die Masse mt nach dem Stosse? 

Antwort, vi = 1^^ Meter, Vi = 44- Meter. 

2. Eine elastische Kugel von der Masse mi, welche die Geschwindig- 
keit Vi = 3 Meter besitzt, soll durch eine nachfolgende Kugel m eine ge- 
gebene Geschwindigkeit Fi = 12 Meter erhalten; die Massen m und mi 
stehen im Verhältnisse 3:4. Welche Geschwindigkeit v muss die nach- 
folgende Kugel m haben, und welche Bewegung hat die Masse m nach 
dem Stosse? 

Antwort, v = 13\ Meter; die Kugel m behält nach dem Stosse ihre 
Bewegungsrichtung bei und hat die Geschwindigkeit F = 1^^ Meter. 

3. Vier elastische Kugeln, deren Massen m mi m^ m^ sich wie 4:3:2:1 
yerhalteu, berühren sich so, dass ihre Mittelpunkte auf einer Geraden liegen. 
Die Masse m wird von den andern entfernt und dann gegen mi mit der 
Geschwindigkeit v geworfen. Mit welcher Geschwindigkeit x bewegt die 
letzte Kugel m^ sich aus ihrer Ruhelage? 

Antwort, x = |^v. 

4. Wie gross ist x in der vorigen Aufgabe, wenn ausser m noch 

n Massen vorhanden sind, welche mit m eine geometrische Progression 

bilden mit dem Quotienten ^? 

2**.v 
Antwort, (x: = — — ■. — -~, 

(1 + ^Y 

5. Von einem Punkte A aus, welcher von dem Mittelpunkte B einer 



2r 
va sin et 
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ruhenden elaBtischen Kugel um a Meter entfernt ist^ wird unter einem 

Winkel a (gebildet mit AB) eine zweite gleiehe elastische Kugel gegen die 

ruhende mit einer Geschwindigkeit von v Meter geworfen. Mit welcher 

Geschwindigkeit bewegen sich beide Kugeln nach ihrem Zusammenstosse 

weiter, und um welche Winkel weichen ihre Bewegungsrichtungen von den 

beiden gegebenen Richtungen ab? (Die Kugeln haben den Radius r). 

Antwort. Die anfänglich ruhende Kugel erhält die Geschwindigkeit 

V / — . 

F = — |/4r2 — «2 giu ^8 und weicht von ABsib um einen Winkel ip=g) — a, 

* 

wo der spitze Winkel gp gegeben ist durch die Formel sin ^ = - 

Die von A aus geworfene Kugel erhält die Geschwindigkeit Fi = 

und weicht von ihrer ursprünglichen Richtung ab um den Winkel 90^ — q>. 

6i Die Tiefe E eines Brunnens ist aus folgenden Daten zu berechnen. 
Fällt ein Stein in den Brunnen, so vergeht vom ersten Momente der Be- 
wegung des Steins bis zur Ankunft des Schalles aus der Tiefe, welcher 
durch das Aufschlagen auf das Wasser verursacht wird, eine Zeit von /Se- 
kunden. Die Geschwindigkeit des Schalles ist 340 Meter in der Sekunde. 

Antwort. B =^ - (|/340 (340 + 2gt) — 340)«; für / = 10" ist 

ff = 377, 4 Meter. 

7. Welche Beschleunigung / hat ein auf einer schiefen Ebene herab- 
fallender Körper; welche Geschwindigkeit v erlangt derselbe am Ende der 
schiefen Ebene und welche Zeit t ist hierzu erforderlich, wenn die Reibung 
berücksichtigt wird? (Reibungskoefficient a), 

Antwort. 1) y = ^ (h — ah) = g (sin a — a cos a) 

2) V = Y'2g{h — ab) = }/2gl (sin a — a cos «) 

i)t = l. ]/- 2 , 1/ 2 I. 

' g {h — ab) - ^ gl (sm a — «cos a) 

8. Wenn ein Eisenbahnzug auf einer Bahnkurve vom Radius r sich 
bewegt, wie gross darf seine Geschwindigkeit höchstens sein, damit er durch 
die Centrifugalkraft nicht umgeworfen wird? Die Entfernung der Schienen 
ist <?, die Höhe des Schwerpunktes der Wagen ist h Meter. 



Auflösung. V = j/g (r + ^ Meter. 



9. Wie klein würde in voriger Aufgabe der Radius der Kurve 
höchstens sein können, wenn die Geschwindigkeit v gegeben ist ? (A = Im, 
^ = 1,5 m, V = 6 Meilen ä 7500 m in der Stunde). 

2v^h e 

Antwort, r = — = 20,83 m. 

ge 2 

10. Ein cylindrisches Gefäss mit a Kilogr. Wasser wird an einem 
Faden in einer vertikalen Ebene im Kreise hernmbewegt, der Radius der 
Bahn ist r, die Umlaufszeit T\ wie gross ist der Druck auf den Boden des 
Gefasses, wenn dasselbe die höchste und die tiefste Stellung hat? 
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Antwort. 2> = -;;,7 — i= a (das — Zeichen gilt für die höchste, das 

-j- Zeichen für die tiefste Lage). 

11. Wie gross mus8(in der vorigen Aufgabe) die ümlaufsÄeit wenigstens 
sein, damit bei der höchsten Stellung des Gefässes das Wasser nicht 
ausfliesst? 



/^- 



Antwort. T = 2jr 

9 

12. Die sog. Centrifugaleisenbahn besteht aus einer schiefen Ebene, 
welche in einen kreisförmig gewundenen Kanal übergeht. Der vertikale 
Durchmesser dieses Kreises AB {A ist der untere Endpunkt) sei gleich d. 
Von welcher vertikalen Höhe über A muss ein Wagen auf der schiefen 
Ebene herabrollen, damit er in Folge der in A erlangten Geschwindigkeit 
auch die kreisförmige Bahn durchläuft, ohne zu fallen? 

Antwort. H = ^d. ' 

Anleitung zur Auflösung. Die in Ä erlangte Geschwindigkeit w wird durch 

das Aufsteigen von A bis zum höchsten Punkte B verringert um v = y^gd ; der 
Best v) — V reicht hin, um in B eine Centrifugalkraft zu erzeugen, welche das 
Gewicht des Wagens gerade überwindet. Man drücke H durch w aus und eliminire 
zuerst w und dann auch v. 

13. Welche Geschwindigkeit muss eine Kanonenkugel haben, welche 
in horizontaler Richtung abgeschossen ist, damit dieselbe eine kreisförmige 
Bahn um die Erde beschreibt und wie viel Zeit würde dazu erforderlich sein? 
(Vom Luftwiderstande wird abgesehen). (Umfang der Erde 40 000 000 Meter). 

Auflösung. Die Centrifugalkraft muss gleich der Erdschwerkraft sein. 
Hieraus folgt « = 8000 m ungefähr in der Sekunde, r=öOOO"=l»» 23^20''. 

14. Wie gross ist die Anziehung der Erde auf eine Masse m in der 
Tiefe h unter der Oberfläche, wenn der Erdradius q und die Dichtigkeit 
der homogen gedachten Erdkugel 6 ist? 

Antwort, \jca6m {q — Ä), wo a die ^Anziehung zweier Massenein- 
heiten in 1 Meter Entfernung bedeutet. 

15. Wie gross ist die Anziehung y des Mondes auf die in der Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte von Mond und Erde liegende Masseneinheit 
an der Erdoberfläche? (Der Abstand des Mondmittelpunktes vom Erdmittel- 
punkte ist gleich 60 Erdradien). 

Antwort. 7 = ^.A_^.gl = 0,0000348. (Um y Meter 

wird also auf der dem Monde zugekehrten Seite der Erde die Beschleunigung 
durch die Erdschwerkraft, um / Kilogr. das Gewicht eines Körpers an der 
Erdoberfläche vermindert. 

16. In welchem Abstände von der Erdoberfläche wird ein Körper 
gleich stark von der Erde und von} Monde angezogen? (Masse der Erde M^ 
Masse des Mondes m und M-.m = 81:1, Abstand der Mittelpunkte beider 
Körper a = 60 Erdradien = 51600 Meilen). 

Antwort, x = -— £- — {M — \/Wn) — r (r = 860 Meilen) 

= 45580 Meilen. 
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17. Um den wieTielsten Theil der Beschleunigung durch die Schwerkraft 
in Paris muss die Beschleaniguiig bis zum Aequator abnehmen^ wenn man 
das Pariser Sekundenpendei um 2,82 Millimeter verkürzen muss, damit es 
am Aequator wieder Sekunden sehlägt? (Länge des Sekundenpendels in 
Paris L = 0,9^386 Meter). 

Antwort Um ^-^. 

18. Wie gross ist das Trägheitsmoment eines Stabes von der Masse 
M und der Länge X, welcher durch die darauf senkrechte Drehungsaxe 
im Verhältnisse a:j3 getheilt wird? 

/y3 _L /33 

Antwort. T = \ML^ . . / !; - 

19. Eine kreistbrmige Scheibe ist um eine Axe drehbar, welche durch 
einen Punkt des Umfanges geht und auf der Scheibe senkrecht steht. Der 
Radius der Scheibe ist r. Wie gross ist die reducirte Pendellänge? 

Antwort, l = fr. 

20. Sind bei dem Eater'schen Keversionspendel die verschiebbaren 
Massen an irgend einer Stelle festgestellt, ohne dass die Schwingungsdauer 
bei der Umkehrung des Pendels dieselbe bleibt; sind vielmehr die beiden 
Schwiugungszeiten für die beiden Schneiden h und hj wie gross ist die 
Schwingungsdauer eines mathematischen Pendels, dessen Länge L gleich 
der Entfernung der beiden Schneiden ist? (Abstände des Schwerpunktes 
von den beiden Schneiden = ei resp. ^a). Wie gross ist die Beschleunigung 
am Beobachtungsorte? 

Antwort. 1=1/ ^ g = — ^^-j — -• 

Anleitung znr Auflösung. Nach § 13 ist 



'^-''VA'''-''Vi 



gMe^ 

wenn K und K^ die Trägheitsmomente des Pendels in Bezug auf beide Schneiden, 
M die Masse des Pendels ist. Ferner ist die gesuchte Schwingangsdaaer 

Ist Mk'^ das Trägheitsmoment in Bezug auf die Schwerpunktsaxe , so ist K = 
JH(Ä*+ Cj'), K* ^z 3f (fc* + Cj*). Eliminin; man aus den 5 genannten Formeln die 
4 Grossen M, K^ K\ h, so ergibt sich die Formel für t. Die Grösse g ergibt sich 
dann aus der dntten Formel. 

21. Ein Eisenbahnzug hat eine Geschwindigkeit v = S Meter in der 
Sekunde^ der gesammte Reibungswiderstand beträgt -^-^ der Last; wie weit 
würde der Zug auf einer horizontalen Bahn noch laufen, wenn die Maschine 
ausser Thätigkeit gesetzt würde? 

Antwort, s = -- — = 960 Meter, (g = 10m). 

2g ^^ 

22. Wie gross wäre in der vorigen Aufgabe der durchlaufene Weg, 
wenn bei sonst gleichen Verhältnissen die Bahn eine Steigung von ^j^ 
(Ä : /) hätte? 

Antwort, s = — -7-: . 

= 548,57 Meter. 



Hi+mV^-^) 
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« 

23. Ein 500 Kg. schwerer Rammklotz fällt 10 Meter hoch herab 
und treibt in 10 Schlägen einen Pfahl 0,05 Meter tief in die Erde. Wie 
gross ist der Widerstand W des Erdbodens? 

Anleitung zur Lösung. Man berechne die Geschwindigkeit v des 

Rammklotzes bei dem Auftreffen und die Tiefe s des Eindringens bei einem 

500 V* 
Schlage, dann ist W = — — - = 1000000 Kg., d. h. der Widerstand ist 

1000000 mal grösser als der Widerstand der Schwerkraft bei dem Auf- 
heben von 1 Eg. oder 2000 mal grösser als bei dem Aufheben des Ramm- 
klotzes. 
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Druckfehler. 



I. Statik. 



Seite 13, Zeile 12 v. o. Hes: Q' statt A'. 

„ 18, „ 24 y. a. ,, A statt ^ 

y, 49, „ 1 V. 0. „ also auch eine Bewegung etc* 

n. Dj namik. 
Seite 11, Zeile 11 v. n. lies: 2vi — v statt v^ — v. 
„ 29, „ 9 V. ü. „ F= lim n ( ntw)- 
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Statik und Dynamik 
der Flüssigkeiten und Gase. 
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Hydrostatik 



§ 1. 

Die tropfbar flfissigen Körper haben mit dea festen die Eigen- 
schaft gemein, daß sie der Schwerkraft unterworfen sind; dah^ 
werden aUe Gesetze der Mechanik fester Körper, welche nur auf 
dieser Eigenschaft beruhen, bei welcher es also auf die Art des 
Zusammenhanges der Molekfile nicht ankcmunt, auch in der Hydro- 
mechanik gelten. Jeder tropfbar flüssige Körper ha* m ^mrigM 
und (so lange er in Buhe ist) einen Schwerpunkt; ein flttssiger Körper 
fällt nach denselben Gesetzen zur Erde wie ein fester u. s. w. Es 
kann sich also in der Hydromechanik nur um diejenigen Gesetze han- 
deln, welche anf den abweichenden Eigenschaften der Flflssigkeiten 
beruhe; dieselben sind 

1) die leichte Verschiebbarkeit der Teile (oder der 
Moleküle), . 

2) die Nichtzusammendrückbarkeit oder Inkompressi- 
bilität. 

Die erstere Eigenschaft ist .offenbar eine Eolge der geringeren Kohä- 
sion der Moleküle einer Flüssigkeit; diese Kohäsion ist, wenn es auch 
yerschiedene Grade des Fhiss^seins oder der sogen. Zähigkeit oder 
Yiskosität der Flüssigkeiten giebt (woher die Bezeichnungen: dick- 
und dünnflüssig, z. B. Teer, öl, resp. Wasser, Alkohol) — bei weitem 
geringer als bei den festen Körpern, jedoch bei keiner bekannten 
Flüssigkeit gleich Null, indem jede Flüssigkeit Tropfen bilden kann, 
d. h. ,frei^ zusammenhängende Massen, welche nicht auseinander- 
fliessen. (Man könnte jenen, idealen Zustand mit absolut oder yoll- 
kommen flüssig bezeichnen.) 

Die ZfUsammendrückbarkeit einer Flüssigkeit ist allerdings, wie 
Begnault und Grassi durch Versuche bestimmt haben, nicht ver- 
schwindend, jedoch sehr gering, so daß dieselbe in der Hydrostatik 
meist vernachlässigt wird. Vgl. hierüber § 3, Nr. 2. 

Wasser wird durch den Druck Ton.. einer Atmosphäre (1033 g auf 1 qcm) 
um 50, QaeeksUbor um 3, AULohol um 80, Äther um 111 Müliontel seines Volumens 
zusammengedrückt. Diese sog. Kompressionsko effizienten ändern sich ein 
w^nig mit der Temperatur, weil die Wärme dem Drude entgegenwirkt; die ge-* 
nannten bexlehen sich auf 0^. 



§ 2. 

OberfliohuiflMeti. 

Ans der leichten Yerschiebbarkeit der Teile einer Massigkeit 
folget znn&clist, daß dae Fltlssigkeit keine selbständige Gestalt haben 
kann (tod den Tropfen abgesehen), sondern daß die Gestalt derselben 
von der Gestalt des Gefäßes, in welchem sie sidi befindet, abhängig 
ist (Die Schwerkraft würde eine FIfissigkeit anf einer Unterlage 
sogleidi anseinanderfließen lassen.) 

Die Oberfläche einer ruhenden Flössigkeit in einem 
Gefäße bildet eine horizontale Ebene, bei größerer Aus- 
dehnung einen Teil einer Kugel Oberfläche (eine Kalotte), 
deren Mittelpunkt der Erdmittelpunkt ist 

Beweis ad 1. Hat die Oberfläche nur eine geringe Ansdebnnng, 
so können wir die auf die Oberflächenmolebüle wirkenden Schww- 
kr&fte (welche sich eigentlich im Erdmittelpunkte, also in sehr großer 
Bntfemung schneiden) als parallel ansehen. Wäre nun die ruhende 
Oberfläche gekrilnunt wie in Eig. 1, A irgend ein Molekäl derselben 
in emer Erhöhung, so können wir die auf A wirkende 

I Schwerkraft G = AB in 2 Seitenkräfte nach dem 
Parallelogramm der Kraft« zerlegen, wovon die eine 
AC in der Tangentialebene, die andere AD in der 
darauf senkrechten Normalen wirkt Da letztere in- 
folge der Inkompressibilität der Flüssigkeit auf- 
gehoben wird, so bleibt nur AC flbrig, weldie eine 
Fig. 1. Bewegung von A in der B,ichtnng AC zur Folge hat 

Diese Bewegung wird so lange dauern, bis A eine 
solche Lage hat, daß AC = 0, d. L daß die Tangentialebene sei^- 
recht auf AB ist. Da nun die Schwerkraft AB vfötikal ist, so muß 
die Oberfiäche horizontal sein, wenn sie zur Kühe- gekommen ist. 

ad 2. Bei größerer Ausdehnung der Oberfläche sind die Schwer- 
kräfte nicht mehr als parallel anzusehen. Trotzdem gilt dasselbe 
ßaisonnemeiit wie vorhin, da dasselbe von der Bichtung der Kraft AB 
unabhängig war; es mflssen also alle jene Tangentialebenen aof den 
Erdradien, in denen die Schwerkräfte wirken, senkrecht sdn, was nur 
bei der Kugelfläche der Eall ist. 

Zusatz 1. Das Oberflächengesetz ist, wie ans dem Beweise 
hervorgeht, offenbar nur ein spezieller Fall des folgendm Satzes : 

Die Oberfläche einer Flüssigkeit ist an jeder Stelle 
senkrecht zu der an dieser Stelle der Oberfläche wirkenden 
(resultierenden) Kraft 

Wäre diese Kraft alm nicht Tertikol, so wUn Knch die Oberillche tiidit 
borizonUI, wie eg l. B. am Rande des Gefäßes det Fall ist; nnd wenn an Ter- 
ichiedenen St«llen Tenchieden gerichtete Krftfte wirken, so ist die Oberfliche aadi 
nicht mehi eben, sondern Terschieden gekrOmmt (vgL § 11). Wird ein mit Wasser 
geftUlteB cylindriscbes Oefäß anf die Centriftigalinascliiiie gesetct, so daS ^e 
Drehnnggaxe mit der Axe des Cylinders msammenfdllt, und dann schnell nm- 
gedreht, so liefern die Schwerkraft nnd die auftretende CentrifDgalhraft, welche 
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am Bude 4« QeflLfiu pOB«r ist all in 4er Mitte, ui Mar Stdle dar ObwUehe 
eine Bemltieraid«, zu welcher die Oberfl&che lich sei^zecht «teilt Sie nicht 
elemeotaie Bechnnnfi' ergebt düin eine trichterförmige G^UIt der Oberfitlche 
(gentner eine dnrchBotation einer Fonbel nm ihn Axe, welche engleich Oylinder- 
ue ist, entstehende Fliehe, ein aog. Botationaparaboloid), 

Zusatz 2. Die Oberfläclie einer flieBendeo Flfissigkeit 
(z. B. der Flflsse) bildet eine schiefe Ebene. 

§8. 
Ober ll6 Fortpflauimi Au Draoki. 

Jeder anf eine abgesperrte Fiässigkeit wirkende Druck 
pflanzt sidL ganz gleichmäßig dnrch die Flfissigkeit fain- 
darch fort, so daß jedes Flächenstfick der Gefäßwände von 
gleichem Flächeninhalte wie die unmittelbar gedrfickte 
Stelle auch denselben Druck auszuhalten bat. Die Moleküle 
suchen infolge ihrer leichten Yersdiiebbarkeit jedem auf sie wirkenden 
Drucke sofort auszuweichen und drücken so auf die benadibarten; 
diese suchen wieder auszuweichen und drficken ebenfalls anf die 
benachbarten mit gleicher Stärke, und so erklärt sich die gldchmäßige 
Fortpflanzung des Drucks nach allen Seiten sehr einfach. 

Wenn in Fü- 2 bei ^ mittelst eines Kolbens 
ein Druck YOn a Kilognunm anf das Wasser in dem 
kngielfSnnigen äefUe anagetlbt wird und die Kolben 
bei B nnd C gleichen Qaerschnitt haben wie der 
bei J., so mtlssen dieselben mit a Kilogramm belastet 
werden, um dem bis B und C fortgepflanzten Druck 
das Gleichgewicht zu halten, d. h. um nicht henos- 
gedrückt zu werden. Wäre der Kolben bei D tou 
m mal grOSerem Querschnitt als der bei A, so Utte 
dHselbe einen Druck Ton »m Kilogrtunm auszttlialt«n 
nnd w&re daher mit ma Kilogramm zu beituten. 
Der Druck, welchen ein rUchenstack aus- 
zuhalten hat, ist also der OrOfie dieses 
Fl&cben Stucks proportional. ^ig- 2. 

Die Flüssigkeitsmoleküle müssen hiernach, da jeder Druck genau 
in gleicher Stärke auf die benachbarten fortgepflanzt wird (ähnlich 
wie bei der Perkussionsmaschine von NoUet), eine vollkommene 
Elastizität besitzen, welche man im Gegensatze zu der stets unvoll- 
kommenen Formelastizität der festen Kötper die Volamen- 
elastizität nennt, indem nach dem Aufhören des Drucks auch das 
Yolomen der Flüssigkeit genau wiederhergestellt wird. 

Als Anwendungen von der gleichmäßigen Fortpflanzung 
des Drucks mügen owähnt werden die bydranUsche Pr^se und daa 
Pigzometer. 

1) Die hydraulische Presse, welche von Pascal erfanden 
ist,*) besteht ans einer sc^. Druckpumpe Ä (Fig. 3) und einem 
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OyHBder B; irthAer roit derselben drack tarn Bokr C in Tertnidirag 
steht. Die Druckpumpe besteht -wieder aus einem CjUdÖö" (D^ncfc- 
cylinder), welcher unten ,bei D dorcli eine nol' nach oben sich 

öfl^nde KUppe 
(Vaitil) geschlos- 
sen ist and in wel- 
chem sich eine 
Stange (oder ein 
Kolben) E, welche 
hrttdicht durch den 
Deekel tÜDdarch- 
geht, aof und nie- 
der bewegen läßt 
Die Stange B ist 
an eiaem einarmi- 
goi Hebel FU im 
Punkte öbefestigt; 
dieser Hebel ist 
um U drehbar und 
■ wird bei F mit 
einem GJewicht be- 
lastet. In der 
Bohre C befindet 
sich ein Ventil H, 
welches sidi aneh 
nur nach otieai dff- 
ireh den einarmigen 
ßcylinder) bewegt 
irett N befestigt ist, 
wird; derselbe wird 
■kt. — Durch das 
ibt, Waasex in die 
Druckpumpe gesaugt. Bei dem Niedergehen der Stange schließt sich 
dieses Ventil wieder und das auijs;esai^|te Wasser sammelt sich in der 
Pumpe an, bis dieselbe geittHt ist. Jeder nun folgende Dmck aof die 
Stange drüdtt das Wasser in das seitliche Rohr, das Ventil H hebt 
sich, das Wasser tritt in den Cylinder B imd füllt denselben an. 
Das Ventil H hindert das Zurückfließen des Wasseni, wenn die 
Stange E wieder gehoben wird, indem es sich dann schließt. Jetzt 
pflanzt sich jeder Druck anf das Wasser in der Pumpe gleichmäßig 
dnrcb die ganze Wassermasse tbrt ond der Kolben M wird durch dea 
von nnten darauf wiikenden Druck gehoben. (Die seitlichen Druck- 
kräfte heben sich gegenseitig auf.) 

Die Kraft, Mt welcher der Kolben M gehoben wird, ergiebt 
sich auf folgende Weise. Wirkt bei F ein Druck gleich a Kilo, sa 
können wir diese Kraft ersetze durch eine bei G auf die Stange 
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wirkeade Ki»ft ar*), wo x . (?f7 = o . FU, täao x -= a . FU : GU 
oder X = a . m m, fremi der Hebdarm FU =' m . Gü ist. Dia 
Stange E urird ntit der Kraft am Biedergedräi^t Ist miD die BaslB 
Yta M nmal größer als die Basis der Stange, so ist der Druck auf 
M gleich D = n . a . m. (Ware z. B. « = 60 Kilo, m = 20, 
n = 100, 80 wäre die Brnckkraft D = 100 000 KUo.) Je größer 
also der Hebelarm FU im Verhältnis zu QU und je größw die Basis 
des Kolbens U im YerhäJüiis zu derjenigen dar Stange E, de^ 
größer ist der Drude Man kann aach umgekehrt, wenn man einoi 
gegebnen Dntck D ansttben vül, die Bdastimg a im Punkte F 
bereclmea. Es ist nämlich a = D : mn. Da der fortgepflanzte 
Druck andi auf die Cylinderw&nde wii^t, so müssen dieselben sehr 
stark sein. "Bei sehr großoi Druck kann allerdings durch das 
Sicherheitsventil K, w^clüfi der Druck hebt, so daß das Wasser &hs- 
fließt, dem Springen der Cylinder Torgebengt werden. — Die hydrau- 
lische Presse findet Anwendniig in ÖU und Zuckerfabriken, zur 
Friifaiig der Dampficessel, Wasserieitiingsröhren u. s. w. 

2) Das PiSzometer von Oersted (Fig. 4) dient dazu, die 
Komprinderbarkeit der Flüssigkeiten zn zeigen und zugleich die Kom- 
pression zu messen. Die zu komprimierende Flfissigkeit befindet sich 
in einem GeßLß A, welches sich in eine U-f9rmig 
gekrümmte vertikal stehende Bohre B fortsetzt; 
die letztere ist teilweise mit Quecksilber aag^tUlt, 
welches die Flüssigkeit absperrt und zaglei(£ einen 
Index für das untere finde der Flüssigkeit bildet. 
Die Bdhre ist an einer Skala befestigt, an welcher 
man das Steigen des Quecksilbers beobachtet und 
die Volomeaivermindenmg der Flüssigkeit in A 
bestinuat, wenn das Yolomen zwischen zwei Teil- 
strichen im Verhältnis zum ursprünglichen Volumen 
der Flüssigkeit bekannt ist. Das Gefäß A mit 
der Bohre S umgiebt Wasser, welches in einem 
größeren Cylinder C enthalten ist, und auf dieses 
Wasser, welches bis in die Bohre D hineinragt, 
wird mittelst eines Kolbens E ein starker Dmek 
ausgeübt. Das Wasser tritt durch ein seitliches 
Bohr F ans dem Gefäße G in den Cylinder. Der 
Hahn S kann (bei der Füllung des Apparates) 
das Rohr F mit dem oberen T^e der Bohre JJ Yig. 1. 

in Yerbindnng bringe oder bei entg^engesetzter 
Stellung (Drehung um 90") das Bohr F ab^erren, dagegen beide 
Teile von D verbinden. Jeder mittdst des Kolbens iJ auf das Wasser 
ausgeübte Druck pflanzt sidi in den Cylinder C fort und drückt 
I) aof die Wände des Cylinders, weshalb dieselben sehr stark sein 
müssen, 2) auf das Gefäß A und 8) auf das Qaet^nlber. Der letzt« 



*) Tgl. Statik feRter KOrper § 10. 
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Drack pflanzt sich znnftchst bis znr BerOhmiigsstelle K äear beiden 
FIflssigkeiten in dem Gef&ß A fort und bewirkt die Kompression der 
Flüssigkeit ttber dem Qaecksflber, welche abgelesen wfird; ^eser Drack 
pflanzt sich aber noch weiter durch die Flüssigkeit in A hindnrdi 
bis zn den Wänden dieses Gefäßes fort und hebt dadurch den von 
außen auf A wirkenden gleich großen Druck auf, so daß eine Volumen- 
yeränderung des Gefäßes A oder gar ein Zerspringen desselben yer- 
hindert wii^***) Um die Größe des Drucks bei £ zu messen, benutzt 
man eine im Cylinder C befindliche oben geschlossene, mit Luft ge- 
füllte Bohre L, welche an einer Skala befestigt ist Diese Luft steht 
immer unter demselben Druck wie die abgesperrte Flüssigkeit, zu- 
nächst nämlich unter dem durch das Wasser fortg^flanzten Druck 
der äußeren atmosphärischen Luft (yermdrt um den geringen und 
daher zu vernachlässigenden Druck der Wassersäule im ^lind^). 

Wird die Luftsäule auf — ihres Volumens zusammengedrückt, so ist 

der Druck nach dem Gesetze von Mariotte (s. Aerostatik § 5) n mal 
größer geworden, also n Atmosphären oder n . 1033 Gramm auf 
1 Quadratcentimeter. 

§4 

Auf der gleichmäßigen Fortpflanzung des Drucks beruht der 
Boden- und Seitendruck und der sog. Auftrieb. 

1) Der Druck einer Flüssigkeit auf den horizontalen 
Boden eines Gefäßes ist gleich dem Gewicht eines Flüssig- 
keitsprismas, dessen Basis der Boden und dessen Höhe die 
Tiefe des Bodens unter dem Niveau der Flüssigkeit ist. 
Der Bodendruck ist also unabhängig von der Gestalt der 
Seiten wände. (Hydrostatisches Paradozon.) 

Beweis. Hat das Gefäß vertikale Wände, so drückt offenbar 
die ganze Flüssigkeit auf dßn Boden; dieselbe bildet dann aber ein 
Prisma (resp. einen Oylinder), dessen Basis der Boäesk und dessen 
Höhe die Tiefe der Flüssigkeit ist. Bezeichnet B den Flächeninhalt 
des Bodens, h die Tiefe der Flüssigkeit, so ist das Volumen d^ 
Flüssigkeit V = Bh, also das Gewicht derselben und somit der 
Bodendruck, wenn s das spedflsche Gewicht der Flüssigkeit bedeutet: 

D ^ Bhs •...!) 

Habw die Wände eine beliebige andere Gestalt, so denken wir 
uns die ganze Flüssigkdt in (etwa n) un^idlich dünne horizontale 
Schichten von der Dicke B eingeteilt, dann können wir jede Schicht 



'*') Eine geringe Yerminderang des Yolnmensdes G^fiLßes A tritt aUerdnigB 
dadurch ein, daß der Gesamtdrack auf die ftnßere Oberflftche etwas gprOfter ist Sa 
der auf die innere, weil die äußere einen größeren Flächeninhalt hat als die innere. 
Man liest daher eine etwas zn geringe Verkleinerung des Volumens der Flüssigkeit 
ab. Begnault hat bei seinen Versuchen diese Kompression des Gefäßes mit in 
Bechnung gebradit. 



als ein Prisma T<m der Höhe ) anaehetL mit um so größerer 
Oenanigkeit, je kidner 8 ist lat die Basis irgend ctaer mMmu 
Sdücht 6, so ist das Gewicht derselben M«. Diese Schicht drflckt 
nnn aof die daninter befindliche, and dieser Druck pflanzt sich gleich- 
mfiüig bis znm Boden fort Ist nun B ^^ m . b, so ist der Druck, 
welchen der Boden dnrcb diese Schicht aosziihalten hat, gleich 
m . bis = Bis, derselbe ist also imabhftngig Ton 6, d. h. von der 
Basis der Schicht Der Gresamtdmck von ^fn n Sdiichten auf den 
Boden ist d^er n . Bis = B . nii . s = Bhs wie in 1). 

Zar BcflUtignng des Bodeiidrnckges«tiei dient der PBseal'Bche Apparat 
(Fig. 5). In eine öfiiiting A des Brettes L lusen sich OefftCo von Tenchiedener 
Oestalt (a, b, e, d), aber mit gleicher Onndfläche einschrauben. Gegen diese Off- 
nnng wird yon nnten durch einen Hebel, dessen anderes Ende l>ei £ durch Gewicht« 
betastet ist, eine Platte C, 
welche den Bodan dee wade 
antgeschranbteDGeffiSes bil- 
det, gedruckt; fOllt man das- 
felbe mit Wasser, so stellt 
sich daa letzten In aüea 
Gefäßen gleich hock tind 
zwar 80 hock wie in dem 
cylindrischen OeftSe a. 
Die Hßha wird dnreh einen 
Zeiger S, welchen man bis 
aa £eOberfl&ch6 derPlfissig- 
keit Tersckiebt, fixiert. Bei 
demHaldat'schen Appa- 
rate ist dei Hebel iütck 
ein von A. ansgdiendea 
mit Quecksilber angeflUltes 
gekrttmmtM Bohr ersetit, 
in dessen freiem aufwärts 
gekrflmmten Schenke! das 
Quecksilber imioei gleich 
hoch steht, welches GefU 

auch anfgeschranbt sein I^ig- o. 

mag. Die Bodenplatte fehlt 
dann natttrliob. 

Nicht nur der Boden des Q«fllßes, sondern jede horizontale 
Flüssigkeitsschicht nnd jeder horizontale Teil der oberen Fläche eines 
eing^ÄOchten Körpers hat, wenn der Flächeninhalt B and die Tiefe 
dieser Fläche h ist, den Druck D = Bhs m tragen. 

Eine Anwendung von dem Bodendruck macht man bei der Real- 
schen Eitraktpresse (Fig. 6). Die zu extrahierende Substanz (Rot- 
holz oder Blauholz) wird zwischen zwei riebartig durchlöcherte Platten 
JP nnd Q, welche sich in einem mit der Bxtraktionsflfissigkeit geföllten 
Cylinder befinden, gelegt. Auf den Cylinder wird ein 2—8 Meter 
langes, auch mit der Flüssigkeit gefülltes Rohr aufgesetzt. Bei dem 
bedeutendai Druck (= Bhs, wenn B die Größe der Platten, h der 
Abstand der oberen vom Niveau in der Röhre ist) findet eine ziem- 
lidi Tollständige Extraktion der löslichen Bestandteile der Sub- 
stanz statt 



2) Der Druek &nf irgend einen Teil der 
Seitenwand (gleichTiel ob dieselbe vertikal 
oder geneigt, eben oder gekrümmt ist) ist 
gleich dem Q-ewicht eines Flftssigkeits- 
prismas, dessen Basis gleidi der gedrück- 
ten !FIädie nnd dessen Höke der Abstand 
des Schwerpnnktea derselben vom Nivean 
ist. Der Seiteudrack ist also unabliftngig 
von der Weite des Gefäßes. 

Beweis. D«)ken wir nns zonftchst Bor ein 
tmendlich kleines Seitenfl&chenstäi^ in der Tiefe h 
von dem Inhalte o, so wirkt der in dieser Tiefe 
vorhandene vertikale Dmck auch nach der Sdte, 
weil er sich nach allen Bichtnngen giächm&llig 
verbreitet, and drückt daher anch aof das Seiten- 
flächenelement mit der Kraft ahs. Ist nun das 
Seitanflächenstück, dessen Inhalt <S^ sei, ans den 
Elraienten ai, sg, ai . . . in d^ Tiefen /ti, Ai, At . . ■ 
zusammengesetzt, so i^ der gesamte Dmck auf 



Fig. 6. A = °i Ä> « + °a ''S »+<«*•« + ■■ • 

= s [oi hl -^ >3a ha -^ <3B ha -^ . . .] , 

folglich, da nach § 22 der Statik der feetai Körper (am Ende)*) 

Ol Ai + aa Ab + 08 Ä8 + • • ■ == ^^ 
ist, wo H der Abstand des Sdiwerponktes der ganzen Fläche 8 vffln 
Nivean ist: 

A = s8H 2) 



*) Obwohl in § 22 der Statik fester Körper die erwSknte Thatuehe mm 

unter der TonaHaetzan^ bewiesen ist, daß die Fläche B eben ist nnd alle AbstBade 

vom NlTeu. ancb in diese Ebene hineinfallen, so gilt diestUe dooh ftllgenein (Br 

beliebig gestaltete Flilclien. Der Beweis dafllr ist vOllig 

analog dem a. a. O. geg^ebenen, nämlicli folgender: 

Snd Ä, S, C . . . dio Schwerpunkt« der FÜcben- 
Adcke Ol, Ol, og . . . (Fig. 7), &i, Gl, Cs ... die Oewiehte 
derselben, welche in den resp. Schweipnnkteo angieifen, 
endlieb Ai, A«, Ag . - . die AbstSnde dieser Schwerpnnxt« Ton 
der Ebene MN, so ist das Oewichl Q der gansen FÜche 
die BeanltierMide der Krlft« &,, O^, Q^ . . . und der 
Schwerpnob; S der FUohe der Angrifivi'iikt dieeei 
Besnltierenden. Um S, sn finden, tmt man AB in D 
so, daB AD : DB ^ Gf. G,, dann Itit die in D an- 
neffende Kraft £i => G'i + Gg die Besnltieiende tdo 
Ol n. Qt\ £1 hombinieK man in gkieher Weise mit 0» 
indem man DC ia S to teilt, daB DE : SC 
"S- '■ = (7t : £1 etc. Zieht man nun BF \\ 31N in der 

Ebene (Ai Aj), deht anch Ton D das Lot DL = Si 
anf UN, welches FB ia S schneidet, so ist 
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um den Sttitaiitoick dem Auge flIchtiMtf eu mwdieii, kum man ein ^gündmolMs 
mit WaMer geHUlto» OMA, an Aessea unterem Ende eine AaBflnAdAuug fidi 
befindet, frei bew^Iich auf häJDgen. So lange die Öffnung yerschlossen ist, hängt 
das Ghefäß vertikal, weil die in irgend einer Tiefe anf die Flächenelemente der 
Seitenwand wirkenden gleichen Druckkräfte, indem sie das Gef&ß nach allen mög- 
lichen Biehtongen m yersohidmn sadien, sich anfbeben. Fließt das Wasser jedoch 
aus, so neigt sieh das (>efäfl gegen die Vertikale und «war nach der der Ausflui* 
Öffnung entgegengesetzten Seite, weil auf dieser Seite der von der Wasserhöhe 
abhängige Druck gegen die Seitenwand wirkt, während an 
der Öffnung selbst der Seitendruck, welcher das Ausfließen 
bewirkt, jedenfalls nicht mehr auf die Ge^wand wirkt 
(vgL Fig. 8). über da« anf diesem Smtendru^ beruhende 
Keaktionarad s. Hydrodynamik § 3 Nr. 2 a. Ein OeM 
mit Wasser, welches auf einem Holzklotz befestigt auf 
Wasser schwimmt, wird, wenn in der Seitenwand eine 
Öffnimg (ziemlich tief) angebracht wird, bei dem Ausfließen 
des Wassers nach der der öffounff entgegengesetcten Seite 
fortj^wegt. — Bei bedeutender Tiefe der Flüssigkeit in 
einem Gefäße (auch bei Dämmen) kann der Seitendmck in 
der Nähe des Bodens so groß werden, daß er die Festigkeit 
des GeflUies überwindet; es muß dann dn Zerlnrechen des- 
felben erfolgen. Dämme sind stets in ihiem unteren Teile 
breiter als im oberen. — Bei einem ganz mit einer Flüssig- 
keit gefüllten prismatischen Gefäß mit vertikalen WUnden 
ist der ganze Druck auf eine Seitenfläche von dem Inhalte S 

und der Höhe h nach 2): /s^ = -— sSh^ weil der Schwer- 

1 Fig. 8. 

pxmkt vom Niveau den Abstand -^ h hat. Andere Bei- 

spiele 8. Aufgaben zur Hydrostatik § 13, No 1 bis 4. 

Der Gtesamtdrack auf den horizoBtaleii Boden oder auf ein 
ebenes StOck der Seitenwand, welcher die Somme der auf die ein- 
zelnefi El&eheneleniente wirkenden Drockkräfte war, muß, weil diese 
Druckkräfte zu den Flädienelementen senkredit, also einander 
parallel und auch nach derselben Seite geriditet sind, nach der Theorie 
der parallelen Kräfte gleich der Besidtierenden dieser Kräfte sein. 
Den Angriffspunkt dieser Resultierenden aller elementaren 
Druckkräfte nennt man den Mittelpunkt des Drucks auf die 
betreffende Flädie.'*') Ist die Seit^iwand gekrümmt, so sind die 

DB : AB ^ DK: AF, also auch Ö^i : (G^i 4- ö«) = (Ifi - Aa) : (Äi — Ät) 
oder 6?i ; JBi = (Ä - Aj) = (Äi — A|), folgüch (?i Äj — 6?i Äa = JKj JIi — Äi ä^ 
oder G^i Äi 4- (Bi — öi) Äq = Ei JSi, d. h. Gj äi -f- Gg Äg = iti ITi- 
Ist nun 12s die Resultierende von Bx und G^^ so ergiebt sich ebenso, wenn 
JBfg der Abstand ihres Angriffspunktes E von MN ist: 

ÄaJai=J8tJHi-f-G^*8=Ö^iÄi-hG^aÄ,4-Ö8A». 
Schließt man so weiter, so ergiebt sich schließlich für die letzte Besulüerende, 
also für Q^ wenn S der Abstand ihres Angriffspunktes 2 von MN ist: 

Gir = Gl Äj + Ga A3 4- G?8 Äg + 

Dividiert man diese Gleichung durch das specifische Gewicht der Fläche, so 
erhält man 

Sjff=oiÄi + OaÄa-h osÄgH- 

*) In diesem Punkte kann man sich die Gesamtwirkung des Drucks vereinigt 
denken ähnlich wie in dem Schwerpunkte die Gesamtwirkung der Schwerkraft. 
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dementaren Drockkri&fte nicht mehr parallel (weil dieaeibra auf den 
Fläcbenelementen senkrecht, also in der Sichtang der Normalen 
wirken), daher giebt es acwar immer noch einen Gesamtdmck gleich 
der Summe der einzelnen Druckkräfte, dagegen ist die Resultierende 
aller Kräfte nicht mehr gleich dieser Summe, wenn es flberhaupt eine 
Resultierende giebt und die Kräfte sich nicht etwa nur auf ein Krl^te- 
paar zurückf&hren lassen, in welchem Falle es auch keinen Druck- 
mittelpunkt gäbe. (Wenn die Flfissigkeit überall von der gekr&mmten 
Wand [incl. Boden] umgeben ist, z. B. Wasser in einem Eimer, so 
giebt es stets eine Resiütierende, also auch einen Druckmittelpunkt; 
s. Ende dieses §. Für technische Zwecke ist es oft wichtig, den 
Druckmittelpunkt zu kennen; wird die Außenwand in demselben 
unterstützt, so wird einem Durchbrechen derselben seitens der Flüssig- 
keit am besten entgegengewirkt 

Bei dem horizontalen Boden ist der Schwerpunkt der Bodenfläche 
zugleich Mittelpunkt des Drucks, weil die elementaren Druckkräfte 
sämtlich gleich groß sind, d. h. also weil alle Moleküle des Bodens 
von gleichen parallelen Kräften angegriffen w^den, die sich gerade 
so zusammensetzen lassen wie die elementaren (gleichen) Schwerkräfte 
(vgl. Statik f. K. § 22). 

Bei einem ebenen, im Allgemeinen auch bei einem gekrümmten 
Flächenstück der Seitenwand läßt sich der Mittelpunkt des Drucks 
auch durch Zusammensetzung der (im ersten Falle parallelen) elemen- 
taren Druckkräfte (meistens aber nur mit Hülfe der Integralrechnung) 
bestimmen. Dieser Punkt fällt aber nicht mehr mit dem Schwerpunkt 
des Flächenstücks zusammen, sondern er liegt stets tiefer als der 
Schwerpunkt, wie sich auf folgende Weise ergiebt. Denkt man sich 
durch den Schwerpunkt eine horizontale Linie (eine Schwerpunktsachse) 
in d^ Ebene der Seitenwand gelegt, dann ist der Druck auf jedes 
Fläch^element o auf diesar Geraden ^eich oHs (wenn H und s die 
frühere Bedeutung haben). Die Druckkräfte, welche auf die über der 
Geraden liegenden Elemente wirken, sind kleiner (wegen des geringeren 
Abstandes der Elemente vom Niveau), die Druckkräfte, welche auf die 
unter der Geraden liegenden Elemente wirken, sind (aus einem anali^en 
Grunde) größer als oHs. Wären alle Kräfte einander gleich (nämlich 
gleich ojff«), so wäre (wie vorhin bei dem Bodendruck) der Schwerpunkt 
der Fläche zugleich der Angriffspunkt der Druckresultierenden, also, weil 
die angenommene Gerade durch diesen Angriffspunkt geht, so wären 
(nach St. f. K. § 22 am Ende, Zusatz) die Summen der statischen 
Momente der Kräfte in Bezug auf die Gerade zu beiden Seiten der- 
selben gleich groß. Nun sind die Kräfte oberhalb der Geraden 
sämtlich kleiner, unterhalb derselben sämtlich größer als oHsj daher 
ergiebt sich in Wirklichkeit unterhalb der Geraden eine größere Mo- 
mentensumme als oberhalb, und somit liegt das statische Moment der 
Resultierenden aller Kräfte in Bezug auf die Gerade, welches (nadi 
d. a. §) gleich der Differenz der beiden Momentensummen ist, und 
somit auch die Resultierende selbst und ihr Angriffspunkt auf der 



Seite der grfiüeren MMnentauainBe, d. h. interiutlb der Schwer- 
pimkts&clise. 

Wir wollen der KTüBeren Deutlichkeit wegen einmal den Hlttelpnnkt de> 
Drncka für ein ebenes Fllchensttlck der 3eil«iiwu)d beatinunen, wenn dMsetbe eine 
symnietTische Lage zn einer dvwelbe schneidenden Linie (Sjmmetzieachse) hst, 
welche TerlSngert die Ihirchschnittalinie der Ebene des Flächenstflcks und däi 
NiTeans (oder mit anderen Worten den FHsaigkeitsr&ud in der Oberfläche) recU- 
winklig schneidet, z, B. fVr ein Rechteck, dessen Omndlinien dem NiTenu paisllel 
sind, fVr einen Kreis n. dgl. m. Auf den Neignngawinkel der FItkhe mit der 
Vertikalen konunt ei, wie ans der Entwickelang sich ergeben wird, nicht an. Es 
Mi in Fig. 9 MN das NiTean, AB die 
Sjmmettieachse einer Figni anf einer Seiten- 
wand nnd AB _L NO, femer OA = e, 
AB = l, die Lote von A und B anf du 
NiTean resp. h nnd H, so denke man sich die 
Fignr in « horiiontale nn endlich BchmEde 
Streifen Ton der Breite < zerlegt und ennScbat 
die Dnickkrttfte anf einem Streifen znsammen- 
gesetxt. Die Resnltierende derselben greift in 
der Uitte des Streifens an, weil diese Dmck- 
kr&fte gleich sind. Die Mittelpnnkt« der 
Streifen liegen aber sämtlich auf der Sym- 
metrieachse AB, also liegt anch der Angriffs- 
punkt der Besnitierenden aller Kräfte, d. h. 
der Dmckmittelpnnkt auf AB. Ist der (ver- 
tikale) Abstand des ersten Mittelpunkts vom Fig. 9. 
Niveau A + ^ so sind die der folgenden 

bezüglich Ä 4- 2B, A + 8B , . . . A + nS f= fl). Die in den Mittelpunkten 
angreifenden Kräfte sind der Keihe nach, wenn ti^, t^, vg, , . ui die Inhalte der 
Streifen bezeichnen: ' 

vt ih+ t)ä , ü, (Ä + 2») « , t% (Ä -f 88) « . . . . ft. (A + nS) . . 

Die Resultierende dieser Kräfte ist, da dieselben parallel nnd gleich- 
gerichtet sind: 

B = «1 (A + 6) « -f- iJi (A + 2B) g + . . . 
oder, wenn a den Neigungswinkel (bei O) der Fläche gegen da« Niveau beseicbnet, da 

A + B = {« + e) »i» a ; A + 2B = (e + 2=) sin a etc. : 

B = a . sm n [t^ {« + <) + 1^ {« + 2e> + ti (« + 8s) + . . . 4- wp. (< + ns)] 

Nach § 10 der Statik f. K. ist die Summe der statischen Momente der 

einzelnen Kräfte in Bezug auf das Centnun gleich dem statischen Uomente der 

Besnitierenden B, also wenu x der Abstand des Drnckmittelpnnktes von ist: 

BiE = p, {Ä + 8) , (e 4- s) ,-1- r, (Ä + 28) 8 (c + 2«) + . . 

= « . «m: (e, (e -H <)» 4- «^ (« + 2«)« -t- . . . ] 

t^ << + =) + P| (e + 2£) H- . . . 
folgt- Dei ZShlei ist offenbar das Trägheitsmoment der ganzen Figur in Bezug 
anf iVO als Achse; der Nenner ist die Summe der statischen Momente der Streifen 
der Figur in Bezug anf ON, also gleich dem Fiodnkt ans dem Inhalt der 

ranzen Figni und dem Abstände ihres Schwerpunkts von der Linie ON (St. f. K. 
22), so daO man setzen kann; 

T 

"TT«----« 

wenn T das TAgheitsmoment in Bezug anf ON als Achse, F der Inhalt der 
Figur und E der Abstand ihres Schwerpunktes von ON ist. 
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Fto em Beofateck nnt 2 hoiiwDtalca. Baten wIn, da die ^munetrinchBe eine 

HittellJue ist: oj = i^ = t^ = . . = — V, also 

(e-| -c)'+(e+at>^..-K<H-«')' _ «.^2«e(l+2+a+. ■+w)+t^l+4+g+ ■ . -H^ 
e+t+e-|-2i+..+e-Hw ~ ■ »MH-«(l-+2-h..+n) 

oder, da l+2+..+»=-i«{n-M> und 1+4+9+..+»^ =^»H-lK2n+l) 



lie^ so ist 
x^-|-/. Der Mittelpunkt des Drnclu teilt in diesein Falle die Mittellinie des 
Rechteckes im YeiliSitDiBse 2 : 1. Vgl. Änfgaben zur Hydrostatik § 13, No 5— T. 

S) Der Druck, welcher in einer gewissen Tiefe auf äne Flössig- 
keitsschicht wirkt, pflanzt sich nicht nur nach den Seiten und naäi 
onteu, sond^n aach nach oben in gleicher Stärke fort. Dieser auf- 
wärts gerichtete Druck, tta welchen also auch die Formel D = Bhs 
gilt, wenn B die gedruckte Fläche, h die Tiefe derselben (resp. die 
ihres Schwerpunkts) unter dem Nireau und s das spezifische GewicJit 
der Flüssigkeit bedeutet, heißt Anftrieh. 

Um des Auftrieb ku zeigen, benutzt man einen beider- 
seits offenen Cjlinder, dessen Basis dnich eine bewegliche an 
einem Faden befestigte Platte gebildet wiid (Fig. 10). Wird 
der Cylinder, naohdeni die Platte mittelst des Fadens angedrückt 
ist, in Wasser getancht, so fällt nach dem LoBlasseu des Fa- 
dens die Platte nicht ab, sondern sie wird durch den Auftrieb, 
welchem im Innern des Oylinders keine Kraft entg^enwiikt, 
getragen. Dieser Druck nimmt mit der Tiefe des Eintauchens 
EU. Gießt man dann Wasser in den Oylinder, bis es innerhalb 
desselben ebenso hoch steht als außerhalb, so fällt die Platte 
infolge ihres eigenen Gewichts m Boden, weil nun der Wusser- 
Fig. 10. druck anf die Platte sn beiden Seiten derselben gleich jst. 

Eine Anwendung des Auftriebes zeigt der hydrostatische 
Blasebalg; derselbe besteht ans eine« Cylinder, dessen Mantel ans 
Leder, dessen Grundflächen aus Holzplatten bestehen (Fig. 11). In 
ein Loch des Deckels schraubt man eine Glasröhre. Wird der Cylin- 
der und die Bohre mit Wasser gefüllt, so erweitert sich der Cylindor 
infolge des gegen die obere Grundfläche (B) wirkenden Drucks. Lit 



Fig. 11. 
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letzt«« nät X7«incIiWii bdaalet, etma iDii 
a GTtanm, so kommt der Blasebalg ' in Bnhe, 
wena das Wasser im Kolir so vim fi:esaiiketi 
ist, d&G der Druck auf .5, nftmlich Bhs = a 
ißt (Ä ist die Höhe des Wassers ttbetB). Durch 
SiBsetaeD Aec Werte Ton B, h nad s (= 1) kann 
man sich ron der Bitäiti^elt dieser Gleielinng: 
flberzengen. (Ist a ia Grantmen aosgedrBdtt, 
so ist £ in Qnadrateentimetem, h m Oentimetem 
anszndrilckai.) 

Bei dem anatomisches Heber (P%. 12) 
-wirkt eboifalls der Anibieb. Bin langes Bohr B 
steht mit ein«n weiterrai Qylinder A in Yer- 
bindnng; der letztere ist mit Wasser g^SUt 
und mit ein«- Blase überbunden. Wird nun in 
das Bohr B auch Wasser gegossen, so wirkt 
der bis naeh A hin fortgepflanzte Druck von 
unten her anf die Blase, welche dadurch stark 
gespannt wird, so daß das GefQge derselben 
deatlich horortritt. Der Auftrieb markiert 
sich durch die konvexe Wölbung der Blase. 

Die unter 1, 2 and 3 ang^hrten Gesetze 
lassen sich, weil der Druck auf den Boden, anf 
die Seitenwand and auf die Decke des Gefäßes 
stets durch dieselbe Formel (D = Bhs) aus- 
gedrfickt ist, in ein einziges zusammenfassen, 
Dänüicb: 

Jeder Theil der Umfassungswände 
eines Gefäßes hat einen Drnck zu tragen 
gleich dem Gewichte eines Flftssigkeits- 
prismas, dessen Basis gleich der gedruckten Fläche und 
dessen Höhe der Abstand des Schwerpunktes der Fläche vom 
Niveau der Flüssigkeit ist. 

In groBen Meerestiefea iat der Wasnerdnicli: ein aebt bedtnteoder. Nebmeß 
wir das specifische Gewicht des WasBera nnr gleich 1 lui (wegen des Salzgehaltes 
des SeewaBBen ist dasselbe etiras hSher^so ist der Druck in einer Tiefe von 
5000 Meter auf 1 Qnadrateentimeter 500 Kilogrunm oder etwa N)0 Atmosphären. 
Die Luft in der SdiwimmblaBe der FJBche steht also aoch unter einem Bolchen 
Druck. Werden Fische, welche von Jagend auf in groBen Tiefen gelebt haben, 
deren Schwiromblaee also mit komprimierter Luft gefüllt iat, an die OberflScha 
gebracht, wo der äuDere Druck sich anf den Lnftdrnck redvzirat, bo platzt oft die 
BlaBe infolge der Ansdehnnng der eingeBchlossenen Lnft. HefstenB Werden die 
Angen und die KQrperwttnde a,uf- nnd der Hagen nun Munde heniaegetriebeD. 
Eine KupferriAre mit einer daiiii eingesohlossenen GlaBrOhre, welche anf der Ex- 
pedition des .ChalieDger' 3650 Meter tief (der Mftteltiefe des atlantischen Oceona) 
niedergelassen wurde, wni4e tnsammeng^rsBt, «nd die Olasrthn wurde in ein 
feines Pulver verwandelt; in moefa giüfic^ Tiefe passierte daiselbe bei den wohl- 
geachtttEten Thermometern. -— Die Seetiere is aolchen Tiefen, deren Gewebe von 
SeewoBser durchdrangen ist, kQnnen diesen Drack aehr gnt aush^teu, sterben 
jedoch beim Heraufholen infolge der Yerminderung des Drucks. — Eide Taocliei- 




Fig. 12. 



— 14 — 



glocke kann njkslit in g^fie Tiefen kinaligelMien werden, weil dnrdi den gioAen 
Wasserdrack, welcher Ton mnten ker «nf die Lnft in der Glodce wirkt, die Lnft 
za stark kon^rimiert und sum Atmen ontanglich wird. — Wegen der wenn auch i 
nur geringen Kompressibilität des Wassers mnß auch in großer Tiefe die Dichtig- 
keit des Wassers znnehmen.*) 

Auf einen ficheinbaren Widersprach mag noch hingewiesen wer- i 
den am Schlosse der Ldbre vom Boden- nnd Seitendruck. Man 
könnte nämlich glauben, daß, wenn man ein nach oben sich ver- 
engendes oder erweiterndes Gefäß, welches mit einer Flüssigkeit 
gefüllt ist, trfigt, man mehr resp. weniger zu tragen habe als das 
Gewicht der Flüssigkeit (vom Gewichte des G^äßes abgesehen), 
weü der Druck auf den Boden, also die abwärts wirkende Kraft 
größer resp. kleiner als das Gewicht der Flüssigkeit ist. Dies ist 
jedoch nicht der Fall; man trägt eben nur das Gewicht der Flüssig- 



*) Die Berechnung der Diditigkeit (welche der Berechnung der Lnftdichtig- 
keit in einer gegebenen Höhe ganz analog ist; s. Aerostatik § 6) ist folgende: Es 
sei $0 die Dichtigkeit an der Oberfläche, h die Tiefe in Hetem ansgedrttckt nnd 
a der Kompressionskoeffizient ' für 1 Meter Wasserdm(^, also in 1 Meter Tiefe. 
In 6 Meter Tiefe wttrde durch den Druck ein Kubikoentimeter Wasser auf 
den Raum Ton 1 — ea Kubikcentimeter ausammengepreßt werden, daher haben 
die Dichtigkeiten in e Meter Tiefe und an der Oberfläche, wdche sich nmgekdirt 
wie die Volumina yerhalten, das Verhältnis: 

^ : ^ = 1 : (1 — sa), 
woraus ^ = ^o . z 

1 — 6« 

folgt Bestände nun die ganze Wassermasse aus n Schichten Ton unendlich kleiner 
Dicke 6, so können wir die Dichtigkeit in einer Schicht als überaJl gleidi 
annehmen, und es wäre dann offenbar in 2 e Meter Tiefe 

in 86 Meter Tiefe: 58 = ^- :r-^ — = ?o fr-^ — Y 
also in n e = A Meter Tiefe 

also, da ea eine sehr kleine Gröfie, also jedenfalls kleiner als 1 ist, nach dem 
Binomischen Lehrsatz: * 

lW=l^(l + ?^4-?4?^««s«+!^^ ..+ .,.) 

und fttrn =: OO : ^ = ?o (^ "^ ** ^ y ** "' "^ T ** "* "^ • • •) 

Beschränkt man sich auf die ersten beiden Glieder, weil o^, a>, . . also auch 
h^ o^, A> 0^, . . verschwindend Idein ist, so ergiebt sich ^ «= ^o (1^ + Aa). 
Wäre z. B. ^ = 1,03 und a = 4,4 Milliontel, wie es für Me^rwasser der Fdl 
ist, so hätten wir in einer Tiefe ron 6000, 8000, 10000 Meter resp. hn = 1,053: 
1,066; 1,075. 
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keit Hat das GeAÜ die Fonn eines geraden al^festnmpften Kegels 
nnd ist ABCD (Fig. 18) ein Ächsensdtmitt, EF die Achse des Ge- 
flUles, so ist A = -^fi • -^^ • « öer Dmok «if AB. Der Dmck 
aof die Seite AD nnd ebenso anf BC ist 

!t = AD . — EF . 8. Deoken wir vns nun 

die beiden Kräfte 9 bis zum Durchschnitt mit 
EF Terl^*) nnd nach dem Parallelogr&mm 
der Krfifte, weldies hier ein Rhombus ist, zn 
der anffpftrts wirkenden Kraft A' zusammen- 
gesetzt, 80 wird A durch A' teilweise auf- 
gehoben nnd die resultierende Kraft, welche der 
'ftager zu überwinden hat, ist nur A ~ A'- ■^*' i** 

Zieht man nun in dem Khombus die andere 
Diagonale, femer DO i AB, so ist wegen der Ähnlichkeit der 
betr. Dreiecke 

-|- A' : 8 = 4G : -1^, also A' = ^^j^ = EF . AG . $, 

daliM-A— A'=-45-ß^-« —£F.A0.8=EF.s{AB~ACf) 

=BF.8[aB — ~{AB—CD)\ 

d. h- A - A' =Y^F.$iAB-{-DC), 

weldies ofTenflar das Gewicht der im Trapeze ABCD enthaltenen 
Flüssigkeit ist Da dasselbe von jedem and^-en Achsenschnitte gelten 
muß, so gut es auch von dem ganzen Gefäüe. — Erweitert sich das 
Gefiß nach oben, so ist das Gewicht der Flüssigkeit gleich A + A'; 
in diesem Falle sind nämlich beide Kräfte (A und AO abwärts 
gerichtet. Bei ^nem cjlindrischen Gef^e ist der Bodendruck A 
idleiu gleich dem Gewichte der Flüssigkeit, indem die beiden Seiten- 
drocke (S) sich aufheben. — Allgemein lieQe sich zeigen, daß in jedem 
beliebig gestalteten Gefäße, welches eine Flüssigkeit 
überall umgiebt, die Resultierende aller anf den Boden nnd 
die Seitenfläche wirkenden Druckkräfte gleich dem Gewichte 
der Flüssigkeit ist. Der Druckmittelpnnkt ist in diesem 
Falle der Schwerpunkt der Flüssigkeit. Vgl. §13, Angabe 4, 
Anmeikung. 

Bei dem Faskal'schen Bodendruckapparat {Fig. 5) lag die Sache 
andere, weil der Boden und die Seitenfläche nicht in fester Ver- 
bindung standai, der Boden- und der Seitendmck also ganz unab- 
hängig von einand^ wirkten. 



*) W^en der symmetriBchen Loge Ton AD und BC haben ftnch die beiden 
Kräfte S eine solche und Bchneiden d&her EF in demselben Punkte. Der Angriffs- 
punkt der Kraft S auf AD ist der Mittelpunkt des Drnchs fUr die Seitenlinie AD; 
ebenso anf BC. 
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■Di« FormetD Ar am Bodendraek und Auftrieb ^ -können vir 
benntzen, nm die Gresetze fix die kammuiiiziereaiiea Bahren 

lizierendenRöBrenTerstehtmlut Gefäße, Teiche 
mit' einander in Verbindong stehen, so dftfl eine 
1 einen in das andere fließen kann. 
1 kommunizierende Bohren mit derselben 
Ilt, so steht dieselbe in beiden bis zu der- 
.lebene. 

AB (Fig. 14) eine vertikale Flfissigkeitaschicht in 
der Yerbindnngsröhre, F der Flädieninhalt, S der Schw^tmkt der- 
selben; sind femer h nad h' die Abstände des 
I Punktes S von den Oberäächen in den b^den 
Bohren, so smd die Drucke auf die beiden Seit^ 
von AB bezüglich FJis und Fk's (wo « wie bisher 
das spezidache Gewicht der Flfis^keit ist). Da 
die Flüssigkeit in Buhe angenommen ist, so mDssen 
beide Drucke einander gleich sein, aJso Fhs = 
_. Fh's, daher h = h', woraus folgt, daß beide 

mg. 14. Oberflächen in derselben Horizontalebene liegen. 

2. Fall. Sind in kommunizierenden Bfihren verschiedene 
Flüssigkeiten enthalten, so verhalten sich die (vertikalen) 
Höhen der Flflssigkeitssäalen [von der dn^di die Be- 
rQhrnngsstelle gelegten Horizontalebene an gemessen] um- 
gekehrt wie die spezifisdien Gewichte der Flüssigkeiten. 

Beweis. Vorausgesetzt wird, daß die beiden Flüssigkeiten sich 
niiAt mischen. Gießt man zuerst die schwerere Flfissigkeit etwa vom 
spezifischen Gewichte 8 in die gebogene Bohre (Fig. 15), so wird 
dieselbe in beiden Schenkeln siiÄ gleich hoch, d. h. 
bis zu derselben Horizontalen steDen (nach Ftdl 1). 
Gießt man dann in den einen Schenkel (etwa ÄE) 
die leichtere Flüssigkeit vom spezifischen Ge- 
wicht Si, so wird durch den Druck derselben »of 
die schwerere Plüssigteit ffie- letztere sich in 
diesem Schenkel senken und infolge dessen im 
anderen Schenkel (CD) heben. Ist AC die 
durch die Berührnngsstelle A der beiden Flfissig- 
kräten gelegte Horizontalebene, ht die vertikale 
Höhe der FlQssigkeitasäule AB, h die Hdhe der 
Flässigkeitssäule CD, so ist der Druck der BSnle 
CD auf den Querschnitt in C, dessen Inhalt 
Fig. 16. gleich b sei, gleich bha. Dieser Druck pflanzt 

sich gleichmißig fort bis A, wo er aufwärts wirkt 
und die Größe nhhs = bihs hat, wenn der Querschnitt in A gleich h 
und bi = nb ist. Durch die leichtere Flüssigkeit in dem Schemkel AB 
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wird b^ A aber auch ein Druck gleich h\h\sv abwärts ausgeübt, nnd 
da beide Dmeke (im Falle des Ruhezustandes der ganzen Fllissigkeit) 
sich aufheben mOssen, so ist hihs = }hh\%^ oder hs ^= hxsi^ woraus 
Ä : /ii = si : s folgt. 

Aus dem Beweise ergiebt sidi, daß es (ebenso wie im ersten 
Falle) auf die Weite und Richtung, sowie auf die Gestalt der Röhre 
nicht ankommt. 

Eür Wasser und Quecksilber ist »i : 9 = 1 : 13,6. Die Wassersäule würde 
also 13,6 mal so hoch sein als die Quecksilbersäule. — Durch Yergleichung der 
Höhen der Flüssigkeitssänlen könnte man das spezifische Gewicht der Slüssig- 
keiten ermitteln, wenn man nicht andere Methoden hätte, welche schneller zum 
Ziele fllliren. (Vgl. § 8.) 

Anwendungen des ersten Palles. 

1) In den Röhren der Wasserleitungen steigt das Wasser 
ebenso hoch als es im Wasserturm steht. Liegt eine Ausflußöfhung 
tiefer als das Niveau im Reservoir, so strömt das Wasser mit einem 
Druck aus, welcher der Höhendiflferenz proportional ist. 

2) In den Wasserstandsgläsern, welche an mit Wasser 
gefüllten undurchsichtigen Reservoirs (z. B. Dampfkesseln, Gaso- 
metern etc.) angebracht sind und mit denselben kommunizieren, steht 
das Wasser ebenso hoch als innerhalb der Gefäße. Man kann also 
den Wasserstand an denselben ablesen. 

3) Ist ein Fluß eingedämmt, so füllen sich bei Hochwasser die 
an den Damm stoßenden Wiesen (durch die unterirdischen Kanäle), 
ebenso Keller tiefgelegener Häuser. Grundwasser. 

4) Die Wasser- oder Kanalwage der Geometer (Fig. 16) 
wird in Verbindung mit einem geteilten Maßstabe (der sog. Nivellier- 
latte) bei dem Nivellieren, d. h. bei der Bestimmung der Höhen-; 
unterschiede nahe 

gelegener Punkte der Ä S ^ 

Erdoberfläche, wo- ^ fiC , M Y 

hin auch das Hori- 
zontallegen von ebe- 
nen Flächen gehört, 
gebraucht. Dieselbe 
besteht aus einer 
Blechröhre von etwa Fig. 16. 

1 Meter Länge, 

welche an ihren Enden zwei darauf senkrechte (bei horizontaler Lage 
der Röhre also vertikale) gleich weite*) Glasröhren trägt. In der 
Mitte der Blechröhre befindet sich eine konische Büchse, mittelst 
welcher die Wasserwage auf einem dreibeinigen Statif befestigt wird. 
Sind die Glasröhren etwa zur Hälfte mit (gefärbtem) Wasser gefflllt, 




i") wegen der Kapillarität, welche die NiTeaus je nach ihrer Weite verschieden 
verändert. Vgl. § 11. 



so Uegea die Niveaus in einer HorizontalebeDe. Man bält dann das 
Ange an das eine Niveau und fixiert filier das andere Niveau hinweg 
deiti«nigen Teilstrich der an einem Mber oder tiefer gelegenen Orte 
vertikal angestellten Nivellierlatte, welcher mit bdden Niveans in 
gerader Idnie liegt; dieser Teilstrich liegt dann auch in derselben 
Horizontalebene. Mit Berücksichtigtmg der Höhe des Statifs ergiebt 
sich dann leicht der Höhenunterschied beider Orte. 



Das ArcblmedlBche Priniip. 

Ein in eine Flüssigkeit eingetauchter KOrper verliert 
von seinem Gewichte gerade soviel als die verdrängte 
Flfissigkeit wiegt. 

Dieses zuerst von Ärchijnedes (gest. 312 v. Gh. in Syrakns) 
ausgesprochene Gesetz gilt nicht nur, wenn der Körper ganz nnter- 
getaucbt ist, sondern auch, wenn er nur teilweise in die Fl&ssigkeit ein- 
taucht. EheDso kommt es auf die Tiefe des Eintauchens unter dem 
Niveau nicht an. Es sei zunächst ein rechtwinkliges Farallelepipedon 
(Fig. 17), dessen Seitenflächen vertikal, dessen Grundflächen also 
horizontal gerichtet sind, in eine Flüssigkeit vom spezifischen Ge- 
wicht s eingetaucht, dann heben sich die auf die gegenliberiiegenden 
Seitenflächen wirkenden Druckkräfte auf, weil dieselben direkt ent- 
gegengesetzt und wegen der gleichen Tiefe bezüg- 
lich gleich sind.*) Auf die obere Grundfl&die 
wirkt ein Druck = bhis abwärts, wenn b der 
Inhalt dieser Fläche, hi der Abstand derselben 
vom Niveau ist Auf die untere Gmndfläche 
wirkt ein Druck = hhzs aufwärts, wenn 7*8 der 
Abstand dieser Fläche vom Niveau ist. Die Re- 
sultierende r beider Kräfte ist, da Ji& > Ju, also 
bhtsy bhisist, r = 6Äss— JÄis = 6(/i2 — Äi)s — JA«, 
Fig. 17. wenn h die Höhe des Parallelepipedons ist, und 

zwar ist T aufwärts gerichtet. Das Gewicht des 
Körpers, welches wir uns als eine vertikal abwäits gerichtete Kraft 
vorzustellen haben, wird also um V vermindert. V ^ bhs ist aber das 
Gewicht einer dem Farallelepipedon gleichen Flüssigkeitsmenge oder . 
das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit. — Hat der Körper eine 
beliebige Gestalt, so denken wir uns denselben dui'ch zwei Reihen 
paralleler vertikaler Ebenen, welche auf emander senkrecht stehen, in 
unendlich schmale Körper geteilt, welche wir als rechtwinkÜge Fandlel- 
epipeda ansehen können, dann ist der gesamte Gewichtsverlust die Summe 
der Gewichtsverluste dei' einzelnen Teile, d. h. gleich der Summe der 
Gewichte der von diesen Teilen verdrängten Fltissigkeitsmengen oder 
gleich dem Gewichte der vom ganzen Körper verdrängten Flfissigkeit. 

ingetaachten Körper etwas 
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Bagt der Körper noch teilweise aus der Flfissigkeit hervor, so 
ist das Baisonnement dasselbe, nur f&Ut da* auf die obere Grandfläche 
abwärts wirkende Druck fort Der auf die untere Grundfläche auf- 
wfirär wvtende Druck bewirkt aDem Asb G^withtayedaaL 

Zum Beweise des Archimedischen Prinzips könnte man auch so 
schließen : Eine Flflssigkeitsmasse innerhalb der Flfissigkeit wird offien- 
bar durch die von allen Seiten darauf wirkenden Druckkräfte in Buhe 
gehalten und wfirde auch noch in Buhe bleiben, wenn sie plötzlich 
erstarrte. Hieraus folgt, daß die Besultierende aller Druckkräfte, 
welche auf die Oberfläche des erstarrte Körpers wirken, gleich und 
direkt entgegengesetzt sein muß dem Gewichte dieses Körpers. Wäre 
der Baum des Körpers nun auch mit einem anderen Stoffe angeffiUt, 
so bliebe die nur von der Gestalt und Größe des Baumes abhängige 
Besultierende der Druckkräfte doch dieselbe, nämlich gleich dem Ge- 
wichte der verdrängten Flfissigkeit und vermindert dbEiher auch das 
Gewicht des neuen Körpers um diese Größe. 

Ans dem Archimedischen Principe erklären sich manche Thatsachen. Taucher 
können ahne grofie Kraftanstrengung schwere KOrper Tom Grande eines Flnsses 
heraufhringen.'C) In fließenden Gewässern mit starker Strömung werden große 
Steine fortgeführt, weil dieselben einen großen Teil ihres Gewichtes im Wasser 
verlieren. Einen mit Wasser geföUten Eimer kann man leicht bis an die Ober- 
fläche des Wassers heben. Die Standfestigkeit eines Körpers (s. B. eines Menschen) 
im Wasser, welche dem Gewicht desselben proportional ist,""") wird durch den Ge- 
wichtsyerlust bedeutend verringert. Man wird, wenn man bis an den Hals im 
Wasser steht, sdbst durch eine schwache Strömung leicht fortgerissen, was nicht 
der Fall ist, wenn nur die Beine eingetaucht sind. Ist der Körper größtenteils 
eingetaucht, so kann man sich vor dem Untersinken durch Festhalten an einem 
sehr dttnnen Zweige schtttsen. 

Zur Bestätigung des Archimedischen 
Frinjdps dient die hydrostatische Wage 
(Fig. 18). Unter der einen etwas höher 
aufgehängten Wagschale B einer gewöhn- 
lichen (nicht besonders empfindlichen) che- 
mischen Wage wird ein hohler Messin^- 
cylinder C befestigt und unter diesem ein 
massiver Cylinder D, welcher den hohlen 
genau ausfüllen würde. Durch auf die 
andere Wagschale A gelegte Gewichte wird 
das Gleichgewicht hergestellt. Schiebt man 
dann unter den massiven Cylinder ein Glas 
mit Wasser, so daß der Cylinder in das 
Wasser eintaucht, so senkt sich sofort die *^^* ^°' 

Wagschale A mit den Gewichten. Das 

Gleichgewicht wird wieder hergestellt, wenn man den hohlen Cylinder mit Wasser 
anfüllt. Der Gewichtsverlust des massiven Cylindefs ist also genau gleich dem 
Gewicht einer ebenso großen Wassermasse. 

Anmerkung. Das Gewicht des mit einer Flüssigkeit 
angefüllten Gefäßes wird durch das Eintauchen eines Kör- 

*) Die Beobachtung, daß Steine im Wasser leichter sind als in der Luft, 
welche Archimedes beim Baden machte, soll denselben zur Entdeckung des nach 
ihm benannten Prinzips geführt haben. 

*♦) Statik f. K. § 22. 

2* 
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pers in die Flüssigkeit am ebensoviel grösser als das Ge- 
wicht des Körpers kleiner wird. B^ dem Eintaachen des Ka- 
pers vei^ößert sich nämlich das Volume der Flüssigkeit nm eine 
Flüssigkeitsschicht gleich dem Yolom^ des Körpers. D^ vertikal ab- 
wärts gerichtete Dmck dieser Schicht ist aber gleich dem Gewicht der 
Schicht (ygl. § 4 am Ende), also anch gleich dem Gewichte der vom 
Körper verdrängten Flüssigkeit. Dieser vertikale Druck kommt zn 
dem Gewicht des Gefäßes, welches ebenfalls abwärts drückt, hinzo.*) 

Znr Bestätigung dieser Thatsache bringt man ein Glas mit Wasser auf die Wag- 
sehale A (Fig. 18) und tariert dasselbe, nachdem der massive Oylind^ D entfernt i^ 
durch Gewidite auf der Wagschale JB. Taucht man dann den massiven Qrlinder 
mittelst eines Fadens, den man etwa in der Hand hält, in das Wasser, so senkt 
sich sofort die Wagschale A, Durch Anfüllen des hohlen Cylinders C mit Wasser 
wird das Gleichgewicht wieder hergestellt. — Hierher gehören auch folgende Ver- 
suche. Legt man den massiven Oylinder auf den Boden des tarierten Glases 
bei A^ so muß man bei B gerade so «viel Gewichte auflegen, als wenn der Oylinder 
neben dem Glase auf der Wagschale A liegt (der Körper ist im ersteren Falle 
leichter, das Gefäß aber um ebensoviel schwerer geworden, der Druck auf die Wag- 
schale also derselbe wie im zweiten Falle). — Tariert man ein Glas mit Wasser 
auf einer Wagschale einer Wage, einen Körper an einer zweiten Wage und 
läßt dann den Körper in das Wasser eintauchen, so wird der Körper leichter, das 
Glas um ebensoviel schwerer; das Gleichgewicht tritt wieder ein, wenn man ein 
dem Gewichtsverlust des Körpers entsprechendes Gewicht von der freien Wagschale 
der zweiten Wage auf die freie Wagschale der ersten Wage legt. 

§ 7. 

Auf jeden in einer Flüssigkeit untergetauchten Körper wirken 
offenbar zwei Kräfte: 1) das Gewicht O des Körpers, welches wir 
uns als eine im Schwerpunkt 8 desselben angreifende v^ikal abwärts 
gerichtete Kraft vorstellen, und 2) eine vertikal aufwärts gerichtete 
Kraft r gleich dem Gewichte der verdrängten Flüssigkeit,, welche im 
Schwerpunkte S dieser verdrängten Flüssigkeit, d. i im Schwerpunkte 
des von dem Körper eingenommenen Baumes angreift.*"^) Diese bei- 
den Kräfte müssen wir uns, so lange der Körper keine drehende Be- 
wegung macht, als in derselben Vertikalen wirkend denken. Es sind 
nun 3 Fälle möglich. 

I. O > T. Dieser Fall wird offenbar dann eintreten, wenn das 
(mittlere) spezifische Gewicht o des Körpers größer als das spezifisehe 



"') Diese Thatsache ließe sich auch aus dem Prinzip von der Gleichheit der 
Aktion und Eeaktion erklären. Der eingetauchte Körper reagiert gegen den von 
unten her auf ihn Tnrkenden Auftrieh (gleich dem Gewichte der verdrängten 
Flüssigkeit) in der Weise, daß er einen et^nso starken Druck nach unten sendet, 
welcher, bis auf den Boden des Gefäßes fortgepflanzt, das Gewicht des Gefäßes 
vergrößert. 

'^) Auf jedes Raumelement des Körpers wirkt ein Auftrieb gleich dem Ge- 
wicht einer ebenso großen Flttssigkeitsmenge. AUe diese Auftriebe sind, da die 
Baumelemente gleich sind, gleiche und auch paraUele Kräfte (nämlich vertikal auf- 
wärts gerichtet). Die Resultierende derselben muß daher gleidi der Summe der- 
selben sein und im Schwerpunkte des ganzen Baumes angreifen. Vgl. Statik f. K. 
§ 21. 
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Gewicht 8 der Flfissigkeit ist [wal die Yolamina (F) beider Körper 

Q r 

gleich sind und o = -=r, 5 = — ist]. Die Eesnltierende beider 

Kräfte R — O — r wirkt abwärts; der Körper muß also sich 
selbst fiberlassen untersinken. Da F in jeder Tiefe dieselbe Größe 
behält, so ist auch R eine konstante Kraft. Die abwärts gerichtete 
Bewegung wäre daher eine gleichmäßig beschleunigte (vgl. Dynamtt: 
f. K. § 6), wenn sie nicht durch den Widerstand, welcher proportio- 
nal dem Quadrate der Geschwindigkeit wächst^ fortwährend verzögert 
würde, so daß sie bei bedeutendar Tiefe fast gleichförmig wird (wie 
schon in der Dynamik f. K. § 16 hervorgehoben wurde). 

Ist nur wenig größer als 9, so kann wegen der Kompressibilität der 
Flftssigkeit, welche eine Vergrößemng von s in bedeutenden Tiefen znr Folge hat, 
sehliefilich 8=^0 oder gar 9 > werden, so daß auch T > Q wird; daher 
würde der fallende Körper endlich nicht weiter sinken, sondern in einer gewissen 
Tiefe schweben. GrttndnngsTersnche in bedeutenden Meerestiefen nit dem Bleilot 
werden jedenfalls hierdurch erschwert oder erfordern unverhältnißmäßig längere 
Zeit als bei geringeren Tiefen, wobei allerdings auch der Gewichtsverlust des 
Seiles mitwirkt. (Bis das schwere Lot mit seiner Leine die Tiefe von 8200 Meter 
erreicht, dauert es ^4 Stunden, bei einer Tiefe von 3650 Meter V2 Stunde. Aus 
den Yersuchen Ton Moseley geht hervor, daß ein totes Tier im Meere erst in 
4 Tagen eine Tiefe von 3600 Meter erreicht.) — Durch Verkleinerung des speei- 
fischen Gewichts 8 der Flüssigkeit wird man unter Umständen einen Körper, 
welcher gewöhnlich schwimmt, zum Untersinken bringen können. Es giebt z. B. 
Körper von Glas oder Messing, welche in kaltem Wasser schwimmen, in warmem 
aber untersinken, wenn nämUch das spezifische Gewicht des letzteren kleiner als 
dasjenige des Körpers ist. Schwer beladene Schiffe müssen häufig bei dem Einlaufen 
in einen Fluß einen Teil ihrer Ladung löschen, weil sie bei dem kleineren spezi- 
fischen Gewichte des süßen Wassers darin tiefer eintauchen würden als im Meer- 
Wasser; umgekehrt nehmen manche Schiffe, welche aus großen Flüssen in die S^e 
gehen, erst auf dieser den letzten Teil ihrer Ladung ein. 

n. = r. Dieser Fall tritt ein, wenn das spezifische Gewicht 
der Flüssigkeit $ gleich dem (mittleren) spezifischen Gewichte o des 
Körpers ist. Da die Resultierende beidö* Kräfte gleich Null ist, so 
nraß der Körper in der Flüssigkeit und zwar unter der Oberfläche 
(in jeder beliebigen Tiefe) schweben. Es sind nun 3 Fälle möglich. 

a. Fallen die beiden Punkte S und 8 zusammen, so schwimmt 
der Körper indifferent; d. h. wird derselbe aus seiner Ruhelage 
durch Drehung entfernt, so bleibt er in jeder neuen Lage audi in 
Ruhe, weil auch in der neuen Lage 8 mit S zusammenfällt, O und F 
sich also immer noch aufheben. Dieser Fall tritt immer dann ein, 
wenn der Körper durchweg homogen ist, weil es dann in Bezug auf 
die Lage des Schwerpunktes gleichgültig ist, ob der Raum des Kör- 
pers mit der Flüssigkeit oder mit der Materie des Körpers ausgefüllt 
ist. (Die Lage des Schwerpunktes hängt dann nur von der Gestalt 
der Oberfläche des Körpers ab.) 

Dnrch inniges Yennischen von 225 Gramm weißen Wachses mit 1 Gramm 
Zinnoher kann man sich einen Körper hersteUen, welcher im Wasser indifferent 
schwimmt. 
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b. Liegt S onter S, so sdiwintmt äer Körper 
stabil, d. h. er kehrt aus seiner Lage gebracht immer 
wieder in dieselbe zorüd^. Ist nänüidt £! in die Lage Si 
gebracht (Fig. 19), so zerlege man F nud C in je 
2 Kräfte, wovon die eine in der Bichtui^ SiS., die 
andere daranf senkrecht gerichtet ist. Da F = G, so 
sind die beiden Ffurallelogramme kongruent, also heben 
sidi die beiden in der i^chtnng 8{S. wirkenden Kräfte 
auf, während die beiden darauf senkrechten, welche 
Fig. 19. wieder ein Krftftepaar bildeai, den Körper so drehen, 
daß £ über Ä zn liegen kommt. 

Fische Bchwiinineii immer stabil, weil ihr Schwerpunkt wegen der im oberen 
Teile liegenden Luftblase sehr tief liegt. Wenn die Fische ohne jede Bewegung 
im Wasser schweben, so Terlieren sie ilir ganzes Gewicht im Wasser. Fischa in 
ein OeiäB mit Wasser geworfen vergrößern deswegen doch das Gewicht des Qe- 
fäSes (man könnte nämlich leicht glauben, daO das Oefdll nicht schwerer wird) 
und swar um ihr eigenes Gewicht, wie ans § 6, Anmerkung, ohne weiteres 
folgt. — Ein im Wasser stabil schwimmender Körper läBt sich aus Kork und Blei 
leicht herstellen. 

c. Liegt iS* über £, so schwimmt der 
Körper labil, d. h. er kehrt aus seiner Lage 
gebracht nidit wieder in dieselbe zurück, 
sondern dreht sich so lange, bis er in die 
stabile Lage gekommen ist Die Zerl^rtng 
der beiden Kräfte O und F, in gleicher 
Weise wie vorhin ausgeführt, führt, wie man 
ans Fig. 30 erkennt, sehr leicht zu diesem 
Besnltate. 
Fig. 20. ni. Ist ff < F, hat also der Körper 

ein kleineres (mittleres) spezifisches Gewicht 
als die Flöss^keit (o < s), so wirkt die Resultierende beider Kräfte 
B = T — G aufwärts, der Körper muß also aufsteigen. Da G stete 
und anch F so lange konstant bleibt, als der Körper noch vollständig 
untergetaucht ist, so wäre die Bewegung wieder eine gleichförmig 
beschleunigte, wenn der "Widerstand nicht verzögernd wirkte. Körper, 
welche aus großer Tiefe aufsteigen (z, B. Bretter, welche von einem 
gesunkenen Schiffe sich loslösen) müssen sieh in der Nähe der Ober- 
fläche fast gleichförmig bewegen. 

Tritt der Körper über die Oberflädie, so wird die verdrängte 
Fißssigkeitsmenge, also auch das Gewicht F derselben kleiner, 
S nimmt ab und wird schließlich gleich Null, wenn F = ff geworden 
ist. Die Bewegung dauert nach dem Trägheitsgesetz jedoch fort, wird 
nnn aber eine verzögerte (analog der Pendelbewegimg), hört sdüieß- 
lich ganz auf, und nun f^t der Körper zurück, bis F wieder größer 
als G geworden ist u. s. w., es werden vertikal gerichtete Säiwin- 
gung^ entstehen, welche jedoch sehr bald infolge der Keibung und 
Kapillarität (Anziehung zwischen Flüssigkeit und Körper) aufhören, 
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und nun schwimmt der Körper an der Oberfläche. Ist dieser Zustand 
eingetreten, so ist offenbar G = T. 

Wenn ein Körper an der Oberfläche einer Flüssigkeit 
schwimmt, so ist sein ganzes Gewicht gleich dem Gewicht 
der verdrängten Flüssigkeit. Das Yolmnen der verdrängten 
Flüssigkeit ist jetzt jedoch kleiner als dasjenige des Körpers und 
zwar taucht ein um so kleinerer Teil des Körpers ein, je größer das 
spezifische Gewicht (s) der Flüssigkeit im Verhältnisse zu dem des 
Körpers (o) ist; (bei gleichem Gewicht verhalten sich die Volumina 
zweier Flüssigkeiten umgekehrt wie die spezifischen Gewichte derselben, 
wie aus der Formel 8 = V : V folgt). 

• 

Kork schemt in Quecksilber gar nicht einzntaachen, sondern auf der Ober- 
fläche zu ruhen. Schiffe sinken in Salzwasser nicht so tief ein als in Flußwasser. 
In dem sehr salzhaltigen Wasser des toten Meeres soll ein Mensch nur bis unter 
die Arme einsinken. Körper, deren Substanz spezifisch schwerer ist als Wasser, 
können doch schwimmen, wenn sie eine solche G-estalt haben, daß das von ihnen 
verdrängte Wasser (wenn sie nämlich ganz eingetaucht wären) mehr wiegt als ihr 
eigenes Gewicht beträgt. Leere Fässer, leere Flaschen, Hohlkugeln, eiserne Schiffe 
schwimmen, tauchen aber unter sonst gleichen Umständen um so tiefer ein, je dicker 
die Wände sind (weil dadurch ihr Gewicht größer wird). Gesunkene Schiffe können 
durch daran befestigte leere Fässer oder (kupferne) Ballons, sog. Pontons, zum 
Aufsteigen und Schwimmen gebracht werden. Schwimmgttrtel, mit Luft gefüllt, 
oder Korkjacken halten einen Menschen über Wasser. Auch dieKartesianischen 
Taucher oder Teufelchen gehören hierher. Dieselben sind kleine hohle Figuren 
von Glas, zum Teil mit Luft und soweit mit Wasser gefällt, daß sie in einen 
völlig mit Wasser gefällten Oylinder getaucht nur etwas über die Oberfläche 
hinausragen. Wird eine Blase über den Gylinder gebunden und ein Druck auf die 
Blase ausgeübt, welcher sich durch die Flüssigkeit fortpflanzt, so wird durch die 
Öffnung, welche sich an dem aufwärts gerichteten Schwänze der Figur befindet, 
Wasser in die Figur gepreßt, wobei die Luft in derselben etwas komprimiert wird. 
Die Figur wird schwerer und sinkt unter. Läßt der Druck nach, so dehnt sich 
die Li;£; in der Figur wieder aus, das eingedrungene Wasser tritt heraus und die 
leichter gewordene Figur steigt auf. Die Drehung der Figur ist eine Folge der. 
Reaktion. — Fische steigen und senken sich im Wasser, indem sie ihre Blase 
ausdehnen, resp. zusammendrücken. Im ersteren Falle verdrängen sie mehr, im 
letzteren weniger Wasser als ihr eigenes Gewicht beträgt Da das specifische Ge- 
wicht des Menschen etwas größer als dasjenige des Wassers ist, so sinkt derselbe 
im Wasser unter. Bei dem Schwimmen wird ein Druck auf das Wasser ausgeübt, 
wodurch man sich wieder an die Oberfläche hebt, wenn man bis zum Munde ein* 
gesunken ist. Man schwimmt um so leichter, je mehr Teile des Körpers unter- 
getaucht sind, im Seewasser leichter als im Flußwasser. Ertrunkene liegen auf 
dem Grunde, bis die bei der Fäulniß auftretenden Gase das Volumen des Körpers 
vergrößern, wodurch dieser spezifisch leichter wird und schließlich aufsteigt. 

Damit der schwimmende Körper keine drehende Bewegung 
machen kann, müssen G und F in derselben Yertikallinie liegen. 
Wird aber der Körper auf irgend eine Weise aus seiner Euhelage 
gedreht, so sind wieder 3 Fälle möglich: 

a. Der Körper bleibt auch in der neuen Lage in Kühe, d. h. er 
schwimmt indifferent, wenn nämlich die Kräfte G und P, welche 
bei der Drehung sich gleich bleiben, auch nach der Drehung in einer 
Vertikalen liegen. Dieser Fall kann, wie man leicht einsieht, nur 
bei einer homogenen Kugel eintreten, bei welcher der Schwerpunkt 
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der verdrSaigten Flflssi^eit, wekhe in jeder La^ der Kogd di» 
Gestalt eines Segments hat, anf äw Achse desselben, also aaf einem 
vertikalen Durchmeßser lieget und weil der Sehwerpimkt der Kugel 
der Kugelmittelpiinkt ist. Bei einer nicht homogenen Kagel liegt der 
Schwerpunkt der Kngel nach der Drehung außerhalb äer vertikalen 
Achse des verdrängten Fltissigkeitssegments; bei anders gestalteten 
Körpern ändert sich mit der Drehung die Gestalt der verdrängten 
Flfissigkeit, also auch die Lage ihres Schwerpunktes ^.*) Das ver- 
drängte Flüssigkeitsvolumen bleibt nämlich bei der Drehung dasselbe 
(weil das Gewicht der verdrängten Flüssigkeit angeändert bleibt). 
Senkt sich also eine Seite des Körpers, so maß sich die entgegen- 
gesetzte heben. Der Schwerpunkt 2 verschiebt sich ans seiner an- 
fanglichen Lage immer nach der Seite, auf welcher der größere Teil 
des untergetauchten Volumens liegt. Wenn die Punkte S und S in 
der Euhelage auch zusammenfielen, so würde dies nach der Drehung 
aus dem zuletzt genannten Grunde jedenfalls nicht mehr der Fall sein. 
Von dem Zusammenfallen der Punkte 8 und 2 ist das indifferente 
Schwimmen also jetzt nicht abhängig (wie in H. a). 

b. Der Körper kehrt in seine frühere Lage zurück und schwimmt 
also stabil. Liegt S unter D, so tritt dieser Fall immer ein, denn 
das aus und T bestehende Ki'äftepaar hat gerade so wie in II. b 
die Drehung des Körpers in die frühere Lage zur Folge. Ein Kör- 
per sdiwimmt aber auch noch stabil, wenn sein Schwerpunkt 
über dem der verdrängten Flüssigkeit liegt, wenn derselbe 
nur noch unter dem sog. Metazentrum liegt. In der Ruhelage 
liegen die beiden Punkte S und X. in einer Vertikalen. Denkt man 
sich diese Vertikale anf dem Körper 
fixiert and dann denselben ans seiner 
Rahelage gedreht, so hat der Schwer- 
punkt der verdrängten Flüssigkeit 
jefcrt etwa die Lage Si (Fig. 21). 
Die durch Ei gehende Vertikale 
schneidet die fixierte Linie SS im 
Punkte M, und dieser Punkt ist das 
Metazentrum. Liegt nun 5 unt«a: M, 
^«' ^^- d. h. zwischen S und M, so dreht 

das Kräftepaar G, P (P denkt man 
sich am einfachsten von 2i nach M verlegt) den Körper in seine 
frühere Lage zurück. Läge 8 iR M, so würden sich die Kräfte G 
und r aufheben, der Körper würde aJso in seiner Lage bleiben. Die 
kleinste Veränderung dieser Lage würde jedoch den Punkt Si und 
damit auch M wieder verschieben, so daß M und 8 nicht mehr zn- 



*} Ein homogener Cjlindei', welcher sich um seine Achee diebt, wttrde nach 
der Drehnujt auch in Enhe bleiben, er würde aber bei jeder anderen Drehnng. 
I. B. bei einer Veraebiebung seiner Achse in Tertikftter Ebene, immer wieder in 
Heine fttthere Lage znrttckkehien, also nicht ganz indifferent Bchwimmen. 
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«Rnimmftalftn; es wfirde also Wieder Bewegung eiBtreten. Von in- 
diäertHitein Schwimmen in dieser Lage ist aJeo keine Rede. 

c Liegt 8 Über ^, d. li. anf d^ Verlängenmg von SJf aber M 
hinaus (Fig. 33), so dreht das Kräftepaar Q,r den Körper nidit m 
die frühere Lage zurück, sondern der 
KSrper schlägt am. £^ K!3rper, dessen 
Schwerpunkt vertikal aber dem Meta- 
zentnim liegt, kann daher fltr einen Augen- 
blick wohl in Ruhe sein, aber nicht mehr 
stabil schwimmen. Man könnte diesen 
Zustand den labilen nennen. 

Die Lage des Metazentdrume auf der 
Vertikalen SS ist offenbar von der Lage 
des Punktes Sj, also von der horizon- 
talen Verschiebung des Fonktes S ab- 
hängig. Wain diese Verschiebung von S, pig, 92. 
d. h. also der Abstand X.C (Fig. 21) des 

Punktes 2 von der durch Si gehenden Vertikalen mit e, femer SJf 
mit a und der Ablenkungswinkel des Körpers, welcher zugleich der 
Drehungswinkel der anfänglichen Vertikalen, also gleich S.M^i ist, 
mit a bezrächnet wird, so ist 

e ^^ a . sin a, also a = MJl = e : sin a. 

Die Verschiebung e wird sich natftrlich nach der Gestalt des 
untertauchenden Teils des schwimmenden Körpers richten. Ist z. B. 
dieser Teü sehr breit und lang, so wird die Verschiebung e größer 
sein, als wenn derselbe sehr schinal und kurz ist; mit e wird auch a 
größer werden. Bei einem Körper mit breiter Basis liegt also im 
allgemeinen das Metazentrum höher als bei schmaler Basis. Je höher 
aber M, desto weiter ist M auch von 8 entfernt, wodurch die Stabi- 
lität des Schwimmens offenbar vergrößert wird; denn in M hört die 
Stabilität ganz auf.*) 

Ein Körper schwimmt also um so stabiler, je breiter 
seine Basis ist und je tiefer sein Schwerpunkt liegt (im letz- 
terra Falle wird natürlich der Abstand M8 auch größer). Der Ab- 
stand a und somit die liage des Metazentnims ist aber nach obiger 
Formel auch von a abhängig nud zwar um so gröHer, je kleiner a ist. 
Das Metazentrum liegt also um so höher, die Stabilität ist also 
um so größer, je weniger der Körper ans seiner Ruhelage 
gedreht ist Je nach dem Drehungswinkel bat also das Metazentrum 
eine andere Lage. Ein Schiff muß hiernach so gebaut sein, d. h. eine 
solche Gestalt haben, und der Schwerpunkt muß durch die richtig 

*) Um din zu begründea konnte man aber Mich bo BcblieSen: die Stabilität 
des Schwimmeiia wird durch die Kraft ^emeBsen, mit welcher der KOrper in seine 
fillhere Lage mrflckgedrelit wird (ähnlich wie die Stand feBtigkeit) ; diese ist Ton 
dem Momente des Kräftepaars Q,r abhSngig. IMeses Molnent wire aber & . f 
(wenn f das Lot von S anf ^i M ist) oder Q . SM . «in <i, also am so griter^ 
je gtöOei Sit ist. 
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yerteilte Belastung, eventuell durch Ballast so tief gelegt sein, daß 
das Metazentrum selbst bei dem größten zu erwartenden Ablenkungs- 
winkel des Schiffes noch höher als der Schwerpunkt liegt Wird 
^eser Grenzwinkel allerdings überschritten, so kentert das Schiff, 
d. h. es schlägt um. 

Boote, welche auf der See (bei großen WeUen) benutzt werden sollen, erhalten 
einen Kiel und eine breite abgerundete Basis; Kähne für Landseeen oder Flüsse 
haben oft nur ein einfaches Brett als Boden oder bestehen nur aus ausgehöhlten 
Baumstämmen. — Aufgaben über Schwimmen der Körper s. § 13, No 8—10. 

§8. 

Bestimmimg des spezifischeii Gewichts. 

Das spezifische Gewicht eines Körpers ist das Verhältnis seines 
^absoluten) Gewichts zum Gewicht einer Wassermasse von gleichem 
Volumen bei 4o Celsius. Bezeichnet Q das Gewidit des Körpers, 
g das Gewicht einer ebenso großen Wassermasse, s das spezifische 
Oewicht des Körpers, so ist 

s = — .... 1) 
9 

Nach dem Archimedischen Prinzip ist nun g gleich dem Gewichts- 
verlust des Körpers im Wasser. Hierauf beruhen folgende Methoden 
^sar Bestimmung des spezifischen Gewichts, zunächst f&r 

L Feste Kdrper. 

1) Anwendung der hydrostatischen Wage. 

a. Der Körper ist schwerer als Wasser, Man bestimmt zu- 
nächst das Gewicht (?, dann den Gewichtsverlust g des Körpers im 
Wasser, indem man den Körper unter die eine Wagschale einer 
chemischen Wage mittelst eines sehr feinen Fadens (oder eines Haares) 
befestigt und den Körper in ein Glas mit Wasser eintauchen läßt. 
Der Quotient Q : g \si das gesuchte spezifische Gewicht. 

Man wählt einen sehr feinen Faden, damit der Gewichtsverlust desselben 
Vernachlässigt werden kann. 

b. Ist der Körper leichter als Wasser (z. B. Kork), so 
Verbindet man denselben mit einem spezifisch schwereren (z. B. Blei), 
bestimmt den Gewichtsverlust des ganzen Körpers und den Gewichts- 
verlust des letzteren allein. Dur(£ Subtraktion ergiebt sich der Ge- 
wichtsverlust g des leichteren Körpers. (Es ist wieder 5 = (? : jr.) 

2) Anwendung des Pyknometers, 

d. L eines Glasfläschchens von der Form Fig. 23, welches durch 
einen eingeschliffenen, durchbohrten und in eine Glasröhre sich fort- 
isetzenden Glaspfropfen verschlossen werden kann. Oft ragt in das 
Gefäß noch ein Thermometer hinem. Man wendet das Pyknometer 
besonders bei pulverförmigen Körpern an. Nachdem das 
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Gewicht O des Körpers mit Httlfe einer Wa^e bestunint 
ist, fallt man das Pyknometer mit Wasser an, so daß 
dasselbe bis za einer Marke in der Röhre steht, und 
bestimmt das Gewicht Oi des gefUlton Pyknometers. 
Dann entfernt man das Wasser, sch&ttet das Pulver 
hinein und soviel Wasser darauf, daß dasselbe wieder 
bis zur Marke steht Das Gewicht des Pyknometers 
sei nun (Ts, dann giebt die Gewichtszunahme Gk — Gi 
an, um wie viel das Pulver schwerer ist als Wasser von 
gleichem Volumen (welches nämlich vorher denselben 
Raum ausffillte), d. h. als 9. Daher ist 

a = g ^ {(h — Ol). 

Hieraus folgt 
g -= O — G2 '{' Ol und 8 = 




Fig. 23. 
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O — O2 + Gl 



.*) 



3) Anwendting von Nicholson's Aräometer 
bei sehr kleinen festen Körpern. 



Das Nicholson'sche Aräometer, auch Gewichtsaräometer genannt 
(apaeo'c leicht) (Flg. 24), besteht aus einem an beiden Enden etwas 
zugespitzten Messingcylinder, an dessen einem Ende ein dunner Metall- 
draht befestigt ist, welcher ein flaches Schälchen trägt, und 
an dessen anderem Ende sich ein Sieb befindet, welches noch 
mit einer kleinen Messingkugel beschwert ist, damit das 
Aräometer (wegen der tiefen Lage des Schwerpunktes) stabil 
schwinunt. Man legt nun den Körper zunächst auf den 
Teller und dazu soviel Gewichte, daß das in Wasser getauchte 
Aräometer bis zu einer auf dem Metalldraht befindlichen 
Marke (einem Teilstrich) eintaucht. Ersetzt man dann den 
Körper durch Gewichte, so geben dieselben das Ge- 
wicht O des Körpers an.**) Legt man aber den Körper 
vom Teller (ohne ihn durch Gewichte zu ersetzen) in das 
Sieb oder, wenn der Körper leichter als Wasser ist, unter 
das Sieb, so muß man, da der Körper leichter geworden ist B^g- ^* 
und das Aräometer sich daher gehoben hat, auf den Teller 
noch Gewichte legen, um das Einsinken bis zur Marke hervorzurufen. 
Diese letzteren Zusatzgewichte geben den Gewichtsverlust g des Kör- 
pers im Wasser bxi (s = O : g). 

Besondere Fälle. Ist der Körper in Wasser löslich (z. B. 
Salze), so bestimmt man sem spezifisches Gewicht si in Bezug auf 



*) SoUte das PiÜTer IMchter als Wasser sein, so ist keine GewichtsBvnahaie, 
sondern eine Abnahme vorhahden; man hat dann Gi — G^ statt G^ — Gi zu 
setzen und erhält G = g — (Gi — G^) = g -{- Gg— Gi, also dasselbe Resultat 
wie vorher. 

**) Dasselbe kann aUerdings auch mit der chemischen Wage Torher be« 
stimmt sein. 
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eine andere Flüssigkeit (z. B. Alkohol oder Öl), in welcher der Kör- 
per unlöslich ist und deren spezifisches Gewicht a bekannt ist, nach 
einer der eben beschriebenen Methoden, dann ist ^ = si . a; denn ist 
die Flüssigkeit a mal schwerer als Wasser, der Kih^er si mal 
schwerer als die Flüssigkeit, so ist der Körper si . a mal schwerer 
als Wasser. 

Ist der Körper porös, so überzieht man denselben mit einer sehr 
dünnen Läckschicht, um das Eindringen des Wassers zu verhindem, 
welches ihn schwerer machen würde, als wenn die Poren nur mit 
Luft gefüllt sind. Das Gewicht des Lacks kann hierbei yemach- 
lässigt werden. Sei sehr großen Poren (tächwamm) v^fährt man in 
der gewöhnlichen Weise. Man erhält dann allerdings nur das spezi- 
fische Gewicht der Materie und nicht das durchschnittliche sp^fische 
Gewicht des mit der Materie und mit Luft angefüllten Eaumes. 

Um eine Vergleichung der spezifischen Gewichte möglich zu 
machen, müssen dieselben sich auf eine ganz bestimmte Temperatur 
beziehen, da mit steigender Temperatur sich das Volumen (im all- 
gemeinen) vergrößert, das spezifische Gewicht also verkleinert. (Je 
größer 7, desto kleiner ist s in der Formel s = O : V). Als 
Normaltemperatur nimmt man Grad an. Ebenso muß das Wasser^ 
dessen spezifisches Gewicht als Einheit angenommen wird, eine be- 
stimmte Temperatur haben. Entweder nimmt man auch 0^ oder, was 
gebräuchlicher ist, die Temperatur des größten spezifischen Gewichts, 
nämlich 4P G, an. (Vgl. die Tabelle am Ende von § 9.) 

Hat man das spezifsche Gewicht 8 eines Körpers bei i^ bestimmt, so redvaiert 
man dasselbe auf Null Grad auf folgende Weise. Es ist, wenn Vt das Yolnmen 
bei fi, Vq dasjenige bei 0^, »o das spezifische Gewicht bei 0^ bezeichnet: 

8 = -^, aber 7^ = Yo (1 + « Ö, 

worin a den Ausdehnnngskoeffizienten des Körpers für eine Temperaturerhöhung 
von 1*^ 0. bedeutet, daher 

G G 

* = TT /i . ^ A ^»d -=- d. i. ^ = « (1 H- a . . . . 2) 
r U -r « t) Vo 

Kun ist aber noch das spezifisehe Gewicht des Wassers, welches bei dem Ver- 
suche auch die Temperatur i^ hatte, auf 4^ (oder 0^) zu reduzieren. Ist daa spe- 
zifische Gewicht des Wassers bei i^ gleich o, bei 4^ gleich 1, so ist das spez. Ge> 
wicht des Körpers bei 0® bezogen auf Wasser von 4*^ C. 

8q = 8 (1 -h OL t) o . . . . S) 

Da das Wasser sich ungleichmäßig ausdehnt, so benutzt man am besten für 
o eine Tabelle, wie dieselbe z. B. von Kosetti geftinden ist."*) Ftlr geschmolzenes 
Kupfer, fttr welches sich bei 15^ 0. etwa ergeben hätte 8 = 8,8552, wäre, da 
o = 0,000017 und o = 0,99916, Sq = 8,8500. Da a sehr klein und o sehr nahezu 
gleich 1 ist) so wird man in der Praxis im allgemeinen Sq ^^ 8 annehm«! können. 

*) Folgendes sind die Werte von o für einige Temperaturen: 



t 


a 


t 





t 





4P 0. 
0'^ 


1 

0,999871 


150 


0,999777 
0,999160 


25« 


0,998259 
0,997120 



n. fiestinunniig des ftpeziflschen Geviehts HAssl 

1) Mit der hydrostatischen Wage. Man bet 
wichtsverlost g eines festen Körpers, z. B. einer 
Wasser, femer den GewichtsTU'lust gi desselben Kör] 
gebenen Fläss^keit, dann ist das gesuchte spezifische 

9 
Die Gewidit«Terluste sind n&mlicb nach dem 
Prinzipe die Gewidite gleicher Volranina der beidei 
(Da die Terdrfingten Yolamina beide dem Yolnmen des 
sind, 80 sind sie auch einander gleichO 

2) Mit dem Pyknometer. Man wä^ das lee 
füllt es dann einmal mit der Flftssigkeit, einmal mit 
wieder und ertiält dnrcb Subtraktion des Gewichts d 
jedem der beiden letzten Gewichte wiederum die Gt 
Volumina der beiden PlBsaigkeiten. 

3) Mit dem Kicholson'schen Ar&ometer. ] 
nächst das Aräometer. Es wiege A Gramm. Wenn m: 
Eintaachen des Instruments in Wasser m Gramm, bei 
in die gegebene Flfissigkeit n Gramm auf den Teller 

das Emsinken bis zur Marke zu bewirken, so wiegt das verdrängte 
Wasservolnmen offenbar .4 -j- ♦». das TCTdrängte (also ebenso große) 

A 4- n 
Flössigkeitsvolumen Ä -\- n Gramm, daher ist 8 = - .— ^ — . 

4) Mit dem Skalenaräometer (auch Senkwage genannt). 
Alle Skatenaräometer beruhen auf dem Satze: Bei gleidiem Ge- 
wichte verhalten sich die spezifischen Gewichte zweier 
Körper umgekehrt wie die Yolumina derselben. Aus den 

Formeln s = ^ und si = ^ folgt nämlich: 

Ist der zweite Körper Wasser, so ist si ~ I, daher das spezi- 
fische Gewicht irgend einer Flüssigkeit 

Das Skalenarftometer (Fig. 25) besteht aus einer cylindrischen 
Bohre (Spindel genannt) von fiberall genau gleichem Durchmesser, 
welche sidi zu einem hohlai Cylinder (von kleinerem oder größerem 
Durchmesser, jmachdem das Aräometer in einer Flüssigkeit tief oder 
weniger tief eintauchen soll) erweitert, dann wied^ in eine Bohre 
übergeht und in einer mit Quecksilber oder Schrot gefüllten Kugel 
endigt, so daß das Aräometer stabil schwimmt. Anf der cylindrischen 
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Bfihre befindet sich eine Teilung, welche in folgender Weise 
beBtimmt wird. Gesetzt das Listnunent taucht in Wasser 
bis zn dem Punkte A ein (wir wollen diesen Punkt Wasser- 
punkt nennen), dann wiegt das yerdrängte Wasserrolumen W 
gerade soviel als das Aräometer. Taucht das AriMRCer in 
einer zweiten Flüssigkeit vom spexttarttea Gewicht s bis £ 
ein, so wiegt das verdrängte Fltissigkeitsrolamen V wieder 
soviel als das gaiue- Aräometer, ^so auch soviel als das 
WaSBervolumen W, daher gilt die Qleidtung 1). 

Ist nnn s > 1, so ist nach 1) W > V, der Punkt A 
liegt also höher als B, d. h. das Aräometer taucht in einer 
schwereren Flüssigkeit als Wasser nicht so tief ein als in 
Wasser. Die Teilung eines Aräometers für schwer« 
Flüssigkeifen braucht daher vom Wasserpnnkte 
ans nur abwärts geridttet zn sein. Bei solchen In- 
strumenten liegt daher A am oberen Ende der Röhre. 

Ist 3 < 1, so ist nadi 1) W < 7, d. h. A liegt unter B^ 
das Aräometer taucht in einer leichten Flüssigkeit tiefer ein 
als in Wasser. Daher liegt bei Aräometern für 
leichte Flüssigkeiten der Wasserpnnkt A am unteren 
Ende der Ili>hre nnd die Teilung ist nach dem oberra 
Ende hin gerichtet. 
Fig. 25. Um die Skala zu erhalten, muß zunächst auller dem 

Wasserpunkte A noch ein zweiter Funkt bestimmt werden. 
Man taucht zu diesem Zwecke das Aräometer in eine Flüssigkeit 
von bekanntem spezifischen Gewicht a*) und markiert den Funkt, bis 
ZQ welchem es einsinkt; derselbe sei Ai (Fig. 25). Man nimmt am 
einfachsten o > 1 (z. B. konzentrierte Schwefelsäure, für welche 
o = 1,84, oder eine Mischung aus Wasser nnd Schwefelsäure) od^ 
a < 1 [z. B. eine Mischung voi) Alkohol (spez. Gew. 0,793) und 
Wasser]^ jenachdem das Aräometer für schwere oder leichte Flüssig- 
keiten bestimmt ist. Ai liegt dann im ersteren Falle unter, im 
zweiten über A. Bezeichnet TTi das in der Flüssigkeit verdrängte 
Volumen, v das Volumen zwischen A und Ai, so ist nach 1) 

= JK. = ^ 
' Wi W =fi V ' 

wo das ob«% Zeichen ftir schwere, das ontwe für leichte Flüssig- 
keiten gilt. Durch Umformung der letzten Gleichung ergiebt sich 



w{±^)....., 



Nun vrird der Abstand AAi in eine gewisse Anzahl, etwa m,. 
gleiche Teile, sog. Grade, geteilt nnd die Teilung noch Über Ai hinaus 
fortgesetzt, dann ist der Raum e zwischen zwei Teilstrichen 
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z = — V = ± — W .... 8) 

Wie die Teüpunkte zu bezeichnen sind, wird weiter unten an-t 
gegeben. 

Nachdem das Aräometer graduiert ist, ergiebt sich das spezifische 
Gewicht s einer beliebigen Flüssigkeit auf folgende Weise: Taucht 
das Aräometer bis B ein und liegen zwischen A und B n Teile, so 
ist das verdrängte Volumen 

V = W zp m, 
also nach 1) und 3) 

W W 1 



s 



W^m ^ n ly g-l ^_ 



1. • . • 41 



m o m o 

und zwar für leichte und schwere Flüssigkeiten. Da f&r leichte 
Flüssigkeiten a < 1 ist, so schreibt man die Formel 4) für diesei\ 
Fall besser so: 

ö — — ^ . • • . o) 

m a 

Für alle Aräometer mag noch bemerkt werden, daß die Grade 
um so länger sind, die Genauigkeit also um so größer ist, je dünner 
die Spindel ist, weil das Volumen eines Grades (z) einen ganz be-i 
stimmten (von W abhängigen) Wert hat. 

Anwendungen. 

Bei dem Volumeter nach Gay-Lyssac für schwere Flüssig-^ 
keiten ist a = 1,25 genommen, femer die Anzahl m der TeUe 

zwischen Ä und Äi so gewählt, daß g = W wird, also nach 

8) m = 20; daher lautet die Formel für dieses Instrument nach 4) 

= 1 ^ 100 

~" n_ "~ 100 — n ' 

100 

worin n die jedesmal zu bestimmende Anzahl der Teile zwischen Ä 
und B ist. Der Wasserpunkt A ist mit 100 bezeichnet (Ji also 
mit 80), dann ist 100 — n immer die Zahl, welche bei B steht, 
d. h. <äe jedesmal abgelesene Anzahl der Grade. Taucht das Aräo* 
meter z. B. bis 70 ein, so liegen zwischen A und B oflfenbar 

n = 30 Teile, also ist 100 — n = 70, s = ^ = 1,428 . . . 

Regel: Bei dem Gay-Lyssac'schen Volumeter für 
schwere Flüssigkeiten dividiert man 100 durch die ab- 
gelesene Anzahl der Grade. 
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Das Yolameter für leichte Flflssigkeiteii tauchte Gay-Lyssac zur 
Bestimmung von Äi in eine Mischung von Wasser und Alkohol vom 
S|>e^schen Gewichte a r=: 0^8. Die Anzahl m der Teile zwischen 

A und Äi wurde gleich 25 genommen, so daß wieder z == -j^ W 

wurde, dann ist nach 5) 

= 1 ^ 100 
~" , n ~ 100 -|- w 

Der Wasserpunkt A ist wieder mit 100, Ai mit 125 bezeichnet, 
dann ist 100 -{- n immer die Zahl, welche bei B steht, bis zu 
welcher also das Aräometer in der zu untersuchenden Flüssigkeit 
eintaucht. Steht bei B z. B. 120, so liegen zwischen A und B 

w = 20 Teile, es ist also 100 + w = 120, s = -— - =^ 0,883 . . • 

Die praktische Regel lautet also gerade so wie für das 
Volumeter für schwere Flüssigkeiten. 

Die Bezeichnung „Volumeter" rührt her von der Vergleichung der Yolnmina 
zweier Flüssigkeiten von gleichem Gewichte, worauf es ja hauptsächlich an^am. — 
Die Skala ist gewöhnlich auf Papier geteilt und in die Spindel eingeschlossen. 

Die Aräometer nach Beaum6, ebenso diejenigen nach 
Cartier und Beck, welche noch vielfach zur Bestimmung des spe- 
zifischen Gewichts im Gebrauche sind, leiden an dem Übelstande, daß 
die einzelnen Instrumente desselben Erfinders nicht s&mtlich eine 
gleiche Skala haben. .Am sichersten geht man daher bei diesen In- 
strumenten, wenn man dieselben einer Probe unterwirft und sich für 
jedes derselben nach 4) oder 5) die Formel ableitet mit Berück- 
sichtigung der Temperatur, welche auf dem Aräometer angegeben ist 

Beaum^ bestimmte bei dem Aräometer für schwere Flüssigkeiten den 
Punkt Ai durch Eintauchen in eine löprozentige Kochsalzlösung (85 Teile Wasser, 
15 Teile Kochsalz) und beaseichnete diesen Funkt mit 15, den Wasserpunkt A 
mit 0) so daß m = 15 ist. Da die Lösung bei 10^ R. das spezifisdie Gewicht 
3 = 1,1095 hat, so wäre die Formel für dieses Instrument nach 4) bei 10^ R.: 

== 1 ^ 1 _ 152 

* _» 0,1095 w_ "" 152 — n ' 

15 * 1,1095 ' 152 

wo n die abgelesene Anzahl der Teile ist. Die Teilung geht bis 76 Grad. Taucht 
man ein bei 12V2^ R> graduiertes Aräometer nach Beaum6 in konzentrierte 
Schwefelsäure vom spezifischen Gewichte 1,846, so zeigt es 66 Grad an. Die 
Formel für ein solches Instrument wäre daher nach 4) gültig für 12Vs^ R.: 

1 1 144 



8 = 



T-^T^ — T = = 777 (« ist wieder die abgelesene 

1,846 — 1 ^ n 144 — n ® 



1 _ ^ . -^v:.. ^ 1- 



66 1,846 144 

Anzahl der Teile). 

Das Aräometer für leichte Flüssigkeiten tauchte Beaum^ in eine 
lOprozentige Kochsalzlösung (9 Teile Wasser, 1 Teü Kochsalz) und bezeichnete 
den Punkt, bis zu dem es eintauchte, mit 0. Der Wasserpunkt ist mit 10 be- 



Michmt. Da Zwischennrom ist in 10 grleich« Teile Mt«ilt t 
pnnkt dnd noch ca. 40 Teile kufgetngui. (Die 10 Teile hd 
fehlen in der BeseL) In einer Flflssigkeit vom Bpeiif. ( 
bei 10" B. zeigt du Aittometer 46 G^de m, dfther ist m = 
Fonnel flir die Tempentor von 10" B.: 



Qnule zwis^n dem Wuserpnnkt 10 nnd dem beobachteten 

Die ArSometer nkdi Cnrtier hftbeD noch etwu 

Tempentnnn^^ fehlt in der B^eL Der WagserpBnkt der 



1 



n^ 1 — 0388 ^ _n_ 13( 

■•■ 26 ' 0,838 "*" 180 

wo n die Ansahl der Qnde «ber dem Wauerpnnkt 10 beieii 

Die AtSoneter naiA Beck ftr scbwere FlÜBsigk 

Wasseipnnkt 0; dem spezif. Qewiebte 1,7 entgprecheu 70 Gi 

ist für diese Temperatur 



i-i 



_ 1,7 — 1 n_ 17{ 

' 70 ' 1,7 170 

(m ist die abgelesene Aniahl der Grade). 

Die ArBometer nach Beck ftlr laichte Flflsaigkaiten hal 
Wasserpnnkte anch 0. Dem spesif. Gewiahte 0J6 bei 10" B. entspiecbeu 8 
daher ist fDr diese Temperatur (da «n ^ 80 ist) 



^ '^ an tiOK ' 



n 170 + 1 

170 



Aufler diesen Arftometou sind aoch solche mit nnmittelbarer 
Angabe des spezifischen Gewichts oder der prozraitischeii Zusammen' 
Setzung einer Lösung im Gebrauch. Die ersteren, welche man 
TTniversalarftometer nennt, haben am Wasserpunkt A natfirlich 1. 
Bezeichnen wir die Zu- oder Abnahme des spezifischen Gewichts 
mit a (= 0,1 oder 0,01 oder 0,001 je nach dem Grade der Genauig- 
keit, welche das Instrument haben soll), so sind die Teilstriche von 
A an abwSrts mit 

1 -t- et, 1 + 2a, 1 + 3« (Fig. 26), 

von A an aufwärts mit 

1 — a, 1 — 2a, 1 — So, ... . 

bezeidmet. Sind xi, xi, xt . . . . die Volumina zwisdien den auf« 
einander Mgenden Teilstiichen von A an ahw&rts, so haben wir 
nach 1) offenbar folgende Gleichungen: 



*) Ein ArSometer fflr schwere Flflssigkeiten nach Caitier ist dem Verfasset 
nicht bekannt geworden. 



TT 

1 + 8a = 157 -, [— ; r et«. 

' TT — (a^ + as + »i) 

Hieraus folgt 

Wi , 2 IT« 

aa + ara : 



alsowi = 7-7—7 a'B=(3^+3«) — iTi 



1+^ ' ■" -^"-r-^-" - (i+,)(i+2.) • 
_ IT» 

" {1 + 2«)(H-3.)---- 
Für den ntea Teil. würde sich ergebea 

Da TTtind a konstant sind, so ist a^ nm so kleiner, 

je größer n ist Die Entfernung der Teilstriche 

Flg. 26. nimmt vom Wasserpankte nach unten hin ab. 

Für die Teile Über A erhalten wir, wenn wir einfach — a statt 

o, ferner, weil iw, resp. (a^ -^- xi) «te. zu W addiert wird, — x^ statt 

Xn setzen, die Formel 

^ [l-(«-l)«][l--«a]'---'^ 
Je größer w, desto größer wird auch Xn. Die Teile nehmen 
also vom Wasserpunkt nach oben hin zu. Dividiert man 
Xn durch ifi, 80 ergiebt sich fOr schwere resp. leichte Flüssigkeiten 

x„ 1-f"'' __^ (1 -t- p) an , 

3:^ il±(n-l)a][l±7ia] ™^'^~[l±(n-l)c<][l±»w]-"- '^^ 
Statt Äi und x^ kann man, da es nur auf das Verhältnis dieser 
Yolumina ankommt, auch die Längen derselben, also die Entfernungen 
der betr. Teilstriche setzen. Man könnte hiernach, wenn man nur die 
Lage des ersten Teilstriches unter oder über dem Waaseipunkt durch 
einen Versuch bestimmt hat, die Lage sämtlicher TeÖstriche be- 
rechnen. — Die Universalaräometer geben die spezifischen Gewichte 
zwischen 0,7 und 2 an, und zwar sind, da die Spindel verhältnis- 
mäßig dünn ist, die G-rade so lang, daß man das spezifische Gewidtt 
bis auf 2 Dezim^tellen nnmlttelbar ablese, die dritte (wenigstens 
Über dem Wasserpunkt) noch abschätzen kann. Die Skala ist mdst 
auf zwei oder noch mehr Spindeln verteilt (für leichte und schwere 
Flüssigkeiten passend). 

Die Alkoholometer (in Deutschland nach Tralles), welche 
den Alkoholgehalt des käuflichen Spiritus in (Volum-) Prozenten an- 
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geben; haben am WasBerpudLt (#Blehtr am unteren Ende der S^inAel 
liegt) Null und tauchen in absolutem Alkohol bis zu dem am oberen 
Shide H^^nden Tdlstridie 100 ein. Die Grade zwisdien und 100 
w^den nadi dem leMeren Ponkte hin immer Iftnger.*) 

Bd der l^schnng Von Wasser mit Alkohol tritt, wie dnrcli Yersnche fest- 
gestellt ist, immer eine TeiBdAderang des Volimietts, eine sog. Kontraktion, ein, 
wie ans folgender ^nsammenstellaiig (nach Baumhaiier) ^ertichtikh ist: 

10 VcL WflSMT ttid 9a YoL Alkohol geben 97,7 Vol. lüschmgy 

20 „ n „oO|, 9 , 96,7 n „ 

30 , « n 70 , , „ 96.2 „ 

40 n « „ 60 M „ ^ 94,o „ , 

50^ ^ ,50, n „ 96,0 n , 

60 ^ • » 40 n n n 96,* „ , 

70 , , n 30 , , , 97,2 

80 „ ^ „ 20 „ „ „ 98,2 

90 « ,. , 10 , , , 99,4 

Die Gradniemng -des Alkohoilometers' kann daher nnr empiri8<;h gemacht 
werden. Man konstmi^i; sich 9 Mischungen . ans Wasser und Alkohol, deren 
Alkoholgehalt immer nm 10 % znnimmt (eJso der obigen Tabelle entsprechend) 
nnd bezeichnet di§ Punkte, l)ir*ztiweIcKen das Alkoholometer eintätichi; mit 10, 
20, ... 90 %. Dann teUt man die Zwischenräume zwischen zwei Teilpunkten 
in je 10 gleiche Teile. Der kleine durch die Teilung in gleiche TeUe verursachte 
Fehler kann vemachiHssigt werden. — Die Alkoholometerskala bezidit sich auf eine 
ganz bestimmte, auf dem Instrumente angegebene Temperatur, gewöhnlich 12^ B. 
Bei einer höheren Temperatur der Mos^hung würde das Alkoholometer tiefer ein- 
sinken (weil die Mischung leichter wird); man würde also zu viel Prozente ablesen, 
im entgegengesetzten Falle zu wenig. Tralles hat eine Tabelle berechnet, aus 
welcher man die Anzahl der Q-rade, welche bei der Reduktion auf 12^ abzuziehen 
resp. zu addieren ist, mit Berltekffl«htigjing der Temperaturdifferenz entnehmen 
kann. In dem Alkoholometer ist deswegen ein Thermometer angebracht, um, die 



n 

n 



*) Berechnet man aus den spezifischen Gewichten s und 8i zweier Stoffe und 
dem spezifischen Gewichte <i einer Mischung derselben unter der Voraussetzung, 
daß keine Yolumenänderung (Kontraktion) bei der Mischung eintritt, die (yolumen-) 
prozentische Zusammensetzung, indem man aus den Gleichungen 

* =F -:^ , «1 = -^ und a ^ y ^ ^^ , F + Fl = 100 

G und 69^1 eliminiert, so ergiebt sieh 

also fttr Wasser und Alkohol, wo « = 1, »i = 0,793 ist: Vi =^ ^^ ^^rJZ.^^ . 

1 — 0,793 

Vergrößert sich nun der Alkoholgehalt Vi um ^ %, so wird o etwa um a . 

kleiner, also 

Fl 4- ^ = 100 [1 — (o — «)] : 0,207. Durch Subtraktion ergiebt sich 

s, 100 ö , 0,^7 5 

^=0207" ^^^ ^^^ÖCT' 

d. h. a ist B proportionaL Das spezifische Gewicht der Mischung nimmt also in 
demselben Verhältnis ab wie der Prozentgehalt zunimmt. Hieraus folgt aber mit 
Rücksicht auf Gleichung 7), wenn die Zunahme ^ der Prozente und somit auch a 
konstant bleibt, daß xn mit wachsenden Werten von n immer größer wird. Durch 
eine Kontraktion werden die Kesultate zwar etwas geändert, jedoch bleibt die 
Thatsache bestehen, daß die Grade nach oben hin wachsen. Etwas Ahnliches gilt 
auch fdr Mischungen von Wasser mit anderen Flüssigkeiten. 

3* 
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Ttiknvemtur dec Ml«ch«9g. «blesen z^ kttfttfUx» ZwvMleB. «tiit/anch d^ Bednktioiuk 
tabefie im Alkoholometer selbst befestigt. 

Die ArftometeTv welche den Qehalt einer Ldsimg aa* Zucker 
(Saccharimeter) oder an Alkali, Säte u. d^^ aogeben, sind äbnUch 
konstruiert, aber auch nnr zu dem aiigeg^enen Zwe^e branchbar, 
gerade so wie die Alkoholometer. Man kann diese Instrumente ent- 
behren, wenn man das spearifisohe Grewicht der betr^ Lösnag bestimmt 
nnd daraus mit HtQfe yqü Tabellen, welche fbr solche Zwecke 
berechnet sind, die Zusammensetzung ermittelt. — Siehe hierzu Auf- 
gaben zur Hydrostatik § 18, No 11—18. 

Anmerkung. Die Bestimmiuig des spezifischen Gewichts der Grase wird 
in der Wärmelehre behandelt; die Tabelle der sperifischen Gewichte der bekann- 
teren Gase 8. Aerostatik § 5. 

Tabelle der speslflsclien Gewiehte einiger Kdrper. 

a. Feste Körper (Wasser bei 4P C. = 1.) 



Aluminium 
Antimon • • 
Bernstein . . 
Blei .... 
Bronze (antike) 
Butter . • . 
Cadmium . • 
Diamant • . 
Eis (bei 0^ . 
Eisen . . . 

„ (gegossen) 

„ (gehämmert) 
Glockenmetall . 
Gold (geschmolzen) 

„ (gehämmert) 
Holz (Eiche) . . 

„ (Kiefer). . 
Kork (trocken) . 
Kobalt .... 



2,56 

6,72 

1,07 

11,85 

8,3—8,6 
0,94 
8,69 
8,50—8,58 
0,91—0,98 
7,788 
7,0—7,5 
7,6—7,8 
8,81 
19,26 
19,36 
1,03 )| 
0,86)3, 



0,24 
8,51 



Kochsalz . • . . 

Kupfer (geschmolz.) 
^ (gehämmert) 

Magnesium . • . 

MenschL Körper 
(durchschn.) . . 

Messing .... 

Nickel 

Platin 

r, (gehämmert) 

Silber (grossen) . 
„ (gehänuuert) . 

Silbermfinzen (deut- 
sche) 

Stahl (Guß-) . . . 

Wismut . . • . 

Zink (gegossen) . . 

Zinn 

Zucker 



2,2 

8,85 
8,9& 
1,748 

1,066 

8,4—8,7 

8,279 

20,9—21,7 

21,54 

10,10—10,47 

10,51—10,62 

10,121 

7,8—7,9 

9,87 

6,86 

7,18—7,30 

1,6 



b.. Fl&ssigkeiten (Wasser bei 4® 0. == 1.) 



Aether . . . 
Alkohol, absol. 
Brom . . . 
Leinöl . • . 
Meerwasser . 
Müch . . . 



0,736 
0,798 
2,966 
0,94 
1—1,08 
1,02—1,04 



Quecksilber (bei 0°) 

Rttböl 

Salpetersäure . . * 
Salzsäure (konzentr.) 
Schwefelsäure (konz.) 
Terpentinöl . . . 



18,59593 
0,918 
1,580 
1,208 
1,841 
0,869 
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§ 10. 

■oleküUrwirkniigeii swiscben festen und flftssigen Xörpen. 

Bei dem Oberflftehengesetz (§ 2) und sein^ Folgenmgen haben 
^wir BOT die änfieren Kräfte (besonders die Schwerkraft) in Betracht 
gezogen« Durch die vorhaiMtaien MoIekBlarkrftfi;e und zwar die 
Adhision äer FMsirigkeit an den Gteftßwteden und die Koh&sion der 
Flüssigkeitsmolekitte werden jedoch Erscheinungen henrorgenifen, 
welche gewisse Modifikationen jener Gesetze nötig machen, wenngleich 
dieselben im lülgemeinen nicht von großem Belange sind. 

. Die Adhftsion einer Flüssigkeit an einem festen Körper beweist 
jeder Olasstab, welcher in Wasser getaucht und dann herausgezogen 
wird. Es bleibt ein Tropfen hflngen. Die Adhftsion ist hier sogar 
größer als die auf den Tn>pfen wirkende Schwerkraft, da sie ja das 
Gewicht des Tropfens Überwindet. Dei* Tropfen besteht wieder aus 
einzelnen Tröpfchen, welche infolge der Kohäsion an einander haf- 
ten, und weU der Tropfen nicht zerreißt, so ist auch die Kohäsion 
größer als die Schwerkraft, welche auf den ganzen Tropfen wirkt. 
Endlich ist auch die Adhäsion größer als die Kohäsion, weil der 
hängengebliebene Tropfen von den benachbarten losgerissen wurde 
(also Adhäsion > Kohäsion > Schwerkraft). Diese Beziehungen gel- 
ten Ton allen den festen Körper benetzenden Flfissigkeiten (Holz 
und Wasser oder Alkohol; Gold, SUber, Blei etc. und Quecksilber). 

Taucht man dagegen Glas in. Quecksilb^, so bleibt nach dem 
Heranszt^en kdn Tropfen htagen. Die Kohäsion des Quecksilb^« 
ist hier offenbar größer als die Adhäsion desselben zum Glase. Daß 
überhaupt auch in diesem Falle AcHiäsion voihanden ist, kann man 
dadurch zeigen, daß man eine Glasplatte horizontal an einem Wage- 
balken aufhängt und dordi Tarieren das Gleichgewicht herstellt. 
Nähert man dtoin von unten her eine Schale mit Quecksilber bis zur 
Berührung,, mit der Platte, so erfordert das Abheben der Platte ein 
gewisses Übergewicht, welches auf die (freie) Wagschale gelegt wer- 
den muß, imd dieses Gewidit kann als Maß ^ter Adhäsion betrachtet 
werden. Dasselbe gilt von idlen den festen Körpern nicht be- 
netzenden Flfissigkeiten. Wenn man Wasser zu diesem Ver- 
suche statt des Quecksilbers benutzt, so zeigt das die Platte abreißende 
Übergewicht nidit die Adhäsion, sondern die Kohäsion des Waas^« 
an, weil eine Wasserschicfat immer an der Glasplatte hSngen bleibt, 
also nur die unteren Wasserschichten Ton den obersten getrennt 
werden. Kupfer- oder Holzscheiben y<m gleicher Größe statt der 
Glasscheibe angewendrt mfissm daher dieselben Besnltate Uef^ii 
(weil es hierbei nur auf die Benetzung ankommt). 

Betrachten wir nun zunächst die Kohäsion der Flttssigkeite 
etwas genauer, so haben wir uns dieselbe als eine Anziehungskraft 
zwischen den Molekttlen zu deid^eB; welche aber nur auf außer- 
ordentlich kleine Entfernungen hin wirkt und in irgend einei* Weise 
von der Entfernung abhängig ist. Beschreiben wir um ein Holekftl m 



im Innern einer FlQssigkeit mit der gröBten Entfemong r, auf welche 
eine Wirkung der Ej)hä£Ü>n noch an^anelimen ist*)^ eme. Kiigel, so 
erhalten wir die sog. Anziehuiig88pjiar& Alle MolekÖle in dieser 
Kugel bniigeD noch qhw ADzi^ong auf m herrca:. Da aber die 
Mo&kiUe im aligeuai&en ganz synanetriBch um m hwnmti^eD, so 
heben sidi diese Änziehtmgskrilfte (paarweise) gegenäeitig aof. An- 
ders gestaltet sich die &iche, wenn das Holekfil » der Oberflftche 
der Flössigkcdt, wdche wir ans zonächst horizontal deiikca wt^en, 
80 nahe Uegt, daß ein Teil der Anziehirngssi^ifire über die OberäSche 
fällt (Fig. 27). Liegt nämlich das Molekül m in da- Oberfläche 
Bflltet, so liegt drä H&lfte der 
AnzieJiimgssphäre aoflorhalb der 
Flttssigkeit. Die auf m wir- 
kenden Anziebung8kräfte,weldie 
Ton deai in der unt^ien Halb- 
kugel liegenden Motekül«! aus- 
geübt wOTden, geb^ eine vot- 
tikal abw&rts geriditete Re- 
soltierende (man doike sich 
Tig. 27. diese Kräfte zu je zweien, za 

beiden Seiten der Verütuden 
symmetrisch liegenden zusammengesetzt), weJche einen Druck auf das 
Innere der Fltlssigkeit ausübt und Nermaldmck genannt wird. 
Die in der ebenen Ob«4ftche seitist um m beiiimliegeaiden Moleküle 
faeb^ sich in ihrer Wirkung at^, weil die rem ihnen auf m aus- 
geHbten Kräfte bezüglich gleich ind direkt entgegengesetzt and. D^ 
Normaldruck in m hiLngt daher tod diesen Mtdekül^ nkht ab. Liegt 
das Molekül m unter der Oburfläobe, aber in einem Abstände von 
derselben, welcher kleiner als r ist, so ragt nur ein Segment der 
Anziehongssphäre über die Obetüäche hinaus. Jäs heben sich dann 
dieJMiigen' !B^fte auf, weldte m der Zone zwischen der Oba^fiäche 
und em&! eboiso weit unterhalb des M(4ekül» m konstruierten horizon- 
talen Ebene sich ergeben. Die in dem anteriialb der letsteren Ebene 
liegenden Segmente sich e^^ebeuden Kraft« geben meder eine vertikal 
abwfirts gerichtete Besidtierende, welche Jedoch kl^^ ist als im 
vorigen Falle. Der Kormaldruok ist also an isr Obasti&i^ salbst 
am grollten imd nimmt nacb dem Innern der Flüssigkeit hin ab bis 
zQ dem AbStande r vtm der Oberfl&äh«, wo er aufholt, weil die An- 
ziehnngssph&re der hier liegendaii Moleküle sdion gaaz in die FUsag- 
k«it huiüniJmt. Die Flüssigkeitsschicht Y»n der Dicke r, innujialb 
wfÄeher ier Normaldmck wirkte n^nt maa das Flttssigkeits- 
häatchen. 

Bei gekrümmten.. Oberflächen »leidet der Korsi&ldnick eine 
Verfiad«nutg durch die sog. OherflftcheBspannung, w«l^ je uadi 
der Gestalt der Oberfläche vwacböeden ist Die Qberfläcfaanspannang 

*> über £• GcSlie dieser EgtAnnmg r aiel» weiter unten pkg. 10. 



wird hervcffgo^en durch die AnziehBi^ der in der Obea^A^e selbst 
lieg:endeD MoIektUe, weldie jetzt nidit gleich Null ist wie bei ebener 
Oberflftcbe. Ist nämlich AB (!Fig. 28) ein Durchschnitt dnrcb eine 
nach außen kimvexe Oberflftcbe, m ein Molekill darin, sind fetraet tni and 
ms zwei n beiden Seiten von m in den glodien aber nncndlich Mei- 
nen Entf^nngen r (anf AB) liegende Molek&le, so werden die beid«i 
durch nti oad im ausgeübten Anziehungs- 
kräfte — sie heißen JP — einander gleich 
sein. Die Resultierende beider Kräfte 
(R) liegt in der Bichtting der Normale 
(welche senkrecht zur Tangentialebene ist). 
Beritcksicfatigt man and) die übrigen 
zwischoi m nnd mj, resp. m vmd m, fer- 
ner auch die in den Übrigen durch m ge- 
legten Schnitten um m henunliegeuden 
Moleküle, so erhält man eine Summe Pig- 28. 

soldio' Nomalkrftfte ^B, welche zusam- 
men die Oberflächenspannung bilden und off'enbar den Normaldruck 
verstärken. Bei konvexen Flächen ist also der gesamte nach innen 
gerichtete Druck, wenn N den Normaldruck in der Oberfläche be- 
zeichnet: 

D == iV + S.B 1) 

Bei nadi anßen konkavm Flächen ist in gleicher Weise die 
Oberflächenspannung in der Riditung der Normale gerichtet, also 
nach anßen. Der Normaldruck wird also durch dieselbe vermindert, 
so daü 

D = ^ — Sä . . . . 2) 
ist (vgl. Fig. 2»). 

Die Oberflächenspannung ist um so größer, je stärker 
die XrQmmang der Fläche ist Mit zonehmender Krümmung 

nimmt nämlich Wmkel <f = -a- "umms ab. 

Da nun 5 = 2 P cos «p .... 3) 

also audi SiJ = 2 SP cos ? 

ist, so ist XS um so größer, je kleine f ist. 

Bei ebenen PUchen ist f = 90", also die 
Oberfiächenspannnng SB = 0. — Die Oberfttlchen- 
spanniing I&Bt sich in TerBcJüedenen Bracbeinungen 
nachweisen. Wenn man eine Seifenblase mittelst 
einer Glurthre darfrt«llt and dann, wUuend die- 
selb« noch &n der Rabn hängt, sich selbst fiber- 
l&Bt, so verUeinert sich ihr Volnmen, indem die 
faineingeblasene Luft diuch die Bahre entweicht, 
wie man an einer dRrao gehaltenen kleinen 
Flamme erlcennt Die Blase wird durch eine 
dflnne flflsugkeitssdücbt gebildet Die ftnOere 
FUcbe ist konnoc dahei der Droek nadi issen 
N + S-K. Die innere Begrenznngsfläche, welche 
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wir QDs konsentrisch sur ftvAeven denken kdanen, hat nabttm dennlbeiL Radius, 
also nahezu dieselbe Krümmung, ist aber konkav, daher der Druck nach dem In- 
nern der Flflssifkeitsschicht gleich N — 2JB. Beide Kr&fte ^ben, indem sie sich 
teilweise aufheben, eine nach dem Innern der Blase genchtete Besnlüerende 
(s=s 2 IE), welche die Blase Ensammendrttckt Dieser I^ck Iftßt sich aach an 
einem mit der Bl)hre in Yerbindnag stehenden Wassennanometer*) messen. Platean 
fand nun, daß dieser Druck sich nicht ändert, wenn auch die Blasenwand durch 
Verdunstung allmählich dfinner wurde bis zum Platzen derselben. Da nun die 
Dicke der Blasenwand doppelt so groß sein muß als der Radius r der Wirfcnngs- 
sphltare, indem nur iu diesem Falle alle McMcllle des Plüssiffkeitshäutdiens noch 
zur Wirkung kommen, was bei der Bestimmung der Kräfte iv =1= ££ doch Toraus- 
gesetet wuäe, und da bei dem Platzen der Blase jedenftdls die unterste Ghrenze 
der Dicke erreicht ist, so läßt sich die Größe r leicht bestimmen. Aus der Farbe 
der Blase kurz Tor dem Platzen derselben läßt sich nämlich die Dicke (:= 2r) der 
Blasenwand und daraus r berechnen. Plateau fand für die benutzte SeifenlOsnng 
r == 0,0000567 Millimeter. Mit Berdcksichtigung der Versuche Ton Quincke kann 
man den Radius der WirkuuffsspUlre zu ungefähr 50 Milliontel Millimeter an- 
nehmen. -* Legt man eine fettige Nähnadel auf Wasser, so schwimmt dieselbe 
trotz ihres hohen spezifischen Gewichts. Weil die Nadd nicht benetzt wird, so 
bildet sich unterhalb derselben eine Vertieftmg, die Oberiächenspannung wirkt 
also nach außen und trägt die Nadel. Aus demselben Grunde sinken WasserlLJlfer 
nicht ein, indem ihre FMe mit einer fettigen Substanz überzogen sind. — Über 
die Gestalt der Tropfen und Blasen und andere Beispiele s. weiter unten in § 11. 

Wenn wir annehmen, daJi die Oberfläche einer Elässigkeit eine 
Kugelfläche mit dem Radius p ist, so ist (Fig. 28) 

€08 f = (mmi) : 2 p = r : 2p, 

P r EP r 

aJso nach 8) JB = — ^— und SÄ «= — 

p p 

oder, wenn wir diese von den verschiedenen Werten von r und den 
entsprechenden Werten von P abhängende Größe EP . r mit a und 
die Oberflächenspannung (E22) im Punkte m mit o bezeichnen: 

== — .... 4) 
P 

Die Größe a ist offenbar die Oberflächenspannung in emem 

Funkte einer Kugeloberfläche mit dem Radius 1 (fftr p = 1 wird 

= a). Nehmen wir, um fijmt bestinunten Begriff mit o verbinden 

zu können, statt emes Punktes, d. hu eines unen&ch kleinen Flächm- 

elements, die Einheitsfläche auf der Kugel mit dem Radius 1 und 

ebenso auf der Kugel mit dem Radius p, und ist das Flächenelem^t 

— der Einfadtsfläche, so ist die Oberflächenspannung auf der Ein- 

bdtsfläche der Kugel mit dem Radius 1 gleich ma = Ä und auf der 
Einheitsfläche der Kugel mit dem Radius p ^eich mo =» 0, daher 
nach 4) 

=«—.... 5) 

- . f 

*) Siehe hierüber Aerostatik § 5w Bei eiuef kleinen Blase wird der Druck 
grOfier Bein als bei einer großen; erstere wird also Terkäitnismftlig sebneUer su- 
eammenschnunpfen als letztere. 



§11. 

Fortsetzung. Elaflnii der Wliiie. 

Tancht irgesii ein fester KQrper in eine Flfissigkeit ein, so wird 
die AVirkimg der KoMtdon derselben durch die Ädhftnon an Aem 
festen Körper wesentlich modiflziot. Die Adhäsion denken wü- nne 
gerade so wie die Kobftöon als Aggregat von Anziehnngsloftft^n, 
welche zwisi^n den Molekülen des festen Körpers und denjenigen 
der flftesigkeit bis za einer gewissen gr&ßten Entfernung, welche je 
nach der Natur des imtea und des flüssigen Körpers yerscliieden ist, 
wirken und mit wachsender Entfernung der auf einiuider wirkenden 
Moleküle atoelunen. Es sei nun m ein unmittelbar an der (vertikale) 
ßefftüwand befindüdies Molek&l der Flttssigkdtsoberfläche (Fig. 30) 
und um trt die Anziehungssphftre der Kohäsion, wovon ein Viertel in 
die Flüssigkeit fällt, ebenso die Anziehnugs- 
sphäre der Adhäsion, welche zur Hälfte in die 
Gefäßwand ßmt, konstruiert, so geben alle anf 
m wirkoiden Kobäsionskrftfte eine Besultie- 
rende P, welche den rechten Winkel hä m 
halbiert und in die beiden Seitenkräfte X = 
P cos 45" (horizontal) und F = J* cos 45" (ver- 
tikal) zerlegt werden kann. Die auf m wirken- 
den Adhäraonskräfle lietem eme horizontale 
Resultierende Q.*) Nun sind offenbar 3 Fälle Fig. so. 

mSglich: 

1) Ist § = Z = P cos 45^ so heben sidi diese Kräfte auf, es 
bleibt die vertikale Kraft F und die anf m wirkende Schwra-kraft 
übrig; die Oberfläche der Flüssigkeit muß daher bei m darauf senk- 
recht, also horiz5ntal sein (rgL § 2). In diesem Falle wird also an 
der FlBssigkeitsoberfläche nichts geändert. 

2) Ist > Z oder > P cos 45" (bei benetzenden Flüssig- 
keiten), so heben sich beide Kräfte nur teilweise auf; die Kesultie- 
rende derselben Q — P cos 45" hat die Richtung von Q und giebt 
mit ¥ und der auf i» wirkenden Schwerkraft eine nadi dem Innern 
der GtefiUlwai^ geriditete, d. h. in den Winkel (QF) fallende Resul- 
tierende R. Da die Oberfl&(Ae hei m wieder auf dieser 
Resnltierraden senkrecht sein muH, so luufl sie die Wand 

unter einem Winkel b (> 90") schneiden (Fig. 31), welcher 
nur V(m 6sx Grolle der Adhäsion und Kohäsion ab- 
hängig ist, daher also für einen gegebenen fest«u und 
einen fllUadgen Körper einen konstanten Wert hat. 
(Dieser sog. Randwinkel ist also bei benetzenden 
Flüssigkeiten ein stumpfer). Durch die Anaehnng der 

*) Kftn denke »\tb die Kraft«, welche van den Molekülen der Wand anf m 
atuffeflbt werden, zu je Eweim m beiden Seiten von Q sjvaaieOnaA li^cenden 
kombiniert 



_ 42 — 

Wand auf den Punkt m und aaf alle anderen an der Wand liegenden 
Punkte erfälirt die erste der Waad benachbarte Schiebt eine Yer- 
dichtnng:*), daher wirkt diese Schicht gerade so auf die folgende, wie 
die Wand anf die erste, nor schwächer, nnd somit liegt die Besnllie- 
rende S, welche sich jetzt aus T, ans der Sdiwa-kraft nad d^ hoii- 
zontalen Hesoltierenden ergiebt, nSher an Y; die Oberfläche wird also 
in den folgenden Schichten immer mehr nnd mehr horizontal, bis sie 
in einer gewissen Entfernung, wo die Verdichtung vN'schwindet, ganz 
in eine horizontale £bene Hbergeht. Die Oberfläche ist in der Nähe 
der Wand etwas gehoben und konkav gekrilmmt. Stehen sich zwei 
Wände auf sehr geringe Entfernung geg^iiber (wie in eo^n c^lin- 
drischen Röhren, in sog. Kapillar- oder Haarröhren), so bleibt 
von dem horizontalen Teil der Oberfläche nichts' äbrig, es ist die 
ganze Oberääche konkav gekrümmt und bildet sehr nahezu einen 
Teil einer Kugeloberfläcbe (S. Fig. 31). Man nennt den gekrfimmten 
Teil einen Meniskus. 

8) Ist Q <X oder < Pcos 46" (bei nicht benetzenden Flüssig- 
keiten), so ist die horizwtale Besultita-ende beider Kräfte nach X 
hin gerichtet; dieselbe ^ebt mit der vertikalen Kraft Y nnd dw 
Schwerkraft kombiniert eine in das Innere der Fllissigkdt (d. b. in 
den Winkel [XY]) fallende Resultierende ß. Die bM m auf B seek- 
rechte Oberfläche schneidet die Wand wieder unter einem Winkel » 
(< 90% welcher fiir jeden festen nnd flüssigen KOlper dnen bestimm- 
ten Wert hat. (Der ßandwinkel ist bei nicht benetzenden Finssigk^teo 
ein spitzer.) Indem nun die der Wand zunächst liegende Schicht, 
welche infolge der von der Wand fortwirkenden Horizontalkraft eine 
Verdiinnong erleidet, gerade so auf die folgende Schicht wirkt, wie 
die Wand anf die erste, nur schwächer, so wird die horizontale Be- 
snltierende kleiner, die letzte ResiütiereiMle £ li«gt näher der Wand 
nnd die Oberfläche der Flüssigkeit wird mehr und mehr und schließ- 
lich ganK horizontal. An der Wand bildet adi eine Yotiefang oder 
Depression. In KapiUarröhren entst^t, indem der horizontale Teil 
der Oberfläche wiedä- verschwindet, ein konvexer Meniskus, weldier 
ebenfalls nahezu kugelförmig gekrfimmt ist (Fig. 32). 

Durdi die konvexe oder konkave Kjümmui^ des Me- 
'den nun -in kapillu-oi £t5h'en KiveauveräBderon- 
'gebracht, welche wir jetzt mdiersuchen wollen, 
eine ehge GksriUire vertäal in Wasser ge- 
bildet sich in dwselben zunächst in der Hfibe 
IS ein konkaver Meniskns; in demselben wirkt 
)wärts außer der Schwerkraft der Nonnaldmck, 
fwärts dagegen die Eesnltiereode aller Oberfläcba»- 
Fig. 32. Spannungen, welche in den einzelnsi Pu&ktrai des Meniskus 
wirken. Die beiden ersten Kräfte werden durch die im 

*) d. h. M sammelii üch in dieia Schicht mdir Moleküle an üa in doa 



Niveau außerhalb der RShre wirke&den gleicboi Krfift« im Gleich' 
gewicht gehalten. Die Oberflftchenspannimg dagegen (weldie im 
horizontaleD Niveau fehlt) hat eine Srhebnng der Flüssigkeit in der 
BDhre zur Folge, welche um so größer sein muß, je stärker der 
Meniskus gekr&mmt, also, wie sidi leicht erkennen läßt, je enger die 
Itdhre ist 

Bei koDT^em Meniskus wflrde die Oberflächenspannung abwärts 
wirken und daher eine Senkung oder D^ression der Flüssigkeit 
(z. B. des Qoecksilbers) in der Qlasrdhre henrorrofen, w^cbe eb^alls 
mit der Stärke der KrOmmnng des Meniskus zunehmen muß, also um 
so größer ist, je enger die Röhre ist*) Durch zahlreiche Versuche hat 
sich das Gesetz ei^eben: 

Die Höhen, bis zu welchen eine Flüssigkeit in Kapillar- 
röhren Ton derselben Substanz, aber von verschiedenem 
Durchmesser gehoben oder deprimiert werden, verhalten 
sich umgekehrt wie die Durchmesser der Röhren. 

Auf rechnendem Wege ergiebt sich dieses Gesetz auf folgende 
Weise: Es sei Jf der Mittdpnnkti des kugelfSnnigen Meniskus 
(Fig. SS.), MN = E der Radius desselben, p der Badius der c^lin- 
drischen Röhre, dann ist offenbar, weun & der De- 
pressionswinkel ist: 

p ;= B C05 ft. 

Ist femer S ein Oberflächenelement des M 
so ist die darauf (in der Richtung der Norma] 
nach M hin) wirkende Oberflächenspannni 
§ 10, No 5 

= -. 

Zerlegen wir jede dieser Kräfte in eine 
tale und eine vertikale Komponente (£), si 
sich die horizontalen Seitenkräfte (weldie zi 
Seiten der Cylinderachse paarweise einander 
die vertikalen haben eine Resultierende glei 
die Depression hervorbringt Wenn der Wii 
ponente K und des Kugelradins mit a beze 
Komponente gleich K = .cos n = Mcoi 

gleich dem Winkel ist, welchen 1 mit der Horizontalen oder auch mit 
dem Querschnitt der Röhre büdet (wegen des gleichen Komplement- 
winkels), so bedeutet 8 cos a die Projektion von 8 a«f den Querschnitt 
der Röhre. Die Resultierende aller vertikalen Seitenkräfte, d. h. die 
wirksame Ob^ächenspanunng ist daher 

*) Wenn von 2 kommunizierenden Rühren die eime kapiUsr, die uideie recht 
weit ist, so steht eine Flüasigkeit in dem kapillaren Rohre hSher oder tiefer 
eJa in dem weiteren und «war um gerade so viel, als die Erhebung oder Depres- 
sion der Fiflssigkeit in einem Boldien kiipillftren Rohre bei dem Sintaachen in die 
FltlsBigtoit batngen würde. 



" "" " = -=- . SS CO« o (d* -p konatÄDt ist). 

Die Snmme stlmtlicher Projektionen ist aber der QnerscliDitt 
der Röhre selbst, also 

£! cos a = iip*, daher "SK = -=- . xp*. 

Das Flflssigkeitagewicht, welches die Kraft ££ tragen kum, ist 
ip^Ä«, wenn h äe Tiefe der Depression nnd a das speriftsche Gewicht 
der Flüss^keit ist, daher 

et -^ e -4. . tp' cos & .? 1 1- v T. j1 cos & 
Tup'As = — xp' = ^ , folglich h = . 

Da Ä, & nnd s für eine nnd dieselbe Fl&ssigk^t konstant sind, 
so ist h umgekehrt proportional dem Kadins p oder auch dem Durch- 
messer der Röhre. — Genau dasselbe Resultat würde sich fttr die 
Erhebung bei benetzenden Flüssigkeiten ergeben. 

1) Der Bnnshmeaser einer kapillären ROhre lUtt Bicfa ans der Länge und 
dem Gewichte eines QneckBÜberfuiens in dwaelben mit Hülfe des spenfischen Oe- 
widits des Quecksilbers berechnen. Die Erhebangen und Depressionen mJBt nun 
mit einem sog. XAthetometer. (S. Anhang d. B. No 2.) 

2) Die Hihebnng von Wasser in einer GlasrShre nnd zugleich die ^^rknng 

nnng hat La Place durch folgenden einfachen Versncb gezeigt, 
ntrmig gekrOmmte, überall gleich neite Bohre soweit in Wasser, 
daß der ktlriere Schenkel ganz nntergetancht ist, so erhebt 
tnch das Wasser infolge der Kapillarität im längeren Schen- 
kel bis zu einer gewissen HShe A, welche der Gestalt des 
konkaven Meniskus, also dem Darchmesaei: der ROhre ent- 
spricht. Zieht man die RShre ans dem Wasser, so bleibt 
an der Hitndnng des kOrzeren Schenkels ein konnexer 
Tropfen mrack, welcher nahezu dieselbe (konvexe) ErOm- 
mnng hat wie der (konkave) Ueniakns im längeren Schen- 
kel (Fig. M). Die durch die konvexe Oberfläche des 
Tropfens hervorgenifene, naoh innen gerichtete Oberfläehen- 
apannnng hat zur Folge, daB das Wasser im längeren 
Schenkel bis fast zur doppelten Hohe (2h) steigt, indem die 
Wirkungen beider Menisken sich summieren. Kimmt nian 
den Tropfen fort, so daO die Oberflache eben ist, so sinkt 
das Wasser wieder bis znr Hohe h. Nimmt man so viel 
Wasser fort, daß sich anch im kürzeren Schenkel ein kon- 
kaver Ueniskns bildet, so steht das Wasser in beiden 
Fig. 34. Schenkeln gleich hoch. Dnrch Hincnfßgen ran Wasser 

kann man wieder das Aufsteigen hervorrufen. 
Ans der KapiUaritKt erklärt sich anch das Anfkteigen von Flttssigkeittin in 
porösen Körpern, z. B. in Schwamm, Löschpapier, Sand, Zucker, in den sog. Inter- 
«ellnlargängen der Pflanzen, des Öls im Lunpendodit, der Tinte in der Feder n. 
dgl. mehr. Manche Körper werden hierbei ansgedehnt Thflren nnd Fenster qnellen 
bei Regenwetter; wollene Stoffe laufen bei dem Waschen ein, d. h. sie werden 
kflrzer, da sie sich in die Breite aasdehnen, ebenso Stricke. Manem aas so 
lockeren Steinen bleiben inmier feucht. 

Tancht nun eine cylindrisdie Röhre, d. h. einen von 2 kon- 
zentrischen CylinderfificheD begrenzten Hohlraom in eine benetzende 
Flüssigkeit, so ist die Steighöbe so groß als in einer R5hre, 
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dere-n Ksdins gleidi der Dicke der Köhre ist. Znnftchst ist 
klar, daß die Steighfibe ff vaa so größer sein wird, je kleiner die 
Dicke d der Kdhre ist (weil der Meniskas, welcher Jetzt allerdings 
eine cylindrisehe OberflUohe bildet, nch stfttko- ki4mmt). Halten wir 
nun eine einfache BOhre Tom B^diiis p = d nnd der Steighöhe h 
daneben, nnd w&re nicht S ^ h, sondern H = mh, so wfirde diese 
Beziehnng zwischen ff nnd h stets gelten, wie die cylindrische R&hre 
anch beschafl^ sein mag, also anch dann, wenn die cylindrische Bßhre 
dadurch in eine gewOtmliche Bohre flbergeht, daß der Radius der 
inneren Oylinderfl&che gleich Nnll wird. Jetzt ist ab«- thatsächlicb 
S^h, weil beide SJSiaea kongment werden, alse nmfi immr n = 1 
und ff = h sein. 

Wird eine enge Q-I&arfUue tuq Kadins r in einer weiteren beiestigt, ao d&S 
eine cylindiiBche Eohie Ton der Dicke d entsteht, so erfolgt die ZrhebiuiK der 
PllUaigkeit in jedem Bamiie unabhängig von dem anderen. Wate d ^ r, so 
Stande z, B. Wafner in beiden BSumen gleich hoch. Ist d^r,ao jet die Erhebung 
im äußeren Satune geringer, resp. grOOer als im inneren. 

Zwisdien parallelen ebenen Platten, welche man als 
Cylinderäächen mit unendlich großem Badios ansehen kann, stdgt 
eine Flüssigkeit nach demselben Gesetze wie in cylindrischen Bohren. 

Werden 2 ebene QlaapUttea, welche einen sehr kleinen Winkel 
mit einander bilden, m in Waeser ^tancht, daS die DarchMhnittakaiite 
rertikal ist, lo bildet die Oberfl&che des Wassers zwisehen dentelben eine sog. 
gleichseitige Hyperbel*), wie sich auf folgende Weise ergiebt Wird der 
Winkel a der beiden Platten DC und DE 
(Fig. 35) hfübiert nnd dorch die Halbie- 
rungslinie eäne Tertikaie Ebene gelegt, welche 
das (horizont^) Niveau des Waasers in 
OA, dte Okerfttehe des gehobeaea WanRS 
in der Knrre BA schneidet, so soll BA 
eine gleichseitige Hyperbel sein. Ist P 
irgend ein Pnnkt dieser Kurve, PQ J_ OA 
und FQ = y, OQ = x gesetzt, so mofi 
das Wasser im Pnnkte P so hoch gehoben 
sein, d. h. y mnQ so grofi sein wie die 
Hübe k einer WasseisiLvle in einer Röhre, 
deren Durchmesser d doppelt so groB ist 
als die Entfernung z (== KL) der Platten 
im Funkte P, also y =" A, wenn d = 2z 
ist. Die Entfernung z wird gefiinden, in- ... 

dem man in P ein Lot auf der Ebene *■£■ ^"■ 

BPÄ errichtet und dasselbe bis zum Durch- 
schnitt mit beiden Platten in K und L verlängert. Es ist aber, wenn PF \\ OQ 
gezogen nnd W mit K verbunden wird : 

-g-z = X Ig-^a, also <* = 4x tg^a. 

Bezeichnet nun h die SteigbSbe des Wassers in einer (Olas-) Bohre von 
1 Millimeter Durchmesser, so i>t nach dem oben bewiesenen Satze: 
h .k= \ id, 



*) Eigentlich ein Stück der Oberfläche eines sog. hyperbolischen Cylindera, 



dahei Ä := y ^ — =s ~ — oder xy = r— d. h. «y = Konat. 

BieKnrre, fta welche .diese -CHeickimg gilt, -iat afsa gteichMitige HTpetbel 
(deren AsjiiQtotw die Aduen OA und OZ) aind, uif '«relcha ilch x nnd y be- 
tiehen). 

Ana der Gestalt des Meniskus fassen sieb aucli gewisse Be- 
wegangserscheiniuigeii erklären. Id einer horizontalen konischen Grlas- 
röJire (Fig. 36) bewegt sich ein von 2'konkaven Menisken begrenzter 
"Wassertropfen nach dem engeren Ende hin, 
weil die Oberfll^henspannung auf dieser 
Seite wegen der stärkeren Kränunong des 
M^iiskDs größer ist als auf der weiteren 
Seite, die Resultierende beider Kräfte also 
nach der engeren Seite hin gerichtet ist. 
Pig. 36. ^iu 'yon zwei konvexen Menisken begrenzter 

Qoecksilbertropfen würde sich naäi dem 
weiteren Ende hin bewegen, wie auf gleiche Weise zn erklären ist. — 
Wenn femer zwei Platten, welche an Fäden hängen, in eine Flüssig- 
keit eintauchen and einander nahe gebracht sind, so nähern sie sich, 
wenn beide benetzt oder beide nicht benetzt werden, dagegen ent- 
fernen sie sich etwas von einander, wenn die dne benetzt, die andere 
nicht benetzt wird. Die Erklämi^ dieser Erscheinung ist nach 
La Place folgende. Werden beide Platten benetzt, so steigt die 
Flüssigkeit zwischen denselben und es entsteht ein konkaver Meniskus 
(Fig. .37). J0de Platte iiwd.an einer Stelle S der gehobenen Säule 
naeli innen gedrückt durch den Lnftdrack F; im Innern wirkt anch 



Fig. 37. Fig. 38. Fig. 39. 

der Luftdruck P vertikal abwärts und zwar ebenso stark als von 
anßen, femer das Grewicht O der 8ber § befindlichen Flüssigkeit, 
nach oben dagegen die Oberdä«henspajinung 0, welche gr&Ser ist 
als G, da sie ja die ganze gehobene Flüssigkat (über dem Ibifieren 
Niveau) tragen kann, so daß jede Platte nach außen gedrückt wird 
mit einer Kraft gleich p -^ 6 ~ oder p — (0 — G), welche 
kleiner als der äußere Druck P ist Die Bewegung erfolgt daher 
nach innen. Wird keine Platte benetzt (Fig. 38), so erfolgt eine De- 
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prassmi swisehea d«ii Plitteit Die JamtHeroiip to Platten an 
einander erkUrt sich dann einfach daraus, dai$ da* Snßero Eltarig-^ 
keitsdrack gtöfier als der innere ist^ wfitarend die Laftdrncke wieder 
beide gleich- smd. Wiid eibe Platte benetzt, die andere nidit (Fig. 89), 
so würde zn beiden Seiten der ersteren eine gleiche Erhebung, zu 
beiden Seiten der Ietzter|K' ieme gleiche HK^resslR eriMgm^'^IIHr 
jede Platte aUdn da y^be. Die ErhebSg ipd. äe Depresm^ 
zwisehen toten Plätten st^n skb jedoch, je näher die' StoMr.'-itew 
ander sind, derart, daß sie schwächer werden als außerhalb der Plat- 
ten. Bei der ersten Platte waltet also der urngd^ehrte Fall ob wie 
in Fig« 37; diese Platte wird daher niach aoüen gedrftckt^ Bei der 
zweiten Platte waltet der nmgekekrte Fdll ob wie in Fig^ 38; die- 
selbe Wird aacb nach aoflen gedrückt. 

Wie l^atten wirken anch Kugeln anf einander, welclie auf einer Flüssigkeit 
schwimnea, oder eine ^ngel und die Wand des Geföfies oder der eingetauchte 
Finger ete< Bei seht grofi^ Annäheraag der Fiaitteii soll ührigena naeh La Flaee 
stets eine Anziehung erfolgen (also auch im d^tten Falle). 

Am Schlnsise dieses Kapitels mögen noch die Tropfen und Blasen 
Erwähnung finden. Denken wir uns eine Flüssigkeit frei im Baume 
schwebend, ohne daß eine äußere Kraft darauf einwirkt, so bildet die- 
selbe ein^' Tropfen von kugelförmiger Gestalt. Die M<deküle des 
Tropfens werden nämlich tiur dann in Buhe sein könniem, wenn die 
Oberflächenspannuiigen in aUen Punkten der Oberfläche einander ^eich 
sind, W^ sonst ' diese nach dem Innern'^) des Tropfen« gerichteten 
Drudi±räfte, welche sich gleichmäßig durch die ganze Plttssigkeit 
fortpflianzen, sich nicht gegenseitig aufheben. Gleiche Oberflächen- 
spannung setzt aber gleiche Ejrümmung (vgl. § 10) der Oberfläche in 
aJlen Paukten, d. h. eine kugelförmige Oberflädie voraus. 

Die faUenden Regentropfen sind kugelförmig trotz der Wirkung der Schwer- 
kraft, weil während des Falles durch die Schwerkraft die gegenseitige Lage der 
Moleküle nicht geändert wird, die Oberflächenspannungen also frei wirken kön- 
nen. — Durch Rotation eines Tropfens um eine Achse wird d^^Kjy^gestelt, wie 
in der Dynamik f. K. gezeigt ist, in die eines Rotatiäili^^3HH^ilpivundeit/ 
(VgL auch § 12: Plateau's Versuche.) ' '^^ 

Ruht ein. Tropfen auf einer Unterlage, so wird durch die Adhäsion 
und durch die Wirkung der Schwerkraft die Gestalt d^ Tropfens 
geändert. Indem nämlich die höh^ gelegenen Molekäle auf die tiefer 
Hegenden infolge ihres Gewichts drücken und dieser Druck sich gleich- 
mäßig auch nach den Seiten hin fortpflanzt, muß eine Abplattung und 
seitliche Ausbreitung des Tropfens eintreten. Die ObeAäche bleibt 
jedoch, wie die Rechnung lehrt, eine Rotationsfläche, welche die 
Unterlage unter einem Winkel schneidet, welcher gleich dem Rand- 
winkel (ft) für die sich berührenden Substanzen ist, so daß für benetzende 



*) Wenn an einer Stelle der Oherfläche eine Vertiefung, also eine konkave 
Krümmung einträte, so würde die hier nach außen wirkende Oherflächenspannnng 
sofort wieder eine Erhebung der Flüssigkeit bewirken. 



DBd nieht benetzende f Ussigkeitui die Gestalt das Trepfem der 
Fig. 40 resp. 41 entspricht 

Die Blasen kfttmt« m^ nmgekehtte oder m^tive ' Tn^foi 
nennen. Dmkt man sich dmi Sxam, Treidler bei einran Tropfoi mit 

der Flftssi^eät sage- 
füllt ist, nntLuft oder 
mit ^öti anderrai Gtase 
angelfillt tmd aoßeiiialb 
Fig. 40. Fig. 41. desselben die Mttawg- 

keit, so entstellt eine 
Blase. Entweder bildet die I'Mssifkeit nur eine sdir dünne S^cht 
(FlfissigkeitsmembraD), wie bei den Seifenblasen, nnd dann maß die 
Oberfl&che kogeUSrmig: sein [weil die nach innen g«aiditeten Drucke 
(Tgl. § 10) wieder in allen Ponktm der 0b«4&che gleich sind] oder 
die ElOssigkeit nmgiebt die Blase in größerer Qoantitit (z. B. bei 
Am Dampfblasen in kochendem Wasser), dann ist dieselbe, •veon. sie 
in der Flüssigkeit infolge des Äoftriebes an&teigt, also frei beweglich 
ist, anch kngedfitnnig, jedoch wegen des Bew^ungswiderstandrä in 
da* Flüssigkeit mehr oder weniger abgeplattet 

Berührt eine Blase einen festen Körper (min denke ndi Fig. 40 
und 41 umgekehrt), so wird dnrdi die Adhftsion und den Änflrieb die 
Gestalt der Blase in derselben Weise wie di^joiige eines Trt^fens 
rerändert Befindet si(^ die Blase in einer den festen Körper be- 
netzenden Flüssigkeit (z. B. in Wasser unter einer horizontalen Glas- 
platte), so ergiebt sich, da der Randwinkel d außerhalb d«* Flf&ssig- 
keit, also innerhalb der Blase, ein stumpfer sein soll, die Umkehnmg 
Ton Fig. 41, bei nicht benetzenden Flüssigkäten (z. B. in Qaecksilber 
unter einer Glasplatte), wo & < 90 ist, die Umkehnmg von Fig. 40. 
Gine Blase unter einer von der Flüssigkeit benetzten Platte 
ist daher die Umkehraag eines Tropfens auf nicht benetz- 
ter Unterlage und umgekehrt 

Ton Blasen der ersteien Art macht man 
AnwenduDg bei den Bog. Libellen, welche aom 
HorizontaUegen von Ebenen oder Linien dienen. 
Znm Horitontallegen von Linien (i. B. der 
optischen Achse eines Fernrohrs) dient die ROh- 
renlibelle. Dieselbe besteht ans einer Glasröhre, 
welche mit Alfcohol") geftlllt nnd an den Enden 
verschlossen ist. Lnft oder anch WeingeistdÄmpfa 
bilden darin eine Blase, welche immer die hOchäte 
Lage in der KOhre einsnnebmen sncht. Die Rßhre 
ist im Innern tonnenfSmiig aasgeschliffen (d. h. 
die innere Oberfliche entsteht dnrdi Drdiiuig 
eines Kreisbogens um die Achse des Cylindräs). 
Fig. 42 stellt einen L&ngsdnrchschnitt dar. Die 
PI ,;, Rohre mht anf kurzen f^Ben Q, M, weldie durch 

Big. ■*-. Schrauben verktlrat oder verllngert werden kön- 

*> Han wühlt Alkohol nnd dicht Wasser, damit die Libell« bei Ftoat nicht 
aerspriniit. 
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nen. Die Seite BC des Cylinders (oder eine derselben parallele Linie) tangiert 
die krmnine Oberflädie DE in der Mitte A der lUhre. Diese Tangente nennt 
man die Achse der Libelle. Lie^ diese Aehse horizontal, so befindet sieh der 
Mittelpunkt der Blase in Ä^ «die Blase spielt ein**. Von A geht nach beiden 
Seiten auf AE nnd AD eine Teilung in Bogensekunden aus. Neigt sich BC nach 
C hin, so heben sich die Punkte auf AD und die Blase bewegt sich nach D hin. 
Der Weg des Blasenmittelpiuikts auf AD heißt Aussehlag. Ist a der zu diesem 
Ausschlag (AAi = a) gehörige Gentriwinkel, r = AM der Badius des Kreises, 

so ist a SS -—- — -- — -- (a igt auch in Sekunden ausgedrückt). Der Winkel a 

ooi> . DU . oU 

ist offenbar gleich dem Neigungswinkel der Achse BC gegen die Horizontale, 
welche, wenn die Blase sich in Ai befindet, die in Ai gezogene Tangente ist. 

Das Verhältnis — = ^r^ — ^r — ^r: nennt man die Empfindlichkeit der Libelle. 

a öoü . oU . oO 

Je größer nämlich bei gegebenem Neigungswinkel « der Ausschlag a ist, desto 
empfindlicher ist das Instrument. Die Empfindlichkeit wächst mit dem Eadius r 
oder ist um so größer, je geringer die Krümmung des Bogens ist. — Ist BC der- 
jenigen Linie parallel, auf welche die Libelle aufgesetzt ist,*") so ist die letztere 
horizontal, wenn BC horizontal ist, also wenn die Blase einspielt. Eine Ebene 
wird mit der ]S,öhrenlibeUe horizontal gelegt, indem man zwei sich schneidende 
Linien in derselben horizontal legt. Man kann in diesem Falle aber auch die 
Dosenlibelle anwenden, d. i. ein cyündrisches GreffLß, dessen obere Grundfläche 
durch eine auf der Außenseite ebene, auf der inneren Seite kugelförmig aus- 
geschliffene Glasplatte gebildet wird. Durch ein Loch in dem Boden ist die Libelle 
mit Alkohol gefüllt bis auf eine Luftblase, welche unter der Glasplatte stets die 
höchste Lage einnimmt. Um den Mittelpunkt des Deckels sind zwei konzentrische 
Kreise eingerissen, damit man das Einspielen der Blase (bei welchem die Mittel' 
punkte des Deckels und der Blase sich decken müssen) leicht erkennt. Sind beide 
Grundflächen des GefUßes genau parallel, so ist die Ebene, auf welche das In- 
strument gesetzt ist, horissontal, wenn die obere Grundfläche horizontal ist, also 
wenn die Blase einspielt. Die Empfindlichkeit der Dosenlibelle ist auch um so 
größer, je größer der Kugelradius oder je geringer die Krümmung der Kugel- 
fläche ist. 

§ 12. ' 

Auflösung. Kscliiuig Ton Flftssigkeiten. Osmose. 

Viele feste Körper werden bei der Berührung mit einer Flüssig- 
keit von derselben aufgelöst und auf diese Weise auch in den flüssigen 
Zustand übergeführt. Dieser Fall muß offenbar dann eintreten, wenn 
die Adhäsion des festen Körpers zur Flüssigkeit, d. h. also die An- 
ziehung zwischen den Molekülen des festen Körpers und denen der 
Flüssigkeit größer ist als die Kohäsion innerhalb des festen Körpers; 
letztere wird daher überwunden und der feste Aggregatzustand geht 
verloren. Der feste Körper ist nach der Auflösung durch die ganze 
Flüssigkeit gleichmäßig verbreitet. Die Auflösung erfolgt nicht nach 
ganz bestimmten Gewichtsverhältnissen, wie die Entstehung chemischer 
Verbindungen, sondern es löst sich jede beliebige Quantität des festen 



*) Dies wird der Fall sein, wenn die FüiJe G und H genau gleich lang 
sind; anderen&lls kann die LibeUe durch Yerkürsung eines Fußes mittelst der 
Fußschraube korrigiert werden. Durch Umsetzen (Drehung um 180 Grad) kann 
man sich von der Richtigkeit der Libelle überzeugen,. Die Blase muß dann wiedet 
einspielen. 

4 
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Körpers in der Flfissigkeit, jedoch nur bis zu einer gewissen Grenze, 
der Löslichkeitsgrenze, welche wiederum von der Temperatur ab- 
hängig ist und im allgemeinen mit derselben steigt. Man sagt, wenn 
das Maximum erreicht ist, die Massigkeit ist gesättigt Im allge- 
meinen findet bei der Auflösung noch eine Kontraktion statt, so daß 
das resultierende Volumen kleiner als die Summe der Volumina der 
beiden Substanzen ist. 

Die meisten Salze lösen sich in Wasser. Bei Kochsalz hat die Temperatnr 
fast keinen Einfluß auf die Löslichkeitsgrenze. In 100 Gewichtsteilen Wasser 
lösen sich hei (fi 35,7, hei 10» C. 35,8, hei 2QP 36, hei 100» 39,8 Gewichteteüe 
Kochsalz. Dagegen löst sich Kalisalpeter in warmem Wasser in größerer Quan- 
tität ala in kaltem; 100 Teile Wasser lösen hei 0» 13,3, hei 20° C. 31,2, hei 100° 
247 Teile Salpeter auf. Bei manchen Salzen (z.B. schwefelsaurem Natron) nimmt 
die LösHchkeit anfangs zu, dann wieder ah; einige Suhstanzen sind sogar in kal- 
tem Wasser löslicher als in warmem (Kalk). Für schwefelsaures Natron ergahen 
die Beohachtungen: 4,8 Teüe hei (fi\ 40,9 hei 30»; 50.2 hei 35»; 48,8 hei 40»; 42,6 
hei 100^; hei 33^ wird das Maximum gelöst. Ein Teil gelöschter Kalk löst sich 
in 730 Teilen kalten, dagegen erst in 1300 Teilen kochenden Wassers. Wie Kali- 
salpeter verhalten sich u. A. salpetersaures Blei, salpetersaures Strontium, Alaun, 
ähnlich wie schwefelsaures Natron noch schwefelsaures Manganoxydul (Löslich- 
keitsmaximum hei 50^ C). Viele Salze (Ghlorkalium, Salpeter, salpetersaures Am- 
monium) hringen hei der Auflösung eine Temperaturerniedr^^ng hervor, so daß 
dieselhen zu Kältemischungen dienen. Das Weitere hiertiher in der Wärmelehre. 

Werden zwei (oder auch mehrere) Flüssigkeiten mit einander ver- 
mischt, so sind 3 Fälle möglich: 

1) Wenn die Adhäsion beider Flüssigkeiten großer als die Ko- 
häsion in jeder Flüssigkeit ist, dann durchdringen sich die Flüssig- 
keiten in der Weise, daß eine ganz gleichförmige Mischung entsteht, 
wobei gewöhnlich auch eine Kontraktion, oft auch eine Temperatur- 
veränderung eintritt Die Trennung der Flüssigkeiten läßt sich dann 
nur durch Veränderung des Aggregatzustandes (Verdampfung der 
einen Flüssigkeit) ausfiUiren. 

V 

Wasser und Alkohol lassen sich in jedem Verhältnis mischen (vgl. § 9: Alko- 
holometer), ehenso Wasser und Schwefelsäure, weldie letzteren Flttssi^eiten sich 
dahei stark erhitzen. Mit Wasser verdünnte Schwefelsäure wird durch verdampfen 
des Wassers konzentriert. 

2) Wenn die Adhäsion der Flüssigkeiten kleiner ist als die Ko- 
häsion in jeder Flüssigkeit (Quecksilber, Wasser, Öl) und die spezi- 
fischen Gewichte verschieden sind, so trennen sich die gemisditen 
Flüssigkeiten von selbst und lagern sich nach ihrem spezifischen Ge- 
wichte übereinander (Elementarwelten). 

3) Wenn wie in 2) die Kohäsion jeder Flüssigkeit die Adhäsion 
beider überwiegt, die spezifischen Gewichte aber gleich sind (wie z. R 
bei Öl und einem Gemisch ' von Wasser und Alkohol), so bildet die in 
geringerer Quantität vorhandene Flüssigkeit innerhalb der anderen 
einen Tropfen. Da das Gewicht dieses Tropfens durch den Auftrieb 
vollständig au%ehoben wird (vgl. § 7 IL), da femer in aUea Punkten 
der Oberfläche desselben gleiche Ejäfte wirken (nämlich die Differenz 
zwischen dem Normaldruck und der Oberflächenspannung einerseits 
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imd der ÄdhäBion andererseits, bo omfi der Tropfen iimerlia]b..der 
Flüesiglceit schwebea nsd die GestaJt einer Kngel annelu&eD. Ähn- 
lich wie ein Treffen auf ein^ Unterlage kann auch dieser kugel- 
förmige Tropfen dnrcti ÄdhAsioD an einem festen Körper, welcher da- 
mit in Betfthrong gebracht wird, seine Gestalt nuumigfa^ Terändem. 
Plateau, welcher skUreicIie Versnche Aber Tropf enbUdnng in FlfiaBig- 
fceiten anstellte, brachte n. A. einen in wuaerhaltigem Alkohol sdiwimmenden 
Ültropfen mit einem Dnhtring in BerOhrnng. Infolge der Adhäsion nimnt der 
Tropren die Gestalt einer Linse an (Fig. 43); wird dieselbe soweit herabgelassen, 
d&B sie einen zweiten Drajitring Ton gleichem DnrcbmeBBer berührt, so entsteht, 
besonders wenn m&n noch mehr öl nadiflieBen IRBt, ein Olcylinder, dessen Grand- 



Pig. 43. Pig. 44. Fig. 45. 

flächen Engelkalotten bilden (Fig. 44). Mit anderen Drahtfignren lassen sich 
Wfirfel, Tetraeder n. dgl. mehr darstellen. — L&fit man einen Vetalldraht mit 
einer kleinen darauf be^atigt«n Scheibe, welche dnrcb den Mittelpunkt eines kugel- 
förmigen Tropfens geht, rotieren, so rotiert anch der Tropfen infolge der Adhäsion 
nnd nimmt wegen der auftretenden Centrifugal- 
kraft eine an der Achse abgeplattete Form an 
(Fig. 45). (Die Oberfläche stellt sich an jeder - 

Stelle senkrecht m der Besnltierenden der beiden 

Kräfte, nänilich der nach dem Engelmittelpunkt ; 

gerichteten UoleknlaranziehaDg und der in der | 

Verlängemng des Radios der kreisfQrmigeu Bahn ; 

wirkenden Oentrifngalkraft) Bei einer gewissen i 

Rotationsgeschwindigkeit wird die Eohäsion des ! 

Tropfens dnrch die derselben entgegenwirkende ■ 

Centrifogalkraft ganz aufgehoben, der Tropfen l 

iQst sich von der Achse und bildet einen um die ; 

Achse roHeienden Ring (Fi^ 46). Zuweilen IQst | 

sich auch nur ein Teil des Tropfens als Ring ab 
and man erfaSlt alsdann eine dem Satntn mit sei- 
nem Ringe analoge Figor. We^en des Reibnngs- 
Widerstandes in der Fltlssigkeit flieBt Qbiigens pj» 4^, 

der Ring bald wieder in einem Tropfen zu- 
sammen. 

Werden zwei Fl&ssigkeiten, welche sich mischen, mit einander 
nmr in Berfihmng gebracht, so daß die leichtere anfangs auf der 
schwereren schwimmt (z. B. Alkohol auf Wasser bei vorsichtigem 
Anfgießen), so vereinigen sich dieselben in einige Zeit doch zu einer 



^anz homognen Mischung. Die Adhäsion an der Berahrongsfläche 
bewirkt zanächst hier eine Vw^itugnng, welche sich dann immer wei- 
ter in beide FlOangkeiten hinein erstreckt Drn^h die AAftsion wird 
also die Schwerkraft in der unteren Flflssigkeit aberwimden, denn 
letztere wird gehoben. Dasselbe gilt tob der Anflöstmg eines festea 
Körpers, weldier eine Flüssigkeit nur berfthrt. Dieses g^enseitige 
Durchdiingen der beiden Substanzen n^mt msa Diffusion. 

Werden zwei Flüssigkeiten, resp. eine FlBssigkeit und ein fester 
darin löslicher Körper durch eine poröse Scheidewand (eine Thonzelle 
oder eine Schweinsblase) getrennt, so erfolgt die Diffusion durch die- 
selbe hindurch. Man nennt diese Art von Diffusion Osmosa Die 
Scheidewand zieht beide Fl&ssigkeiten an und vereinigt dieselben in 
ihren Poren, wo dieselben nun diffundieren, so daß beide Flüssigkeiten 
durch die Scheidewand hindurchgehen.*) Die Greschwindigkeit, mit 
welcher dieser Durchgang erfolgt, wird von dem Grade der Adhäsion 
abhängig sein, welche die Scheidewand auf jede Flüssigkeit ausübt. 
(100 Gramm trockene Ochsenblase nehmen in 
24 Stunden 268 Gramm Wasser, aber nur 38 Gramm 
[84prozentigen] Alkohol auf, dabei' diffundiert 
Alkohol durch Ochsenblase sehr viel langsamer als 
Wasser.) Die Osmose ist also stets &at zwei- 
fache; ist die eine Flüssigkeit in ein Gefäß ein- 
geschlossen, welches in die andere Flüssigkdt ein- 
taucht, während etwa eine Blase die Scheidewand, 
also den Boden des GreiMes bildet, so tritt die 
äußere Flüssigkeit zu der inneren (Endosmose), 
aber auch die innere zu der äußeren (Ezos- 
mose}**). Wenn nicht zufällig beide Flüssigkeiten 
mit gleicher Geschwindigkeit dui'ch die Scheide- 
wand hindurchgehen, so kann man die Osmose an 
der Zu- oder Abnahme des Gewichts oder auch 
des Volumens jeder Flüssigkeit wahrnehmen; hier- 
auf beruhen die sog. Endosmometer (z. B. nach 
Dutrochet, Fig. 47). Zar Messung der Bndosmose 
können diese Apparate natürlich nicht dienen, weil 
eben beide Flüssigkeiten diffandieren. Man kann 
nur die Differenz der in einer gegebenen Zeit dif- 
fundierenden Flüs&igkeitsmengen bestimmen. 

Wenn bei dem Endosmometer (Fig. 47) das innere 

Qef^ A mit Knpf er vitri Öllösung, das Jlußeie mit Waa^vr 

Fig. 47. gefüllt ist, so steigrt in ktirzer Zeit die blaue Lü- 



•) Ist eine feste Substanz durch eine Seheidewnnd von einer Plflssigkeit ge- 
trennt, so wird zunächst mir die Flüssigkeit angezogen, dieselbe kommt dann aber 
auf der entgegengesetzten Seite des porösen Körpers mit der festen Substanz in 
Beriihrang, lüst dieselbe aiif vind nun haben wir wieder Osmose zweier Flüssig- 
keiten. 

*•) Froher nahm raan nnr eine Endosmose an. weshalb die Bezeirhnnngen 
Osmose und Endosmose als gleichbedeutend galten. 



SQug in der KOIue, welche Unflg aüt einer TeUnng Tenehen Ut, so d&& mui 4ie 
Volnmenziinahme kblesen kann. Gleichzeitig färbt üch aber anch das Wasser bläu- 
lich, woraas man erkennt, daB anch die KnpferritiiolläsTin^ mm Wasser, jedoch 
mit geringerer Geschwindigheit Übergeht. Daß überhaupt in der ziemlich weiten 
RSbre die FIUsBigkeit hSher at«hen kann all im ftofieren OefSJte, erklärt sich dar- 
aus, daQ dnrch eine Uembrnn ein hydrostatiBcher Drack sich nicht fortpflanzt. — 
Durch Endounose kanu man sieh das Wachsttun der PflanzenMlIen erklären; die 
NahrungsflÜBsigkeiten, welche in der Pflanze aufsteigen, difbndieren durch die 
Zellwand nut der ZellflOssigkeit und TergröSen dadurch die Zelle. Anch in den 
Thonsellen der galranit^hen Elemente findet Osmose statt. 

Um das endosmotische Verhalten Tärschiedeaer Sabstanzen Ter- 
gleichbar za machen, bestimmte Jolly das sog. endosmotische Äqui- 
valent derselben, d. i die Gewichtsmenge Wasser, welche durch die 
poröse Scheidewand hindurch sich vollatändig gegen 1 Gramm der 
betreffenden Substanz austauscht. Gesetzt, in dem Gefäße A (Fig. 47) 
beftlnden sich anfäi^Iich a Gramm Kochsalz, so würde die bei der 
Osmose entstehende Kochsalzlösung allmählich zum ftußeren Wasser 
übergehen; und wenn das Wasser im äußeren Gefäße wieder erneuert 
wird, so wird sich schließlich in beiden Gefäßen reines Wasser er- ' 
geben, womit die Osmose aufhört. Wären dann b Gramm Wasser 
im inneren Gefäße, so sind b Gramm Wasser gegen a Gramm Salz 

aasgetauscht, also — gegen 1 Gramm; daher ist — das endosmotische 

ÄciaiTalent des Kochsalzes. Das endosmotische Äquivalent ist auch 
von der Natoi* der Scheidewand abhängig, dagegen von der Tempe- 
ratur fast unabhängig. Für Schweinsblase &nd J<^y folgende Äqui- 
valente: 

Kochsalz 4,3, sdiwefelsaures Natron ll,fi, schwefelsaures 
Kali 12, Ätzkali 216, Alkohol 4,2, Zacker 7,1. 
Ffir manche SobstfuizeB, welche im Wasser löslich sind, &t die 
Osmose versehwindend gering. Graham teilte deswe^n alle io Wasser 
löslichen Körper in zwei Gruppen, In sog. Krystallolde, d. s. feste 
krystallJsierbare Körpw (z. B. S^ze, Zucker), deren Liisnngen leicht 
durch Membranen difFondieren, und in sog. Kolloide, d. s. in festem 
Zustande gelatinöse Substanzen (z. B. Leim, Eiweiß, Kieselsäure, 
Gummi, Stäiiekleister), deren LösongeQ in Wasser nur sehr langsam 
oder gar nicht diffundieren. 

Man kann diese Eigenschaft der £olloide be- 
nutzen, nm dieselben von Krystalloiden, mit denen 
sie gleichzeitig in einer LSsnng vorkommen, zn tren- 
nen (Dialyse); hierzu dient der Dialysatoi (Fig.16). 
Ein mit Pergamentpapiei oder einer Schweinshlase 
an einem Ende verschlossenes cjlindrisches QefiA 
wird mit dem Gemisch beider Losungen gefüllt und 
in einen weiteren mit Wasser geftlUten CyUnder ge- 
hängt. Das Erystalloid geht dnrch die Membran 
znm Wasser Ober, das Kolloid bleibt zurSck. Aus- 
scheidung von Giften ans Speisen. Fig. 4S. 

Einige porUse Körper, besonders Kohle, ab- 
sorbieren, wenn eine FWasigkeit hindurchgeht, die 
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darin gelöst enthaltenen Salze, auch FarbBto£te. I>iirch Filtrieren einer Zncker- 
l98ung durch Tierkohle wird der Zncker entfärbt. 

§ 13. 

Aufgaben zur Hydrostatik. 

1) Ein gerades vertikal stehendes Prisma ist mit einer Flüssig- 
keit vom spezifischen Gewicht s gefüllt. Die Grundfläche ist ein 
Polygon mit den Seiten a, b, c, d . . . ., die Höhe gleich h. Wie 
groß ist der ganze Seitendrnck? 

Antwort. A = 4"^^^ (a + 6 + c -f d + . . . .)• 

2) Wie groß ist der Seitendruck bei einem vertikalen geraden 
Cylinder vom Radius r und der Höhe }\ ? 

Antw. A = '^rh^s. 

3) Wie groß ist der Seitendruck bei einem auf der Spitze stehen- 
den geraden Kegel mit vertikaler Achse, wenn r der Grundflächen- 
radius, h die Höhe des Kegels ist? 

Antw. A ~ -T-Tisrh Y r^ -j- h\ 

o 

Man bestimmt die Lafi;e des Schwerpunktes des Kegelmantels, indem man 
denselben durch zur Grundfläche panülele Ebenen in unendlich schmale Streifen 
teilt. Die Schwerpunkte dieser Streifen liegen auf. der Achse, also auch der 
Schwerpunkt des ganzen Mantels. Wendet man auf die in den yerschiedenen 
Punkten der Achse wirkenden Gewichte der Streifen den Satz von der Gleichheit 
des statischen Momentes der Resultierenden (d. i. des Gewichts des ganzen Kegel- 
mantels) und der Summe der Momente d,er einzelnen. Kräfte in Bezug auf die Kegel- 
spitze als Oentmm an, so ergiebt sich bei dem Übergange zur Grenze, daß der 

2 
Abstan'ä des- Schwerpunktes des Mantels von der Spitze y s= -^ h ist. Der 

o 

Seitendruck ergiebt sich dann leicht aus § 4, 2. (Der Schwerpunkt des Mantels 
läßt sich auch durch Zerlegung desselben in unendlich schmale Dreiecke [von der 
Spitze ans] finden. Die Schwerpunkte dieser Dreiecke teilen die Seiten des Kegels 
im Verhältnis 2 : 1, liegen also auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt der Schwer- 
punkt des I^egelmantels ist.) 

4) Wie groß ist der Seitendrnck bei einem abgestumpften geraden 
Kegel, dessen Höhe h und dessen Badien JS und r sind? 

Antw. A = 4-^Ä (B + 2r) j/Ä« + (Ä — rf 

ö 

oder = 4-™'» (2-B + r) >^ä* + (ä — r)«, 
jenachdem r oder B^ der Radius des Bodens des Gofäßes ist. 

Den Schwerpunkt des Kegelmantels bestimmt man durch YervoUständigung 
des Kegels und Yergleichung der 3 Gewichte der Mäntel des abgestumpften, des 
ganzen und des Ergänzungskegels mit Hülfe der Theorie der parallelen Kräfte 
(analog der Bestimmung des ^hwerpunktes eines Trapezes. Statik f. K. § 23. 
No 5); es ergiebt sich als Abstand des gesuchten Schwerpunktes von der größeren 
Grundfläche (Rad. B) 
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__ h (R -^ 2r) 
"""" 3(Ä-hr) • 

(DieseB Resultat Uifit sich auch durch Zerlegung des Mantels in unendlich 
schmale Trapese mit Hülfe der Formel fOr den Schwerpunkt des Trapezes [Statik 
f. K, a. a. 0.] finden.) 

Anmerkung zu Aufgabe 4. Die Resultierende aller auf die einzelnen 
Flächenelemente wirkenden Druckkräfte, welche offenbar in der Aehse wirkt, ist 
nicht gleich dem gesammten Seitendruck, weil die Kräfte nicht parallel sind (vgl. 
§ 4, No 2) ; man findet dieselbe dadurch, dafi man jede Druckkraft in eine horizon^ 
tale und eine yertikale Seitenkraft zerlegt. Die horizontalen Komponenten heben 

sich auf und jede vertikale ist gleich ^ , wenn D der Druck auf das 

betreffende Flächenelement und 8 die Seite des Kegels ist. Die Resultierende der 
vertikalen Kräfte, d. i. die gesuchte Resultierende ist daher 

WO A den Wert in Aufgabe 4 hat. 

Dasselbe gilt fftr Aufgabe 3, worin r = ist Die Resultierende ist, wie 
man sofort erkennt, stets na ch der kleineren Grundfläche hin gerichtet. Setizt 

man S = Vh^ -f- (JB — r)^ und verbindet man die Resultierende des Seiten- 
drucks mit dem Bodendruck durch Addition oder Subtraktion, jenachdem der Kegel 
auf der kleineren oder größeren Grundfläche steht, so ergiebt sich in beiden Fällen 

-^icsÄ (B^ -h r^ -h Br)j d. i. das Gtowioht d«r Flüssigkeit in dem Kegel, wie in 

§ 4, am Ende, sich auch auf andere Weise ergeben hatte. 

5) In welchem Abstände von dem Oberflächenrande einer Flüssig- 
keit lieg:t der Mittelpunkt des Druckes für ein Stück der Seitenwand^ 
welches die Gestalt eines gleichschenkligen Dreiecks mit der Höhe h 
und horizontaler Basis hat, wenn die Spitze nach dem Niveau hin 
gerichtet und von dem Niveaurande um e entfernt ist? 

Antw. CO = . Für e = ist a: = — 7i. 

Für das Trägheitsmoment, welches nach Analogie der Aufgabe in § 4 
zu berechne irt, ergiebt sich T ^ -^gh (e^ -^ — ^ 6ä + -^ ä^)« 

(g bedeutet die Grundlinie des Dreiecks.) Von der Grundlinie des 
Dreiecks ist der Mittelpunkt des Drud^es also unabhängig. 

6) Wie lautet das Resultat der vorigen Aufgabe, wenn die Spitze 
des Dreiecks abwärts gerichtet und die Grundlinie vom Niveaurande 
um e entfernt ist? 

Antw. X = ■ -— . Für e == ist a; — -r- /», 

Für T ergiebt sich T = -^ gh (e^ 4- 4- eh + 4" ^'')- 

•^ 3 6 
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7) In welchem Abstände vom Oberflächenrande liegt der Mittel- 
punkt des Drucks für ein kreisförmiges Stuck der ebenen Seitenwand, 
wenn der Radius r ist und der höchste Punkt des E[reises Yon jenem 
Bande die Entfernung e hat? Gegeben ist außerdem das Trägheits- 
moment des Kreises in Bezug auf einen Durchmesser als Achse (also 

in Bezug auf eine Schwerpunktsachse) gleich — Mr^^ wo M die 

Masse des Kreises, hier also der Inhalt desselben ist. 

-^ r« -f (e + r)« ^ 

Antw. X = ; . Für e = ist x == -7- r. 

e -f- r 4 

8) Wie verhält sich bei einem auf einer Flüssigkeit (spez. Gew. s) 
schwimmenden Körper (spez. Gew. 0) das Volumen des untergetauch- 
ten Teils zu dem außerhalb der Flüssigkeit befindlichen Volumen? 

Antw. Wie : (s — a). 

9) Wie tief sinkt eine Kugel vom Badius r in eine Flüssigkeit 
ein, auf welcher dieselbe schwimmt, wenn a das spez. Gewicht des 
Körpers, s dasjenige der Flüssigkeit ist? 

Antw. Für den untergetauchten Teü x des vertikalen Durch- 
messers ergiebt sich die Gleichung: %x^ — Sr^x* + ^^^^ = 0. 
Beisp. s — 1 (Wasser), a = 0,24 (Kork), r = 1 Decimeter : x = 
0,63746 Decimeter. [Die beiden anderen Wurzeln der kubischen 
Gleichung (xa = 2,8846 und x% = — 0,52203) sind unbrauchbar.] 

10) Ein Körper (spez. Gewicht a) schwimmt auf einer Flüssigkeit 
(spez. Gewicht 9). Gießt man nun auf diese Flüssigkeit eine zweite, 
welche sich nicht mit der ersten vermischt (z. B. Öl auf Wasser), 
deren spez. Gewicht sv aber kleiner als das des Körpers ist, und 
zwar so lange bis der Körper ganz mit der zweiten Flüssigkeit be- 
deckt ist, so wird der Körper in beiden Flüssigkeiten zugleich 
schwimmen. Wie verhält sich das in die untere Flüssigkeit ein- 
getauchte Volumen zu dem in die obere Flfisdgkeit eingetauchten? 

Antw, Wie (o — si) : (5 — 0), Der Körper ist also in Be- 
zug auf die untere Flüssigkeit gehobra, wie sich jhirch Vergleichung 
dieses Resultats mit dem in No 8 (wo äi = 0) ergiebt. 

Man beachte, daß das Gewicht des Körpers gleich der Samme der Gewichte 
der beiden verdrängten Volumina ist 

11) Wie findet man das spezifische Gewicht a einer Mischung, 
wenn Äe spezifischen Gewichte der Teile % und si und die Volumina 
der Teile F und Fi sind? (Die etwaige Kontraktion ist nicht zu 
berücksichtigen.) 

Ys 4- Fisi 



Antw. o = 



F + Fl 
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12) Was ergiebt sich dagegen für a, wenn die Gewichte der 
Teile G und Oi statt der Yolomina gegeben sind? 

A * (g + Ol ) m 

AntW. = ry , — 7^ — . 

Osi -f- Ol8 

13) Wie jBndet man die prozentische Zusammensetzung einer 
Mischung dem Gewichte nach, wenn die spezifischen Gewichte der 
Teile s und si und dasjenige der Mischung a gegeben sind (ohne 
Rücksicht auf die Kontrakti<m)? 

Antw. G = lOO^Jo-^) ^ _ 100 ^ (^ - °) Prozent. 

a (s — si) o (8 — si) 

{O bezieht sich auf s^ 0\ auf si.) 

Die prozentische Zusammensetzung dem Volumen nach s. § 9 am Ende 
unter *). 

14) Wenn ein Ar&Qmeter für schwere Flüssigkeiten im Wasser 
schwimmt und so viel Ol auf das Wasser gegossen wird, daß das 
Aräometer ganz bedeckt ist, bis zu welchem Teilstriche unter dem 
Wasserpunkt wird das Aräometer dann einsinken? Über dem Wasser- 
punkte sollen, wenn man sich die Teilung fortgesetzt denkt, noch 
m Grade bis zum obersten Bande der Spindel liegen. 

Antw. Die Anzahl der Grade unter dem Wasserpunkte ist, 
wenn s das spezifische Gewicht des 01s ist: a: = _ . 



-^^M^ 

^^^^T^^^^ 



Hydrodynamik oder Hydraulik. 



§ 1. 

Toricelli'8 Theorem. 

Wird in dem Boden oder in der Seitenwand eines mit 
einer Flüssigkeit angefüllten oben offenen Gefäßes eine 
Öffnung angebracht, so fließt die Flüssigkeit mit einer Ge- 
schwindigkeit aus, welche gerade so groß ist, als wenn die 
Flttssigköit vom Niveau bis zur Öffnung frei gefallen 
wäre. Dieser Satz ist nur /näherungsweise richtig, aber um so ge- 
nauer, je kidner die Öfihung im Verhältnis zur Oberflädie der Flüssig- 
keit ist. 

Beweis. Es sei 8 die Höhe der zunächst über der Boden- 
öfihung befindlichen unendlich dünnen Flüssigkeitsschicht, so wird 
diese Schicht zunächst durch ihr eigenes Gewicht, dann aber auch durch 
den Druck des darauf lastenden Flüssigkeitsprismas aus der Öffnung 
herausgetrieben. Wird, wie wir zunächst nur annehmen wollen, die 
Höhe des Niveaus, d. h. die Druckhöhe konstant erhalten, so ist die 
ganze beschleunigende Kraft K^ eine konstante, nämlich gleich dem 
Gewicht des ganzen über der Öffnung stehenden Flüssigkeitsprismas; 
bezeichnet O das Gewicht der unendlich dünnen Schicht, g die durch 
O hervorgebrachte Beschleunigung (des freien Falls), gi die Beschleu- 
nigung, welche durch K hervorgebracht wird, so ist 

K : G = gi : g. 

Da aber auc h K : O = h : 8, wo h die Dnickhöhe bedeutet, 

so ist gi : g = h : 8 und gx = 



Ist die angenommene Schicht aus der Öffnung herausgefallen, so 
hat sie die Höhe l durchfallen und daher die Geschwindigkeit 

V = V^2p~ = y2gh . ... 1) 

Diese selbe Geschwindigkeit würde ein durch die Höhe h frei 
fallender Körper erreichen. 

Anmerkung 1. Die durch die Formel 1) ausgedrückte Ge- 
schwindigkeit gilt streng genommen nur für den Anfang der Be- 



vegtatg. Da nftmlicb die Mttssigkeit im GefäÜe nicht nnr von oben, 
sondern anch von den Seiten her nach der Öfihnng hinfließt, eo wird 
dadurch der vertikale Drack, also die besdilennigende Kraft and so- 
mit die ÄQsflußgeschwindigkeit modifiziert. Je kleiner die Öfihnng 
im VerhilltiiiBse zur Oberfläche der Flüssigkeit, desto geringer ist, wie 
die (nicht elementare) Rechnung lehrt, die Wirkung drä sratlichen 
Zuflusses. Die Reibung der Flüssigkeit an den Wänden der Öfihnng 
(oder der einzelnen Flüssigkeitsschichten an einander in dem Falle, 
daO^ die Fllissigkeit an den Wänden adhäriert) rennindert ebenfalls 
etwas die Greschwindigkeit, so daß höchstens in der Mitte des aus- 
fließenden Strahls die theoretisc 

Anmerkung 2. Daß da 
die Öffnung in der Seitenwand 
des Seitendrucks, welcher nur 
Größe derselbe) abhängt, ohne 

Die AuBflnßgeschwindigkeit 
der Flüssigkeit unabhängig, doi 
sog. innere Reibung zunimmt) d 
samer ausfließen als Wasser.) 

Ist Vi die der Dmckhöhe 
ist nach 1) 



d. h. die Ausflußgeschwind 
Quadratwurzeln aus den D 

Die Gteschwindigkeit wird 2, 3 mal giiiHtr bei 4, 9 mal grCGerer Dnickhühe. 

Man könnte eine Bestätigung des Satzes von Toricelli in dem 
Springbrunnen zu finden glauben; wenn man nämlich die Flüssigkeit 
durch ein umgebogenes Bohr vertikal aufwärts austreten läßt, so 
müßte der Strahl sich bis zum Niveau der Flüssigkeit im Reservoir 
erheben; denn ein mit der Geschwindigkeit v senkrecht in die Höhe 

geworfener Körper erreicht eine Höhe M = —- oder, wenn für v 

der Wert gesetzt wird, H = ~r — = h. Die tliatsächliehe Strahl- 

höhe ist aber eine weit geringere, nämlich nnr etwa 0,64 der theore- 
tischen, weil durch die zarü(^allenden Flüsaigkeitstdlchen die nadi- 
folgenden eine Verzögerung erleiden, aber auch zum Teil weil die 
Ausfinßgeschwindigkeit infolge der Reibung an den Röhrenwänden 
hinter der theoretischen zurückbleibt. 

Die Steighöhe wird etwas hBher, wenn man den Strahl gegen die Vertikale 
etwas neigt (unter TJmatänden bis 0,9 der DrackhQhe). — Hierher gehören auch 
die natSrlicfaen Quellen und die sog. artesischen Brunnen (benannt nach der 
Grafschaft Artois). Wenn Regenwaaser auf liSher gelegenen Stellen in die Erde 
eindringt, wo Terachiedene Schichten, poröse und undurchläaBige (z. B. Sand und 
Tlion) zu Tage treten, so fltelit dasselbe auf den letzteren wie aaf einer schiefen 
Ebene abwärts und tritt im Thal infolge des hydrostatischen Drucks entweder von 



selbst KD die Erdobarflitche, weua d»- 
selbst durchlassende Sducbten vorhuiden 
sind, d. b. ea entstehen Quellen, oder 
doch wenn die wasserdichte Schicht 
durch ein Bohrloch dnrehbtochen wird 
(fig. 49). Zn den tiefsten axtenaehen 
Brnsnea gebären die von Fasa; bei 
Paria (577 Meter) und von Neusalrwerk 
bei Minden (696,6 Meter). In Algier 
sind wttste Sandcrtreckea dnrch solche 
BmnneK in Oasen verwandelt worden.^ 

Die Bewegung eines hori* 
zontal aosfli^Dden Sts'ahls ist 
die des horizontaleo Wnrfe; der 
FlUssigkeitsstrabl bildet also 
im wesentlichen eine Para- 
bel*). Sind X und y die Ab- 
stände eines Farabelpnnktes P, 
welcher von einer ansfließenden 
Schicht nadi t Sekunden erreicht 
wird) von der durch die Öff- 
nung gelegtwi Horizontalen OC 
resp. Vertikalen OA (Fig. 50), so 
ist nach den Lehren der Dynamik 
fester Körper {§ 9 HI.) 



Fig. 50. 


'>=-^st', y = «t, 
a]so nach Elimmation von t 


, 2v'x 


also nach 1) y' — Hix . . . . 2) 
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d. i die Gleichung der Parabel. Diese (Gleichung kann zur Bestäti- 
gung des Toricelli'schen Theorems dienen. Man zeichnet nämlieh ftr 
einen gegebenen Wert der Dnickhöhe h die Parabel auf Papier oder 
Holz, hält dieselbe hinter den ausfließenden Strahl and überzeugt sich 
von dem Zusammenfallen beider. Man braucht auch nur für irgend einen 
Wert (BC) von x (also in irgend einer Tiefe anter der ÖfhangO, 
etwa auf einem horizontalen Brett AB, welches von dem Strafale ge- 
troffen wird) die Werte von y zu vergleichen {AB, AD), welche ver- 
sdiiedenen Druckhfiben ent^rechen, indem nach 2) 

y :yi = Yh : V\ 
sein muQ. Durdi den letzten Yersudi wird allerdings auch nur der 
Satz von dem Verhältnisse der verschiedene AusSoßgeschwindigkeiten 
bestätigt. 

Wenn in der Seitenwand eines Gefäßes sich zwei Öffnungen über 
einander befinden {0 raid 0* in Pig. 50), wovon die obere (O*) die- 



*) Dieselbe wird dnrch den Loftwiderstuid noch etwas Terttndert. 



selbe Entfennmg: (O'Ö = h) Tom Nivean hat wie die untere (0) 
vom Boden des Öefilßes {OF = h), so treffen die beiden Parabeln 
(OQ und C/Q) die erweiterte Bodenfläche in demselben Punkte {Q). 
(Bei der oberen Öfftiung ist nämlicli O'O = ä die Druckhöhe, daher 
gilt nach 2) für die Ordinate FQ die Gleichung FQ' -= 4^ . QS 
= 4Ä . FO'. Für die nntere Öflnung ist OQ = FO' die Druck- 
hohe, daher, wenn FQi die Ordinate wäre, FQi'^i. 06. OF^i.FO'. h, 
folglich FQ = FQi, d. b. die Parabelpunkte <?i und Q fallen zusam- 
men). Anch diese Thatsache laßt sich leicht durch den Versuch be- 
stätigen. 

Dia Wand des Reaervoira muß an der Öfiiiung sehr 
däun sein, damit die Reibung bei dem Anaflnß mSglicbst 

gering ist. — Um die Dnickhöhe konstant zu erhalten, 
benutzt man am besten das ÄtisflitBgefdll von Uariotte 
(Fig. 51). Das <}eftG ist TerschloBseii ; durch den £ork 
geht eine Rohre bis in das Wasser hinein. Die Wasser- 
masse über der Mündung A der ROlire wird durch den 
Luftdruck getragen, welcher sich durch die Röhre hin- 
durch bis zum Wasser fortpflanzt und an der MUadang 
nach allen Seiten, also auch nach oben wirkt.*) Die 
Drnckhühe h wird also nur von A bis zur Ansfloß. 
itfiiinng gerechnet. Durch Verschieben der ROhte 
kanu man diese Eutfemung nud somit auch die Druck- 
hohe beliebig verSndern. 

Wenn die Druckhöhe nicht konstant er- 
balten wird, so bleibt zwar das Eaisonnement 
am Anfange dieses § dasselbe, weil man sich 
die Wirkung der Kraft K dann wenigstens 
während einer nnendlidi kleinen Zeit konstant 
denken kann, die Geschwindigkeit v ■-= Y^gh 
ist aber auch nur während einer unendlich klei- '^' 

neu Zeit konstant oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, dieselbe nimmt mit der Druckhöhe k kontinuierlich ab bis zu 
NuU. Bei seitlichem Ausfluü muß also die Parabel, da y fortwährend 
kleiner wird, um so näher an das Ausflußgefäß heranrücken (oder sich 
stärker krümmen), je mehr das Niveau sin''* 



Ansflnssmeage and Beschaifenfaeit de« 

Wenn der ausfließende Strahl ganz 
Tropfen in einem Querschnitt dieselbe G 
würde in der Zeiteinheit ein Flüssigkeitspri 
im Boden) herausfallen, dessen Basis die * 



♦) Der bei A nach nnt«u wirkende Luftdruck wird von dem durch hin- 
durch im Wasser aufwärts wirkenden gleichen Luftdruck aufgehoben. 



die Geschwindigkeit v, dessen bibalt also gleidi bv ist Die Aasflnß- 
meng:e in t Zeiteinheiten wäre daher bei konstantem Niveau 
3f = Jt,i = J( y^gh . . . . S) 
Vergleicht man hiermit die tbatsäcblidie Aosfluflmenge, so be- 
trägt die letztere nur etwa 62 Prozent der theoretischen.*) Zur Er- 
klänu^ dieser Thatsache kann die folgende Entwicklung dienen. 
Die Bew^^g einer aus der Bodenöfihimg austretenden FltLssigkeitä- 
schicht ist eine vertikal abwärts gerichtete Wurfbewegnng mit der 
Anfangsgeschwindigkeit v. Der AbsUund dieser Schicht von der Öff- 
nung ist nach § 9 IL der Dynamik £ K. nadi t" 

s = vi + -~ jfi" (^ z= 9,809 Meter). 

In diesem Augenblicke tritt eine gewisse nene Schidit aus der 
ÖSnu&g, welche von der erst^ um s entfernt ist Nach weiteren 
T Sekunden ist der Abstand der erst^ Schicht von ^er Öfi^ung 

s' = « (f + x) + -i- sr (f + t)«, 

der Abstand der zweiten Schicht von der Öffnung 

s" = vt -\- — gx*, 

also der Abstand der Schichten 

fi' — s" = vi + -^ jr {(' + 2(t), d. h. «' _ 5" = « + gU. 

Dieser Abstand wird mit x fortwährend größer und zwar ist die 
Zunahme der Zeit t proportional. Die Vergrößerung des Abstandes 
zweier Schichten hat aber eine Verengerung des Strahls zur Folge, 
und zwar wird (weil die Masse zwischen beiden Schichten dieselbe 
bleibt) der Querschnitt in demselben Verhältnis kleiner, in welchem 
der Strahl länger wird. Der Strahl ist daher nicht cylindrisch, son- 
dern konisch. Die Verkleinerung des Querschnitts findet aber nicht 
sogleich von der Öfinung an diesem Gesetz 
entsprechend statt, sondern erst von der 
Stelle, wo die sog. Contractio venae (Zu- 
sammenziehung des Strahls) aufhört. Die 
schon oben (§ 1) erwähnten nach den Rän- 
dern der Öfinung A raid'B (Fig. 52) ge- 
richteten seitlichen Geschwindigkeiten EA 
und DB geben nämlich mit den vertikalea 
QA and FB die Kesultierenden HA resp. 
KB, welche nach dem Innern des ansfließen- 
Piff- 62. jgjj gtj-jjjg gerichtet sind und infolge dessen 

t nur ein klein 
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eine Znsammenschnaniiig desselben bewirken, welche erst an der Stelle 
(in C) aufhört^ wo jene Eesnltierenden zosammentreffen, indem die- 
selben sich hier erst zn einer vertikal abwärts gerichteten Ge- 
schwindigkeit (LC) znsanunensetzen. Diese Stdle liegt im Falle einer 
kreisförmigen Ansjfliaflöffiinng in einem Abstände yon derselben gleich 
dem Halbmesser der Öfihung. Der Querschnitt des Strahls beträgt 

hier etwa — der Öfihnng. Von hier kann man bei der Bestimmung 

der Ausflußmenge erst rechnen, weil es ja dabei nur auf iie vertikal 
gerichtete Greschwindigkeit ankommt, doch hat man bis jetzt die Con- 
tractio venae mit sicherem Erfolge noch nicht in Rechnung ziehen 
können; jedenfalls erklärt dieselbe in Verbindung mit der auf sie fol- 
genden allmählichen Verringenmg des Querschnitts des Strahls die 
verhältnismäßig geringe Ausflußmenge."*") 

Durch Ansatzröhren kann die Ausflußmenge wesentlich erhöht 
werden, doch sind hierbei zwei Fälle zu unterscheiden. Entweda* 
geht der Strahl frei, d. h. ohne an den Wänden der Röhre zu 
adhärieren, hindurch, dann wird weder an der Ausflußgeschwindigkeit 
noch an der Ausflußmenge etwas geändert, oder der Strahl fließt 
voll hindurch (d. h. die Flfissigkeit adhäriert), dann wird die Aus- 
flußmenge im allgemeinen vergrößert. Der erstere Fall flndet in der 
Regel bei großer, der letztere bei geringer Druc^öhe statt. In dem 
einen Falle, wo die Röhre cylindrisch oder konisch von der Form und 
Länge der contrcLctio ist, ändert sieh an der Ausflußmenge nichts. 
Bei längeren Röhren wird, wenn die Flüssigkeit an den Wänden 
adhäriert, durch die Reibung die Geschwindigkeit etwas verringert. 
Da aber (wenigstens unterhalb der Kontraktion) die Flüssigkeit die 
Röhre ausfüllt, also cylindrisch wird, so wird die Ausflußmenge ver- 
größert Ein Zerreißen des Strahls, welches man nach der obigen 
Entwickelung erwarten sollte, da ja derselbe fortwährend seinen Quer- 
schnitt zu verringern sucht, wird durch den äußeren von beiden Seiten 
her würkenden Luftdruck, welcher keinen luftleeren Raom innerhalb 
der Röhre entstehen läßt, zum geringen Teil auch durch die Kohäsion 
der Flüssigkeit verhindert. Die Kontraktion bleibt in der Röhre be- 
stehen, wie man daran sieht, daß die Ausflußmenge bei einer cylin- 
drischen Röhre dieselbe ist, als wenn dieselbe an der Kontraktions- 
stelle entsprechend verengt ist. Daß der Luft<kuck die erwähnte 
Rolle spielt, geht daraus hervor, daß im luftleeren Räume die Aus- 
flußmenge durdi Ansatzröhren nicht vergrößert wird (der Strahl fließt 
dann immer frei hindurch). Bei einer Länge einer cylindrischen Röhre 
gleich dem vierfachen Durchmesser der Öfhung ergab sich 0,84 der 



*) Nimmt man als Basis des heransfaUenden Fiflssigkeitsprismas Vs der 

2 2 2 

Öffnung, also -5- 6, so wird die Ansflnßmenge jiach S) M = -^6v^, also -r- 

oder Oe^/s Frosent der firttheren. Dieses Ees&ltat kommt der thatsächlichen Ans- 
flnflmenge von 62 Prozent ziemlich nahe. 
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theoretischen Atföflnflmenge. Konische nach außen sich erweiternde 
Röhren können die Anänßmenge noch mehr yergröflem als cyün- 
drische. 

Wenn die Dmckhöhe nicht konstant bleibt; so sinkt das Niveau 
mit einer Geschwindigkeit V, welche sich fortwährend verändert. 
Nehmen wir ein cylindrischitö oder prismatisches Grefäß vom Quer- 
sclmitt B an, so muß, da die in t Sekunden austret^de Flfissigkeits- 
säule gleich derjenigen sein muß, um welche das Niveau im Gefäße 
sinkt, na<^ 3) die Gleichung gelten 



hvt 



b h 



BVt, also F = -^ . v = -g- Y2gh 



oder F = J/ 2 ^ gh == Y 2gih, ^o gi = ^ g 

gesetzt ist, und wenn wir die veränderliche Druckhöhe mit x be- 
zeichnen 

Diese Geschwindigkeit F nimmt also (gerade so wie v) mit der 

Dmckhöhe x bis zu Null ab. Die Fallbewegung des Niveaus 

ist also eine verzögerte und zwar eine gleichförmig ver- 

b^ 
zögerte mit der Verzögerung gi = -^ g- Für eine gleichförmig 

verzögerte Bewegung gilt nämlich bei einer Anfangsgeschwindigkeit w 
und einer Verzögerung gfi, we nn der Weg s durchlaufen ist, die Ge- 

schwindigkeitsforinel Vi = \/^w^ — 2gis ; da nun in unserem Falle 
w = y 2gih und s ^= h — x, so wäre 

Fl = 'y2gih — 2gi (h — x) 
= Y2gix = F. 

Die Verzögerung gi ist um so geringer, d. h. die Bewegung des 
Niveaus nähert sich um so mehr einer gleichförmigen, je kleiner die 
Öffnung b im Verhältnis zum Niveau B ist. 

Die Zeit, in welcher das ganze Gefäß leer fließt (d. h. bis F = 
wird) ist nach Dynamik f. K. § 9, No 3) 

rp ^ w^ ^ Vj^ ^ 1/^^ = — iX^ 

gi gi . ^ gi b V 2g ' 

Die Zeit, in welcher dieselbe Quantität der Flüssigkeit bei 
konstantem Niveau ausfließen würde, ergiebt sich aus der Gleichung 

bvt = Bh, also t = 



bv 



bV 2gh 



oder f =. 4" \^W^ d.h. r=2f. 
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Die Zeit, in welcher ein cylindrisches Gefäß leer fließt, 
ist doppelt so groß als die Zeit, in welcher dieselbe Quan- 
tität bei konstanter Druckhöhe ausfließt. 

Die Wege, welche das Nivean in den einzelnen Sekunden bis zur letzten (der 
Tten) dmehlitaift, sind der Beihe nach 

1-3 1 

w —-^911 M'— y5^,-.., ^ —-^9i (2r— 1) 

nnd verhalten sich, wenn man für to den Wert Tgi einsetzt nnd mit 2 miil'> 
tipUziert, wie 

(2r - 1) : (2r - 3) : . . . : 1, 

d. h, wie die abnehmei^den ungeraden Zahlen. Wenn man daher aus einer kleinen 
Öffnung im Boden einer 1 — 2 Centimeter weiten Bohre (z. B. einer Bürette) eine 
Flüssigkeit ausfließen läBt und man bezeichnet irgendwie die Punkte, welche von 
der ö&ung die Entfenumgen 1, 4, 9, 16 (also von der ö&ung und von ttnander 
die Abstände 1, 3, 5, 7) haben, so sinkt das Niveau von einem Punkte zum näcbst« 
folgenden immer in derselben Zeit. 

Betrachten wir nun den ausfließendesi Strahl in seinem weiteren 
Verlaufe, so ergiebt sich, daß derselbe anfangs eine klare nnnnter« 
brochene Masse bildet; da aber die einzebien Schichten, wie wir oben 
sahen, sich inuner weiter von einander entfernen, so zerreißt der 
Stnüil schließlich nnd löst sich in einzelne Tropfda auf. Hier wird 
derselbe trübe nnd verliert auch seine konische Gestalt« Es bilden 
sidi abwechselnd Anschwdlnngen nnd Einschnfirongeni welche nach 
Savart Bäuche und Knoten genannt werden. 

HSIt man einen Draht in den oberen klaren Teil des Strahls, so fBhlt man einen 
gleichmfti^geB I^uek, während der Draht in dem unteren Teile eine deutlich fOhl« 
bare vibrierende Bewegung annimmt, wodurch die Diskontinuität des Strahls 
bestätigt wird. 

Die Bäuche nnd Ebneten lassen sich ans der Tropfenbfldung er- 
klären. Wenn ein Tropfen sich loslöst, so sucht er die Kugelgestalt 
anzunehmen. Zunächst bUdet sich aber am oberen Ende des Tropfens 
eine Einscbifinmg, der Tropfen verlängert sich infolge semes Ge^cht0 
und gerät, indem er nach der Ablösung wieder breiter wird, in eine 
oscillierende Bewegung. Bei der Verlängerung der Tropfen bilden 
sich die Elnoten, bei dem Breiterwerden die Bäuche. Die Regel- 
mäßigkeit in der Aufeinanderfolge der Bäuche und Knoten erklärt 
Magnus durch eine Tibrierende Bewegung der Ränder der Ausfluß« 
öffiinng, wodurch abwechselnd ein Druck abwärts auf den ausfließen«« 
den Strahl (und infolge davon ein Bauch) nnd dann wieder ein Druck 
aufwärts erzeugt wird (so daß sich ein Knoten bildet). Die Bäuche 
und Knoten treten sehr unregebnäßig auf, wenn die vibrierende Be« 
wegnng fehlt. 

Um die Tropfenbildung in dem Strahle beobachten zu können , muß man ein 
Momentbild des Strahls herstellen, weil sonst die einzelnen sich mit einander 
kombinierenden Eändrüdce den Strahl doch zusammenhängend erscheinen lassen« 
Man betrachtet zu diesem Zwecke den Strahl durch einen Spalt von etwa 1 Milli' 
meter Breite, welcher auf einem Radius einer rotierenden kreisförmigen Scheibe 
nahe dem Umfange derselben eingeschnitten ist. Man sieht dann den Strahl nur 
so lange, als der Spalt vor dem Auge ist. Dreht man die Scheibe in einer Se« 



künde 20 mal mn, eo bed^gt dieae Zeit, weil di« Breite des Bpaltt M einem 
DnrchBieBBer der Scheibe von t50 Millimeter -am =^ 4ea Umfos^s belangt, iHir 

~äÖ — THÖ"^ ISflOQ ®*'"""'^ ^^ dieser knrzen Zeit Terändert ein Tn^fen seine 
Li^e nm nnmerklich, jnm erhält also ein Momentbild deuellwi. IMeBes Momente 
bild sieht man aber in einer Sekunde 20 mal, man glaubt es daher nntmterbrochen 
zn Beheu. 

Bei nicht kreisfllnnigeu AuBfluBßffnungen hat der StraU eine kompliziertere 
Gestalt, auf welche hier nicht näher eingegangen werden kann. 

Wir wollen nim noch den sog. hydranlisclieii Druck nntersachen, 
welchen eine doreh eine längere B5lire bindnr<Mießende Flüssigkeit 
anf die Wände der Bohre ausübt, aber zunädist nur den einfat^ten 
Fall tmnehmen, daß die Köhre (etwa eine AnsatziQfare) cyUndrisch 
ist, boiizontal liegt nnd einen kleinen Querschnitt hat Da die auf 
die Flüssigkeit vertikal abwärts wirkende Schwerkraft durch die' 
Eöhrenwand aufgehoben wird, so wird die Bewegung in der Röhre 
Bur durch den Plfiss^keitsdrack, welcher Tom Resäroir ausgdit, 
hervorgebracht. Weil die Röhre eng aogenommen war, so werden 
kune seitlidien Bewegungen, sondern nur eine Bew^nng in der Ricb- 
tnng der Röhre erfolgen. Diese Bewegung ist nun eine gleidiförmige, 
indem sämtlidie zur Bewegongsrichtung senkrechte Sdtiohten der 
FlKssi^eit wegen der gleii^en Tiefe unter dem Nivean im Reservoir 
in gleicher Weise durch den hydrostatischen Druck afSziert wo^en 
nnd daher andi dieselbe G^eschwindigkeit haben mttsseiL Würde die 
FlüB^keit ganz ohne Rübnng dmi^h die Röhre hind iirohgebM, so 
hätten alle Schichten die Geschwindigkeit v = ]/ 2gh, welche der 
DmckhÖhe AB = h (F^. 53) entspricht, und. die Flössigfceit würde 
auch mit dieser Geschwindigkeit bei E ausfließen. Ein Druck anf 
die Röhrenwände würde nicht 
vorhanden sein, weil der 
ganze hydrostatische Druck 
zur Bewegung v^^^det 
wird. Nun reibt sich aber 
zunädiet die Flüssigkeit au 
den Böhrenwänden (äußere 
Reibung) so stark, daß die 
Bewegung hier sdir gering 
(bei f)enetzenden Flfissig- 
kätea verschwindend) ist, 
femer reiben sich die einzel- 
lig. 5a. nen um die Achse der 
ROhre hemmliegenden kon* 
zaitrisch^ Flüssigkeitsachicbten an einander (inQ«:e BübungX so daß 
jede nadi der Röhrenwand hin liegende Sdiicht anf die nääste nadb 
der Achse hin liegende verzögernd wirkt, wodurch eine Abnahme der 
Creschwindigkeit nach der B^hrenwand hin hervot^entfen wird. Es 



ist also eigeatiieh nnr. in jedem der konzeiitnsobeii Flfinig^eitscylmder 
die 6r«8cliwiiidig:fc^t eine konstante (in der Actuie am größten). Wir 
wollen dalier nnter der G-eschwindigkeit der Bewegnng immer die 
mittlere Geschwindigkeit der verschiedenen Cylinder Terstehen. In- 
folge dieses geeamten Eeibungswiderstandes B ist nnn die Geschwind 
digkeit in drä- Bohre nicht v, sondern eine kleinere, etwa w. (Je 
enger die B9hre, desto größer ist B, desto kleiner also w. Je größer 
umgekehrt w bei einer gegebenen Dmckhöhe ist, desto kleiner muß 
B sein.) Ein Teil des hydrostatischen Drucks wird nämlich anf die 
Überwindmig der Reibung B (welche der Bewegnngsrichtung ent- 
gegen wirkt) verwendet und nur der Best erteüt dei^ vertikalen 
S<£ichten die (mittlere) Geschwindigkeit w und kommt also nur der 
Bewegung zu gute. Der erstere mit B gleiche Teil wirkt aber nicht 
nur B entgegen, sondern wegen der gleichmäßigen Fortpflanzung des 
Drucks anch auf die Böhrenwand mid bildet Mer den hydraulischen 
Druck. Dieser Druck muß daher um so grCßer sein, je mehr Bei- 
bang er bis zur Öflhung zu flberwinden hat. Die Beibnng können 
wir dem Wege proportional setzen, auf welchem sie ttberwnaden wird. 
Ist i die Länge der gwizen Bohre {BE), P der Druck am An- 
fange (B) derselben, femer l der Abstand einer Schicht (etwa C) von 
der ÖÄiung {E), d der hydraulische Dmck bei C, so ist 
d : P = i : i . . . . 4) 
(Der Dmck d hat die Beibnng auf dem Wege l, der Dmck P die 
Beibong auf dem Wege L zu überwinden.) Wenn man an vräschiedenen 
Stella der Bölo« (C, D) vertikale Bohren aufsetzt,*) so äußert sich der 
hydranlisdie Druck dadorch, daß die flttssigkeit in denselben auf- 
steigt Die Höhen dieser Flüssigkeitssäulen verhalten sich oflenbar 
wie die Drucke, also nach 4) auch wie die Abstände von der Öff- 
nung E, d^er liegen die Gipfel derselben auf einer Geraden, welche 
dural die Öfinung hindurchgeht, indem an der Öfihung selbst der 
hydraulische Dm(Ä verschwindet. Je größer die Geschwindigkeit w 
iter Bewegung, desto kleiner mußte B sein, desto kleiner ist also nun 
auch der hydraulische Dmck. — Wenn die Bohre nicht durchweg 
cylindrisch ist, sondern sich an einer Stelle 
erweitert, so sinkt in der Erweiterung der 
Dmck bedeutend; dei^elbe steigt an engeren 
Stellen wieder, wieman ebenfaUs an vertikalen 
Ansatzröhren sehen könnte. Der Dmi^ kann 
so im Inn^n der Bohre geringer werden als 
der äußere Luftdruck, Wird in einem solchen 
Falle ein vertikal abwärts gerichtetes Bohr pig. 54. 

angesetzt (oder auch nur ein enges Loch in 



*) Diene Bohren dtlrfen mit der AasfliiBrOliie ntu durch eine feine öffiinn^ 
in Terbindnng stehen, danit nirgenda eine meriükhe Qoemhuittsäudenuig in der 
Ansflnßrmuej wodmch aneh der l^diMilüche Druck logleich verändert wflrde, ein- 
tritt. S. weiter nnten in diesem g. 



der ÄnsflnßrOlire angebracht), so wird Lnft oder, wenn das angesetzte 
Robr in Wasser eintaacht (Fig. 54), Wasser aafgesangt.*) Dnrdi 
Einsangen von Laft würde der Strahl natflrlich diskontinuieriicb 
werden. 

Wenn ans einem größeren**) Reserroff eine Flössigkat dnrch 
eine längere vertikale cylindrische Röhre hindnrchflUt ^g. 55), so 
wird, wenn die BOhre nicht z n eng ist, die Flüssigkeit annähernd mit 
der Geschwindigkeit v = Y 2gH austreten, wo S der Abstand der 
Ansäußöfihnng vom Niveau und g die Bes(^eunignng 
des freien Palls ist. Innerhalb der Röhre miiQ die 
Strömungsgeschwindigkeit auch gleich v sein; denn die 
Flüssigkei^chicht, welche in einem Moment bei B 
herausföllt, muß dnrch eine bei A in den Raum zwischen 
A und B antretende gleiche Schicht wieder ersetzt 
■ werden (weil dieser Raum immer dieselbe Quantität 
I Flüssigkeit enthalten muü). Diese Schicht bei A muß 
also auch dieselbe Höhe haben wie diejenige bei B, weil 
die Röhre cylindrisch angenommen war, daher bewegt 
sich die Flü^gkeit in einem Moment bei A dnrch den- 
selben Weg wie bei B, d. 1l die Geschwindigkeit ist 
in beiden Punkten gleich (nämlich gleich v). Wäre nun 
die Flüssigkeit in Ruhe, so wäre der hydrostatische 
Druck auf eine Volumeneinheit (etwa auf 1 Knbik- 
roflUmettf) bei A gleich 1 . hs (wo A der Abstand des 
Punktes A vom Niveau und s das spezifische Gewidit 
der Flüssigkeit bedeutet) und dieser Druck würde auch 
Fig. 55. auf die Flächeneinheit (1 Qaadratmillimet«') der Seiten- 
wand bei A wirken, desgleichen aufw&lis. Dieser 
Druck wird nun vermindert durch die lebendige Kraft bei A, d. i. die 
durch die Masse nnd die Geschwindigkeit der sich bewegenden Flüssig- 
keit bedingte Wirkungsfthigkeit (s. Dynamik f. K. § 17, 2). Die 
lebendige Kraft der Hasse m der Yolnmeneinfaeit ist bei der Ge- 

1 1.8 

schwindigkeit v gleich -^ mv^ odese, da tn ^ — '- — nnd v = 

y'igS ist, gleich sH. Es resultiert daher bei A ein auf die FlÄchoi- 
einheit der Wand wirkender hydraulischer Druck 

D = sh — sH == — 8{H —h). 
Dieser Druck ist (weil S > h) negativ, d. h. nach dem Innern 
der Röhre gerichtet. Würde nun bei A eine Öffnung in der Röhrei- 
wand angebracht, so würde infolge dessen Luft eingesaugt werden, 
und das Emströmen derselben wtode um so intensiver erfolgen, je 
größer D (absolut genommen), d. h. je größer s mii S ~ h = AB 



*) Hinm ist n6Üg, it£ durch Um Bohr nach der IDrweitemng die FlDuiK- 
keit ToU LlodnrcbflieBt. Die DmokhOhe soll wenigstena 1 Meter bettagon. 
•*) Daimt die KiTeaidiOlie möglichst konstMit bleibt. 



ist Die Saagwirkang ist also nnt so größer, je größer das 
spezifische Grewicht der Fiassigkeit und je weiter die Saug- 
Öffnung von der Auaflußöffnnng entfernt ist, also im all- 
gemeiaen, je länger die PallröHre ist. 

Anf diesen Sangwirknngen beruhe mancbe zum Teil aoi^ fUr 
die Technik wichtige Apparate. 

1. Bei dem WasBertrommelgebläse (Fig. 56) wird durch das 
ans einem Beserroir R durch eine konische Köhre in ein weiteres 
cylindrisdiea Rohr einströmende Wasser Luft eingesaugt, welche bei 
A eintritt und durch das herabfallende Wasser mit fortgerissen in den 
Windkasten B kommt, wo dieselbe durch den Wasserdruck kompri- 
miert wird. Bei C befindet sich eine sog. Düse, ans welcher die Luft 
ausströmt, während das Wasser aus der Öffiiung Z> ausflielit. Man 
erhält auf diese Wme bei C ein Gebläse. 




^ 



Fig. 56. Fig. 57. 

2. Die Wasserluftpumpe von Bnnsen (Fig. 57), (welche u. A. 
ZHT Verdünniing der Luft unter einem Filter gebraucht wird) besteht 
ans einer mit der Wasserleitung verbundeneii Bohre A, welche in 
eine weitere Bohre B eingeschmolzen ist; letztere verengt sich bei C 
wieder mid ist außerdem durch eine seitliche Bohre D (und durch 
einen Gommischlauch) mit dem Apparate verbunden, aus dem die Luft 
entfernt werden soll, z. B. mit einer Kochflasdie, in welche ein Trichter 
mit Filter eintaucht. Strömt das Wasser durch A in den Cylinder B 
ein und durch C aus, so wird durch das Bohr D Luft eingesaugt 
und auf diese Weise die Luft in der Kochflasche (bis auf ca. 10 bis 
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15 Millimeter Druck'*') yerdflnnt. Die Bohre C darf natfirlich nicht 
enger sein als die Söhre A. Bei starkem Wasserdrack kann die 
FfJlr5hre C ziemlieh knrz sein. 

3. Die SprengePsche Lnftpnmpe besteht ans einem Kesenroir^ 
ans welchem dnrch eine ca. 80 Gentimeter lange, genan cylindrische 
Tertikaie Glasröhre von etwa 2 Millimeter Durchmesser Qaecksilber 
fließt (vgl. Fig. 55). Etwa 76 Gentimeter über der Ansflnßöfihnng 
(ateo etwa bei A) ist ein seitliches fiohr angeschmolzen, dnrch welches 
die Luft aus dem zu eyaknierenden Apparate in die vertikale KGhre 
eingesaugt wird (ähnlich wie bei der Bunsm'schen LuJftpumpe). Bei B 
wird die Luft zugleich mit dem Quecksilber ausgestoßen. Da in un- 
serem Falle die Höhe H — h = 76 Gentimeter, also gleich der 
Barometerhöhe ist,"**) so ist der (negative) Druck D gleich dem änßerm 
Luftdruck. Die Luft strömt daher bei Ä gerade so ein wie in einen 
leeren Raum, und es ist daher ein nahezu vollständiges Entleeren der 

Luft möglich. (Beispielsweise erreichte die Verdttnnniig äWÖÖÖ 

einer Atmosphäre.) 

Die Greschwindigkeit des strömenden Wassers in Flüssen 
ist hauptsächlich von dem sog. Gefälle, d. L von dem Verhältnis 
der Höhe zur Länge der schiefen Ebene, welche das Flußbett bildet, 
abhängig. Ist der Höhenunterschied zweier Punkte der Oberfläche 
== h, die Länge des Flußlaufes zwischen diesen beiden Punkten = l, 

h 

so ist das Gefäll = -j-. Lifolge der Bewegungshindemisse am 

Grunde, femer an den Ufern durch Krümmungen, dann aber infolge 
der Adhäsion und der (äußeren) Reibung am Umfange des Flußbettes 
sowie der (inneren) Reibung der einzehien Wasserschichten an ein- 
ander ist die Strömungsgeschwindigkeit nicht die für die schiefe 

Ebene aus der Fallhöhe sich ergebende (v == }/ 2gh% sondern eine 

geringere und auch nicht an allen Stellen gleich, sondern in der Mitte 
des Flusses und zwar an der Oberfläche, in dem sog. Stromstriche, 
am größten. (Bei gekrümmten Ufern liegt der Stromstrich allerdings 
nicht in der Mitte, sondern dem hohlen Ufer am nächsten.) Die Be- 
schleunigung der Fallbewegung wird sogar meistens völlig durch die 
Widerstände aufgehoben^ so daß eine gleichförmige Bewegung mit 
konstanter Geschwindigkeit entsteht. 

In der Praxis kann nur yon der mittleren Geschwindigkeit 
auf einer gegebnen Flufilänge die Rede sein, d. i. diejenige Ge- 
schwindigkeit, welche alle durch einen senkrechten Querschnitt des 
Flusses, durch das sog. Profil, hindurchgehenden Wasserteilchen 
haben müßten, wenn ebenso viel Wasser hindurchgehen soll als bei 
ungleicher Geschwindigkeit wirklich hindurchgdit. Zur- Berechnung 
dieser Geschwindigkeit schließe man folgendermaßen. Der Reibongs- 



*) Hierüber s. Aerostatik § 3. 
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widerstand B ist offenbar dem Umfange u des Stromproffls (excL der 
Ber&linmgslinie mit der Loffc) und dem Quadrate der (gesuchten) 
mittleren Geschwindigkeit v direkt proportional, dem Inhalte jP des 
Profils dagegen nrngekelnt proportional'*'), daher kann man, wenn m 
einen konstanten Faktor b^eichnet, setzen: 

JB = m 



F • 
Die JBeschlennignng des Falls anf der schiefen Ebene ist 

gi = ^**)> wo g die Beschlennignng des freien Falles (= 9,81 Meter) 

bedeutet. Nehmen wir nun an, diese Beschleunigung würde durch 
den Widerstand B gerade aufgehobra, die Bewegung w&re also eine 
gleichförmige, so haben wir zur Berechnung von v die Gleichung: 

gi = JR, ä, h. g , -j- = m 



l F 



woraus 



h 



oder, wenn man den konstanten Faktor }/^g : m mit a bezeichnet^ 
folgt: 

V = a 1/ — .1-. 

Diese Formel hat Eytelwein zuerst angegeben. Ffir den Fak* 
tor a, welcher am besten dadurch bestimmt wird, daß man in einem 
gegebenen Falle die Werte von Fj u, h, l und auch die Strömungs- 
geschwindigkeit V durch Messung bestimmt und (nach Einsetzung der 
Werte in die Formel) a ausrecbiet, fand Eytelwein im Durchschnitt 
89,85, wenn 1 Par. Fuß als Längeneinheit angenommen wird; fElr 
das metrische System wäre hiemach a == 29,024 

Anmerkung 1. Um die mittlere Geschwindigkeit empirisch zn finden, mißt 
man die Geschwindigkeit (mittelst sog. Rheometer oder Strommesser) an 
möglichst verschiedenen Stellen in einem und demselben Profile. Ist die Breite 
des Elusses in eine größere Anzahl Ton Teilen 6, &i, ^, . . . geteilt, und sind 
t, ti, t^ , . , die entsprechenden mittleren Tiefen, ferner w, wi^ t^s, . . . die ent- 
sprechenden Geschwindigkeiten, so ist der Inhalt des Profils F ^ bt -\- biti 
+ ^^ + . . . und die in der Zeiteinheit hindnrchfließende Wassermenge 
W = httü -h bitiwi + &2^C2 H- . . . . Da die bei mittlerer Geschwindigkeit 



*) Je mehr Bertthrunp^spunkte das Wasser mit dem Strombett bildet, desto 
größer wird der Beibnngs widerstand; je größer der Inhalt des Profils, desto mehr 
Wagserfttden können durch dasselbe hindurchgehen, desto kleiner ist also der 
Widerstand; daher muß B mit u wachsen und mit F abnehmen. Wegen der Zu- 
nahme des Widerstandes mit dem Quadrate der Geschwindigkeit vgl. Dynamik 
f. K. § 16. 

*♦) Dynamik f. K. § «6. 



V durch dos gui2e Profil flieSende WuRennenge axuk gleich W =' Fv sein mnll, 
80 ergiebt sich dnrch Gleichsetznug der Werte toh B' für die mitüeie Geschwin- 
digkeft: 

• btw + bjfjWi + bsfsWj + ■ . ■ 

" bt + biti -h bat, + . . . ' 

Anmerkung 2. Weil auch in FlflBBen (gerade bo wie In Rohren) durch 
Jedes Profi] in derselben Zeit t diräelbe Wasaerinenge hindurchgehen ranO, gleitdiea 
Qef&Il ToranBgeaetzt, so trite fUr die Profile F nnd Ji, wenn die mittleren Cte- 
Bchwindigkeiten v und i^i Bind: 

Fvt = FiVit, »iso v : Vi = Ft : F, 
d. h. die Geschwindigkeit steht im nrngekehrteo Verhältnis nun Inhalt des Profils. 
Verengt sich das FlnDbett, so mnS die Geschwiadigkeit tnoebmeD, im entgegen- 
gesetzten Falle dagegen abnehmen (Stromschnellen). 

§8. 

Benntznng des fliessenden Wassers als Triebkraft. 

1) Die Wassersäalenmaschine, welche banpteächlich zum 
Heben von Wassersäulen (z. B. Salzsoole, wie bei Reichenhall) auf 
grQQere Höhen gebraucht wird, bat im wesentlichen folgende Ein- 
richtung. Von einem hochgelegenen Resoroir gelangt dnrch ein 
Kohr A (Fig. 58) das sog. Anfschlag- 
wasser in ein cylindriscbes Bohr B, 
aus weldiem dasselbe abwechselnd 
in den oberen und den unterrai Teil 
eüies größeren Cylinders C tritt, in 
welchem an Kolben D (Shnhdi wie 
in einem Dampfcjlinder) eine anf- 
oder niedergehende Bewegung macht, 
jenachdem der hydrostatische Wasser- 
druck: Ton unten oder von oben anf 
denselben wirkt. Das abwediselnde 
Eintreten des Wassers bei E und F 
wird durch zwei Kolben O in dem 
cylindrischen Rohre B bewirtet, 
welche durch die Kolbenst«ige des 
Kolbens D gehoben und ges^ct, je- 
nachdem der Kolben D am oberen 
oder unteren Ende seiner Bahn ,an- 
gekommen ist, abwechselnd die Öff- 
nungen E und F £rei machen nnd 
wieder verschließen, während das 
verbrauchte Wasser durdi die K^a- 
näle S und L abfließt Durch den 
Kolben D wird nun eine doppelt- 
wirkende Sang- und Drackpiunpe ge- 
trieben, indem der mit D durch die- 
pjg. 5g_ selbe Kolbenstange verbundene Kot- 

ben M in dem Qj^linder N bei dem 
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Anfvlrtsgebeii die zn hebende M&saigkeit mittelst des SaogroIiTS S 
durch das Ventil aufsangt (wobei das Ventil P geschloseen bleibt) 
und die (bereits früher aufgesaugte) FlüBsigkeit durch das Veaül Q 
(wobei B geschlossen bleibt) iu das Steigrohr T treibt, während bei 
dem Abwärtsgehen des Kolbens M die Dttssigkeit durch das Ventil R 
hindurch aufgesaugt wird und durch F das Aufsteigen derselben in 
dem Ste^;rohi' erfolgt (so daß die Ventile Q und gesdilossen blei- 
ben). Ist der Querschnitt b des Kolbens I) das m-fache des Quer- 
schnitts TOD M und ist h die Höhe des Aafschlagwassers über I> in 
dem Reservoir, so ist zunächst der hydrostatische Druck des Wassers 
aof den Kolben Z> gleich b . h. Die Steighöhe H der PltSssigkeit in 
dem ßohre T muß nun so groH sein, düJl der hydrostatische Druck 
derselben auf den.KoIbai M (also mittelbar auch auf den Kolben i>), 

welcher den "Wert — bHa hat, wo s das spezifische Gewicht der zu 

hebenden Flftssigkeit ist, jenem ersten Druck das Grleichgewicht hält, 
so dass also 

— bBs = bh ist, woraus H = — 

m s 

folgt. Diese theoretische Steighöhe wird wegen der vielen Reibungs- 
widerstände in der Praxis nie erreicht, sondern meistens nur 70 Pro- 
zent derselben. 

Die alternierecde sehr ucgleiehfaniiige Bewegung ^8 Kolbens D wird bei 
dem Schmidt' 8 eben Motor, bei welchem der Cylinder C oscilliert und dnrcb die 
Eolbenstange mitteiat einer Kurbel ein Schwungrad in Bewegung geeetit wird, in 
eine siemlidi gleichfSnnige rotierende Bewegnng verwandelt Dieser Motor kann 
durch eine Wasseileitnng getrieben werden niid entwickelt je nach dem Waasei- 
Terbranch (tob 40 bis 2150 Liter per Minute) ca. '/b bis T'/b Pferdekraft. 

2) Horizontale Wasserräder oder Turbinen, a. Das Seg- 
ner'sdie Wasserrad oder Reaktionsrad besteht ans einem mit 
Walser gefiUlten, um dne vertikale 
Achse leicht drehbaren Gefäße A 
(Fig. 59), an dess^ unterem Ende 
eine horizontale Röhre mit zwei nach 
entgegengesetzten Seiten liegenden 
Ansflußöfihungen B und C angebracht 
ist. Denken wir uns die Ausfluß- 
öffliungen geschlossen, so würde bei 
B nnd C und ebenso auf jede andere 
gleich große Fläche der Röhrenwand, ' 
also auch auf die den Öffnungoi 
gegenüberliegenden Flächenstücke J) 
resp. E derselbe hydrostatische Druck, 
welcher von der Tiefe nnter dem Ni- | 
veaa im Gefäße abhängt, wirken. 
Diese Drucke würden sich aber 
gegenseitig aufheben, weil sie paar- Fig. öt). 



— 74 — 

weise nach direkt eiitgeg:eiigesetzteii Seiten gerichtet sind. Werden 
nim die ÖfiboDgen B und C frei, so versctiwindeii hier die Drucke, 
indem das Wasser ausfließt, und die Drucke bei D and E, welche 
nun nidit mehr aufgehoben werden, bringen eine "fiotation der Röhre 
und Bomit auch des GeftJJes (im Sinne der Pfeile) nach D oder E hin 
hervor. (Vgl. Hydrostatik § i, Fig. 8.) Man wendet die Reaktions- 
räder ebenso wie die folgenden Horizontalräder hauptsächlich bei 
hohem GeftJle (z. B. bei Gebii^b&chen) und kleiner Wassw- 
masse an. 

b. Die schottischen Turbinen sind nur Modifikationen des 
Reaktionsrades; das Wasser tritt von nnten in das Gei^ (damit d^ 
Rdbnngswiderstand vermieden wird, welcher bei dem großen Gewichte 
der von oben eintretenden Wassennasse notwendig an der Drehungs- 
achse entsteht) und fließt durch 3 oder mehrere Öffnungen aus. 

c Bei der Turbine von Fourneyron (1834) tritt das aus 
großer Höhe herabfallende Wassra- in ein hohes Ge&Q, in dessen 
horizontaler Bodenplatte sich eine kreisförmige Öffiiiii^ befindet, anten' 
welcher ein horizontales Rad von etwas größerem Dorchmesser als 
deijenige der Öfinung drehbar ist Dieses Rad bildet eine kreis- 
förmige Platte, auf welcher in dorn 
gerade unter der Öflhung Uegendoi 
Teile vertikale Leitschaufeln {A, 
Fig. 60) angebracht sind, wodurch 
das in dieselben von oben hinem- 
öießende Wasser eine radiale Rich- 
tung bekommt Aus den Leitschau- 
feln fließt das Wasser daim gegen 
die dagegen geneigten Radschanfeln 
(S), welche am äußeren Rande des 
Rades liegen, und dreht das Rad in 
einer der Richtung des zwischen den 
Radschaufeln ausfließenden Wassers 
entgegengesetzten Richtung nm (im 
p. gQ Sinne des Pfeils). Die Umdrehung 

wird hier also hauptsächlidi dnrch 
den Druck des fließenden Wassers gegen die Radschanfeln, also 
durch die lebendige Kraft (die kinetische Ener^e) desselben bewiitt 
d. Bei den Schraubenturbinen (Fig. 61) fließt aus einem Re- 
servoir A Wasser durch einen hohlen Cylinder B, in welchem eine 
BUS Eisenblech gefertigte Schraubenflache (einer Wendeltreppe ähn- 
lich) um eine vertikale Achse X gel^ und mit derselben drehbar ist 
Das Wasser fließt wie auf einer schiefen Ebene abwärts und ftbt 
itach sein Gewicht P in vertikaler Richtung einen Druck auf die 
Schranbenfiäche aus, dessen zur Fläche parallele Xomponente nur das 
Herabfließen des Wassers zur Folge hat, während die zur Fläche 
senkrechte Seiteukraft, welche zur vertikalen Drehungsachse eine 
schiefe Lage hat, sich wieder in eine dieser Achse parallele, also 



erfol^08e,''and in eine hori- 
zontale Kraft zerlegen Isßt, 
welche endlich die Sdiraahen- 
fläcbe tun die vertikale Achse 
dreht 

Wild die Schranbenflädie 

von der Achee nutei dem Win- 
kel a geBchnitteD, bo ist die snr 
Flüche Benkredite Seitenkiaft von 
P gleich U = Pnna nnd die 
horiiostale Seilenknft von U 
wieder gleich V ^ ü . cosa ^ 

PsinocMn = ^ Psi»2a, tiao 

F um 80 grOUer, je gröfler a iat. 
Fttr a ^ 45" iat ofFenhar die 
Triebknft T am giöSteo, näm- 
lich gleich TT P. 

2 Yig. 61. 

Die Schiffsschranbe, welche zur Eortbeweg^ung von Dampf- 
schiffen seit 1840 statt der Schaufelräder fast ausschließlich gebraucht 
wird, kann als Umkebrung der Schraubenturbine angesehen werden. 
Denken wir uns den Eanm unterhalb und rings um den Cylinder B 
auch mit "Wasser bis zn derselben Höhe wie in A angeftllt, so daß 
der Druck des Wassers auf die Schraubenfläche von beiden Seiten 
gleich ist,*) nnd wird die Schraube durch irgend eine äußere Kraft 
(z. B. Dampfkraft) umgedreht, so ist das Wasser gezwungen, auf den 
Windungen der Schraubenfläche herabzufließen, und übt bei dem Aus- 
treten aus der Schranbe einen Druck auf das Wasser unterhalb des 
Cylinders B aus, durch dessen Keaktion die Schranbenfläche samt 
ilü^r Achse gehoben werden muß, wenn die letztere beweglich ge- 
macht wird. Bei der Schiffsschraube, welche vor dem Steuerruder 
liegt, ist die Drehungsachse horizontal, also der Wasserdruck auf 
beiden Seitoi der Schraube von gleicher Größe, wie es vorhin voraus- 
gesetzt wurde. 

JHe Schiffiaschronben bestehen jetzt gewöhnlich nicht mehr ane einer oder 
gftr swei (wie in Fig. 61 angenommen ist) Windungen Ton 360°, sondern ans zwei 
halben Windungen von 18(/C Solche Scliraiihen heilten zweiflügelige. Ea werden 
aber auch drei- und Tierflügelige Schranben angewendet. — Mit dem Namen 
Hydromotor bezeichnet man eine in neuester Zeit (1880), wenn auch erst in 
kleinerem Uaßgtabe (ron Fleischer) hergestellte BewegungsTorrichtung für Dampf- 
schiffe, bei welcher dnrch den Dampfdruck direkt eine in einen Cylinder dnrob 
Kondensation von Dämpfen gesaugte Wassersttule in einer der Längsrichtmig des 
Schiffes parallelen Richtung ausgestoßen wird, wodurcb ein Druck auf däs äußere 
Waaaer ausgeübt wird, dessen Reaktion die Bewegung des Schiffes bewirkt. Der 
Hanptvorzng des Hydromotors soll darin liegen, daß das Schiff sehr schnell zum 
Stehen gebracht werden kann, wenn mau das Wasaer nach der entgegengesetzten 
Richtung ausströmen läßt. 



*) Von selbst kann aich daher die Schraube nicht omdreben. 
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Wenn die Schranbenspindel ebenso wie der Gylinder B (Fig. 61) bei geneigter 
Ebene desselben nur mit d^m unteren Ende in Wasser eintauchte und in einer der 
Brehricktung der Turbine entgegengesetzten Richtung künstlich umgedreht würde^ 
so müßte das Wasser auf den Windungen in dem Gylinder aufsteigen und oben 
ausfließen. Wasserhebeschraube des Archimedes. 

Stößt ein aus einer Öf&iung ausfließender Plüssigkeitsstrahl vom 
Querschnitte q und dem spezifischen Gewichte s mit einer Geschwindig- 
keit V senkrecht gegen eine ebene Fläche, welche sich mit der Ge- 
schwindigkeit w in demselben Sinne bewegt, so ist zunächst die re- 
lative Geschwindigkeit des Strahls gleich v — w, d. h. die Wirkung 
ist dieselbe, als wenn die ebene Fläche in Euhe wäre und der StraU 
mit der Geschwindigkeit v — w dagegen stieße, (v muß natürlich 
größer als w sein, damit der Strahl die voraneilende Fläche überhaupt 
trifft. Die Fläche kann auch in Ruhe sein, wie es am Anfange der 
Fall ist, wo der Strahl die Fläche erst in Bewegung setzt, dann 
braucht man jedoch nur w gleich Null anzunehmen; und wenn die 
Fläche dem Strahle entgegen bewegt wird, so ist w negativ zu neh- 
men, also V -\- w öie relative Geschwindigkeit des Strahls.) Das 
Gewicht des Strahls, welcher in der Zeit t gegen die Fläche strömt, 
ist q (v — w) st, also die Masse desselben m = q {v — w) st : g 
ig = 9,809 Meter). Die Kraft jST, mit welcher der Strahl auf die Fläche 
drückt, 4. i. der hydraulische Druck nst nun gleich der Masse mal 
der Beschleunigung gi, welche durch diese Kraft hervorgebracht wer- 
den würde; da für letztere aber die Formel gilt (Dynamik f. K. § 6, 
No 6) . 

V — w = gitj 

. , . \ ± A TT q{v—w)st (v—w) qs(v — tuf 

so ist gi = (v — w):t und K=mg\ = ^^ — ^—- — - =^^-^ ^ . 

^ ^ g . t g 

Der hydraulische Druck des Strahls auf die Fläche 
ist also dem Querschnitte des Strahls und dem Quadrate 
der relativen Geschwindigkeit proportional. 

Wäre h die Druckhöhe, welcher eine Ausfl ußgeschwindigkeit 

gleich V — w entspricht, so wäre v — w = }/^2gh, daher K = 2qsK 

Ein der Druckhöhe h entsprechender hydrostatischer Druck wäre nur 
D = qsh, daher X=2D. Der hydraulische Stoß ist also immer 
doppelt so groß als derjenige hydrostatische Druck, welcher 
(bei gleicher Druckfläche) einer Druckhöhe entspricht, wie sie für 
die relative Geschwindigkeit des fließenden Strahls voraus- 
zusetzen ist, wenn derselbe aus einer Bodenöffnung eines 
Gefäßes ausfließt. 

Stößt der ausfließende Strahl schief gegen die Fläche, etwa unter 
dem Winkel a, so kommt von der Kraft K nur die zur Fläche senk- 
rechte Komponente zur Wirkung; dieselbe hat den Wert K . sina. 

Diese Gesetze finden Anwendung bei dem Stoßheber und auch 
bei den Vertikalrädern. 
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8) Der Stoüheber oder hydraalisdie Widder, erfondoi r<m 
Hontgolfler (1802), dient daza Wasser anf eine größere Höbe zn 
hebsn, als e^ durch einfachen hydrostatischen Brack möglich wäre. 
Derselbe besteht ans einer horizontalen Köhre B (Fig. 62), in welche 
aus einem höh^ gelegenen Beserroir A Wasser einströmt. Bei C ist 
eine öfEhnng, welche dnrch ein nnr nach nnten sich ßf^endes Ventil D 
geschlossen- werden kann. Das Bohr B mttndet in einen Windkessel E, 
weldter dnrcii zwa nach aoßen schlagende Ventile F mit dem Wind- 
kessel G in Verbindung steht, ans welchem ein Rohr S an den Ort 
fährt, auf welchen das Wasser gehoben werden s(dl. Denken wir 



Pig. 62. 

uns znnftchst das Ventil D geschltasen, so wird das Wasser dnrch B 
in den Windkessel E und infolge des vom Reservoir her wirkenden 
hydrostatischen Drucks dur*^ die sich öSamäm Ventile- F in 4en 
VTindkefisel G und von dort in das Steigrohr It gelangen und sich ül 
letzterem ebeneo hoch stellen wie im Reservoir. Die in den Windr- 
kesseln zurückbleibende (allerdings komprimierte) Luft hat auf die 
Steighöhe in S keinen Einflnß, weil sich der Druck dnrch Gase auch 
gleichmäßig fortpflanzt*), die Wirkung also dieselbe ist, als wenn die 
Windkessel ganz mit Wasser geföUt wären; (das Gesetz der kommu- 
nizierenden Röhren beruhte ja auf der gleichmäßigen Fortpflanzung 
des Drucks). Wenn nun der Druck in der Röhre B sehr stark' ist, 
so bleibt das Ventil D, welches diesem Drucke ausgesetzt ist, gCn 

*) Vgl AeRHtatik § 2. 
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BddoBsen. Das Grewicht dee Ventilg ist daher so reg:iiliert, daü das 
Ventil, w«ui nur der hydrostatische Ihnck d&ranf wirkt, iidt^e sei- 
ne« Gewichts herabiSlIt (es ist also etwas grdSer ale ^eset Druck). 
Dnrch die Öffimng C fließt jetzt das Wasser ans mit einer Ge- 
schwindigkeit V, welche von der Dmckhöhe abhängt, and da dass^be 
nm ausfließen za können, sich aufwärts, also g^en das Ventil D be- 
wegen muß, BO wirkt auf die untere Fläche toq D ein hydrsnlisdier 
Druck ; dieser Druck ist doppelt so groß als de* hydrostatische Druck, 
welche die Geschwindigkeit v herrorrnft, also der Drnckhöhe h ent- 
spricht und daher bei geschtossenem Ventile darauf Witten wfirde. 
Ist nun das Gewicht des Ventils D kleiner als der ^ppelte hydro- 
statische Druck, so wird dasselbe gehoben und die Öffiiong C ge- 
schlossen. Da jetzt die Bewegnng des Wassers bei C und somit anch 
in der Bdhre B plötzlich gehemmt wird, so drtlckt der hydranlisdie 
Stoß, welcher noch einen Moment weiter wirkt, auf das geschlossene 
Ventil, aber anch fiberall auf die Bölirenwfinde und auch anf das 
Wasser in E, nnd durch die sich öffuenden Ventile F strömt Wasser 
in den Windkessel G und in das Steigrohr H, in weldtön es nun 
bedeutend höher gehoben wird, als es vorher stand, d. h. noch Ober 
das Niveau im Eeservoir A. Ist die Wirkung des Stoßes durch die 
Eeaktion der Wände und besonders der Luft in den Windkesseln, 
welche nach der stärkeren Kompression sich wied» ausdehnt, auf- 
gehoben, so fällt das Ventil D wiedei- herab nnd das Spiel beginnt 
von neuem. Die Luft in den Windkesseln gewährt noch den Vorteü, 
daß der Stoß auf die Köhrenwände, welche dadurdi schließlich leiden 
würden, etwas gemildert und starke Schwankungen im Bohre H ver- 
mieden werden, tkberbanpt die ganze Bewegung regelmäßiger wird 
(wdl die Luft sehr elastisch ist). Bei K ist noch ein nach innen 
sich Ööhendes Ventil angebracht, durch welches Luft in den Wind* 
kessel E treten kann, wenn bei ä.& Wiederausdehnung der Luft in E 
ein Ittitverdnnnter Kanm entstehen sollte. Hierdurch wird auch die 
Luft in Q ersetzt, welche etwa in das Rohr ß mit fortgerissen ist. 



Öffnungen der Abschluß des 
auaflieBenden WssHers plOtz- 
Uch erfolg, d. h. wenn die 
Hähne eis&ch durchbohrte 
konische Zapfen wäien. Da 
dnrch den auf alle Rühren in 
der Erde fortgepflaneten hy- 
draulischen StoB dietelbeD 
schliefilich leiden wflrden, so 
elebt man den Hähnen eine 
Ginrichtang, bei welcher der 
Abschluß alln^ilich erfolgt. 
Der Hahn A (Fig. 08} lüldet 
eine Schranbeninatter, welch« 
sich in dem Deckel eines halb- 
kugelfOrmigen Oefllßes um- 
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drehen, iber nicht Teracliiebni lUt; in dMimlbea steokt eine SohnuibenBpiDdel B, 
welche eich nicht nmdieht, Bondern nnr anf- oder abwärts Terschiebt, wenn die 
Schranben matter (nach links resp. rechts) mngedreht wird. Die I^fanng der 
Spindel wird darch den daran befentigten Qnerttab C TerfaiBdert, wehdier aoheeren- 
artig in die beiden Vorsprtlnge D einf^eift. Am nnteien Bnde der Spindel be- 
findet sich eine Platte E, dorch welche, wenn die Spindel sich abwftits bewegt, 
die OnnimipUtte F gt^tn die Öffnung gedrückt wird. Hierduich wird dem 
Wasser, welches sich m der Röhre B, in der Bichtnng der Pfeile bewegt (nnd 
durch eine Teitikale Platte gezwnugen wird sich anfwärt« en bewein), der 
Dorchgang yersperrt Bewegt sidi die Spindel wieder anfwirt«, so wird dorch 
den Wasserdmck die Omuniplatte gehoben nnd der Durchgang frei. Dasselbe 
würde eintreten, wenn nach längerem Gebrauche das Gewinde der Schranbe abge- 
rieben ist*, das Wasser mnfi dann fortwährend fließen. 

4) Die TertikaleD Wasserräder, durch welche gewöhnlich die 
Wassermühlen getrieben werden, sind R&der, welche nm eine horizon- 
tale Achse ^^bar, .und an d^«n Um&uge, dem 8<^. Badkranze, 
Schaufeln angebracht sind, auf welche der hydraulische Dmck des 
flieOaiden Wassers wiitt Man teilt diese A&der ein in anter-, 
mittel- und obersehl&cfatige. 

Die nnterschlftchtigen 
Bader (Big. 64), welche man 
b» gros»' WasBennasse nnd 
geriBgem GeftUe (z. B.* bei 
Flössen) anwendet, werdra 
allein durch den hydraulischen 
Stoß des mit einer gewissen 
Geschwiadigkeit gegen die ebe- 
nen (oder nach Poncelet auch 
gekrfimmten) Sdianfeln fließen- 
den Wassere umgedreht. Bei 
den oberschläditigen B,4- 

dern (Fig. 65) strömt das ^*- *'*• 

Wasser Ton oben her in die 
am Badkranze angebrachten 
Zellen und wirkt daher nicht 
nor dnrch den hydraulischen 
Stoß, sondern auch durch sein 
Gewicht, indem die geföllten 
Zellen schwerer sind als die 
leeren sich aufwärts bewegen- 
den Zellen auf der entgegen- 
gesetzten Seite des Bades. Man 
wendet diese Art von Bädern, 
ebenso wie die mittelschläch- 
tigeu, bei welchen das Wasser 
von der Seite her gegen die 
Sdiaofeln oder in <Se Zellen 
strOmt, bei höherem Geßllle nnd 
gmDger Wassermasse an. 
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Um von der Wirkmigsfllhigkeit oder dem Nutzeffekt eines 
vertikalen Eades eine Vorstellung zu erhalten, kann man so schließen: 
Ist das in dner Sekunde herabfallende Wassergewicht gleich P (nach 
Abzug des verspritzten Wassers), femer die Fallhöhe ft, d. i der Ab- 
stand der Stelle, wo das Wasser auf das Ead trifft, von der 
Stdle, wo es wieder abfließt, so ist die Arbeit, welche das Wasser 
durch 4en Druck seines Gewichts verrichten kann, gleich P . h. (Bei 
dem unterschlächtigen Bade ist A, also auch P . A » 0.) Hat nim 
noch~ das Wasser bei dem Anftreffen eine gewisse relative Ge- 
schwindigkeit V — w (das Bad in gleichförmiger Drehung mit der 
Peripherie-Geschwindigkeit w angenommen) welche e iner D mck- 

höhe S entsprechen würde, so daß v — w = Y 2gS, also 

ist, so ist, weil diese Geschwindigkeit durch ein Herab- 
fallen von der Höhe JS erreicht werden würde, die hierbei geleistete 
Arbeit gleich P.S; also die gesamte Arbeit PA 4- Pir=P(Ä+Ä). Da 
aber das Wasser aus dem Bade noch mit einer gewisaen Geschwindig- 
keit u heraustritt, welche für den Effekt ganz varloren geht, so geht 
damit eine Arbeitsmenge verloren (d. h. sie bleibt unbenutzt), welche, 
wenn wir uns eine der Geschwindigkeit n entsprechende Fall-* oder 

Druckhöhe JBT' denken (u = V 2gH' und JET' = |^), den Wert 

PH^ hat. Nach Abrechnung der auf Überwindung der Beibungs- 
widerstände verwendeten Arbeitsmenge B ergiebt sich hia^nach ein 
Nutzeffekt 

N = Ph'\- FE — PH' — Ä == P (fe -f JT — iP) — -R- 
Je größer h und H, also im allgemeinen, je höher das Gefall 
und die Geschwindigkeit (v) des fließenden Wassers vor dem Auf- 
treffen ist, femer je langsamer das Wasser weiter fließt (d. h. je klei- 
ner u ist) und endlich je kleiner die Beibung, desto größer ist der 
Nutzeffekt. Bei zweckmäßig angelegten Bädern erreicht der Effekt 
häufig 80 Prozent des der Fallhöhe und der Geschwindigkeit ent- 
sprechenden. Da die Geschwindigkeit u wenigstens gleich der Peri- 
pheriegeschwindigkeit (w) des Bades ist, so ist es am besten, wenn 
das Bad sich möglichst langsam umdreht. Sind A, S und H' in 
Metern, P in Kilogrammen ausgedrückt, so bedeutet N (und i2) 
Meterkilogramme. 

Gesetzt, es fielen in 1 Sekunde aof die obersten ZeUen eines 3 Meter hohen 
oberschlächtigen Bades 200 Liter Wasser, und das Wasser flösse erst ans den 
untersten Zellen ans, so wäre P = 200, ^ == 3. Wenn femer das Wasser bei 
dem Anftreffen eine Geschwindigkeit v = 2 Meter hat und das Bad sich mit 
einer Peripheriegeschwindigkeit ^) von Vi Meter umdreht und auch die Abfinl- 
geschwindigkeit u = Va Meter wlüre, so hätten wir, von der Beibung abgesehen, 
einen Nutzeffekt (g s= 10 Meter und 75 Meterkilogramm =s 1 Pferdeknft an- 
genonunen): 

N = 200 [3 + ^^ '^J'*^^ - ^^ = 630 Meterküogramm = 8«/ft Pfeidekrifte. 
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Anmerkung. Die Geschwindigkeit v kann man ans der Stromgeschwindig- 
keit des Flusses (welche bei aufgestautem Wasser gleich Null ist) und der Höhe 
des FaUes von der Rinne bis zum Rade (bei oberschlächtigen Rädern) oder aus 
der Höhe der aufgestauten Wassersäule über der Ausüußöffiiung [bei unterschläch' 

tigen und mittelschlächtigen Rädern] (nach der Formel v = V2gh) berechnen. 

Auf der Wirkung des Drucks des fließenden Wassers beruht auch die sog« 
fliegende oder Schnellfähre, welche bei großer Stromgeschwindigkeit eines 
Flusses (wie z. B. der Weichsel) vielfach zum Trajekt benutzt wird. Ein Prahme 
welcher mittelst eines durch Kähne über Wasser gehaltenen langen Seiles ström« 
aufwärts in der Mitte des Flusses verankert ist, wird zur Richtung der Strömung 
in eine schiefe, mit dem vordren Ende dem Anker zugekehrte Lage gebracht« 
Der Druck des Wassers auf irgend ein Flächenstück zerlegt sich in eine zum 
Prahme parallele, also wirkungslose, und in eine darauf senkrechte Kraft, letztere 
wiederum in eine auf der Verbindungslinie der gedrückten Stelle mit dem Anker 
liegende Kraffc, welche durch die feste Verbindung des Prahms mit dem Anker 
aufgehoben wird, und in eine hierzu senkrechte, welche den Prahm zum jenseitigen 
Ufer treibt (eigentlich auf einem Kreisbogen um den Anker dreht). 



-^m^ 



Aerostatik. 



§ 1. 

Eigenschaften der Gase. 

Die gasförmigen Körper unterscheiden sich von den flüssigen 
dadurch, daß sie nicht nur keine Kohäsion besitzen, sondern daß 
sogar zwischen den Molekülen derselben eine abstoßende Kraft oder 
eine Expansionskraft wirkt, welche die Moleküle von einander zu 
entfernen sucht, so daß die Gase das Bestreben zeigen einen immer 
größeren Raum einzunehmen. Man nennt diese Eigenschaft Ans- 
dehnsamkeit und die Gase ausdehnsame Flüssigkeiten im Gegen- 
Satze zu den (bisher betrachteten) sog. tropfbaren Flüssigkeiten. Ein 
Liter eines Gases in einen leeren Kaum von 1 Kubikmeter Inhalt 
gebracht, breitet sich in demselben auch ganz gleichmäßig aus und 
füllt denselben an, indem die Moleküle ihre gegenseitige Entfernung 
vergrößern; ja es ist das Bestreben vorhanden einen noch größeren 
Baum als 1 Kubikmeter einzunehmen, denn das Gas übt noch einen 
Druck auf die Gefaßwände aus, welchen man gewöhnlich die Spann- 
kraft oder Tension des Gases nennt. 

Mit der Ausdehnsamkeit hängt das zweite Unterscheidungs- 
merkmal beider Aggregatzustände, des gasförmigen und des flüssigen, 
zusammen, nämlich die starke Zusammendrückbarkeit oder Kom- 
pressibilität der Gase. Infolge beider Eigenschaften besitzen die 
Gase eine vollkommene Volumenelastizität. Wird z. B. durch 
einen Druck auf einen Kolben die in einem Cylinder eingeschlossene 
Luft zusammengedrückt, so stellt die Luft nach dem Aufhören des 
Drucks ihr früheres Volumen genau wieder her. 

Die Gase haben mit den Flüssigkeiten jedoch die leichte Ver- 
schiebbarkeit der Teile und die Eigenschaft gemein, daß sie der 
Schwerkraft unterworfen sind, also ein Gewicht haben. 

Eine mit etwas Lnffc angefüllte Blase (oder ein Luft enthaltender GnmmibaU) 
unter eine Glocke gelegt, bläht sich, wenn die Luft aus der Glocke heraus- 
gepumpt wird, infolge der Ausdehnung der Luft in der Blase sehr stark auf und 
kann sogar platzen. Strömt wieder Luffc in die Glocke, so wird die Blase durch 
den äußeren Luftdruck wieder auf ihr früheres Volumen zusammengedrückt. Die 
XiUft in einem Glase wird durch Eingießen von Wasser leicht herausgedrängt (Be* 
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Lr die leichte Yerachiebbarkeit der Lnftmolekttle), wSlurend in ein verkehrt 
iser s^etatK^tes Glas nur sehr wenig Wasser eindringt (Beweis Ar das Yor- 
sein der Luft im Glase), wobei dnrdbi den yon nnten her wirkenden Wasser- 
die Xjuft zusammenge^ckt wird (Taucherglocke 1716). — Daß die Lnft 
^'wicht hat, wird dnrch einen Glasballon yon ca. 1 Liter Inhalt, welcher ein- 
it Liuft geitkllt und dann luftleer gewogen wird, leicht bestätigt Der Ge- 
unterschied beträgt etwa 1 Gramm. 

Wie die Flfissigkeiten haben die Gase wegen der leichten Yer- 
bbarkeit der Teile keine selbständige Gestalt, sie haben 

iitfolge ihrer Ansdehnsamkeit kein selbständiges Volumen;*) 
^Ibe hängt vielmehr stets von dem äußeren darauf wirkenden 
^k ab. Mit dem Volumen ändert sidi dann auch die Dichtigkeit 

das spesdfische Gewicht eines Gases. Je größer der äußere 
^k, desto kleiner ist das Volumen, desto größer also das spezifische 
icht. Vgl § 5, Polger. 2. 

§2. 

Folgerungen. 

Von einer freien Oberfläche eines Gases kann infolge der 
;dehnsamkeit im allgemeinen keine Eede sein. Die Atmosphäre, 
che rings um die Erdoberfläche ein Luftmeer bildet, auf dessen 
len wir leben, denkt man sich allerdings begrenzt; denn da die 
Elmoleküle von der Erde angezogen werden und zwar mit einer 
aft, welche mit der Entfernung von der Erdoberfläche abnimmt, 
wird in einer gewissen Höhe die Anziehung nur noch so gering 
Q, daß dieselbe der Expansion der Luft und der durch die Rotation 
* Erde mit ihrer Atmosphäre um die Achse erzeugten Zentrifugal- 
ift, welche ebenfalls die Luft von der Erde zu entfernen sucht und 
b der Höhe zunimmt, eben noch das Gleichgewicht hält. In dieser Höhe 
)n ungefähr 10 Meilen) hätte man die Grenze oder die Oberfläche 
r Atmosphäre zu suchen; alle Luft, welche sich oberhsdb derselben 
^a noch befände, mUßte sich in den Weltraum zerstreuen. Diese 
)erfläche würde nun mit der Erdoberfläche konzentrisch, also kugel- 
rmig sein (ebenso wie die Meeresoberfläche); durch die Zentrifiigal- 
aft wird dieselbe sich aber über den Polen, stark abplatten, so daß 
Bi die Atmosphäre niedriger ist als am Äquator. Fortwährende 
';hwankmigen in der Atmosphäre, welche die Schwankungen des 
eereß an Ausdehnung bedeutend übertreffen, würden auch die Ober- 
Lche derselben fortwährend verändern. 

Infolge der Anziehung durch die Erde müssen nun die oberen 
uftschichten einen Druck auf die tigeren ausüben, wodurch die letz- 
a:en komprimiert werden, so daß die Dichtigkeit derselben zunimmt, 
lie Dichtigkeit der Luft wird daher an der Erdoberfläche am größten 
^in imd mit der Höhe stetig abnehmen; an der Grenze der Atmo- 



*) Die festen Körper hatten ein bestimmtes Yolmnen nnd eine selbständige 
lestalt, die flüssigen Körper nur ein bestimmtes Volumen. 
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i&pbäre hat der Drucke also aadi die Diehtigkeit den Wert Null. 
Die Atmosphäre ist hiemach nicht scharf begrenzt wie die Meeres- 
oberfläche, sondern es findet ein allmählicher Übergang zum leeren 
Räume statt; schon weit unter der vorher definierten idealen Grenze 
ist die Luft so verdünnt, daß dieselbe sieh physikalisch nicht mehr 
nachweisen läßt. 

Bei dem Besteigen hoher Berge oder bei dem Aufsteigen in einem LiiM)allon 
macht sich die Lnftyerdünnang! durch Atmnngsbeschwerden sehr bemerkbar, indem 
bei jedem Atemzuge eine geringere Gewichtsmenge Lnft eingeatmet wird als in 
der Ebene (Bergkrankheit). Der geringe Luftdruck in großen Höhen läßt sich am 
FaUen des Barometers erkennen. Vgl. § 6. 

Die atmosphärische Luft, von deren Wirkungen in folgendem hauptsächlich 
die Bede ist, hat eine ganz konstante Zusammensetzung, gleichviel ob dieselbe 
aus tieferen oder höheren Begionen stammt; sie enthält 79,03 Gewichtsteile Stick- 
stoff auf 20,97 Teile Sauerstoff, welche jedoch nicht chemisch verbunden sind, son- 
dern nur ein mechanisches Gemenge bilden; in veränderlicher Menge ist in der 
Luft noch Kohlensäure, Wasserdampf und Ammoniak enthalten. 

Das Gesetz von der gleichmäßigen Fortpflanzung äes 
Drucks (Hydrostatik § 3) gilt wegen der leichten Yerschiebbarkeit 
der Teile auch von Gasen,, ebenso düe Anwendung desselben auf den 
Boden- und Seitendruck ui^d den Auftrieb. Jeder Teil der Ober- 
fläche eines Körpers hat hiernach einen Luftdruck zu tra- 
gen gleich dem Gewichte eines Luftprismas, dessen Basis 
die gedrückte Fläche und dessen Höhe der (vertikale) Ab- 
stand des Schwerpunktes der Fläche von der Grenze der 
Atmosphäre ist. (Über die Messung dieses Drucks s. § 3.) 

Wird eine Eöhre durch zwei Pfropfen yerschlossen und der eine derselben 
durch einen Druck mittelst eines Stempels io die Röhre hineingetrieben, so pflanzt 
sich dieser Druck durch die eingeschlossene Luft hindurch, welche hierbei bis zu 
einem gewissen Grade komprimiert wird, bis zu dem anderen Pfropfen fort, so dafi 
dieser schließlich herausgeschleudert wird (Knallbtlchse der Kinder). Die gleich- 
mäßige Fortpflanzung des Drucks durch die Luft bestätigt 
femer der Apparat Fig. 66. Wird die Luft in der Kugel A 
mittelst eines im Cylinder B verschiebbaren Kolbens zu- 
sammengedrückt, so steigt das Quecksilber in allen seit- 
lichen Röhren gleich hoch. 

Im Zimmer ist der Luftdruck genau so groß 
als im Freien, weil der äußere Druck sich durch die 
selbst bei geschlossenen Fenstern noch Torhandenen Fugen 
ins Zimmer hinein fortpflanzt. — Wird ein mit Wasser ge- 
füllter und durch eine Platte verschlossener Glascylinder 
verkehrt in Wasser getaucht und die Platte entfernt, so 
sinkt die Wassersäule im Cylinder nicht bis zum äußeren 
Niveau herab, sondern dieselbe wird durch den Luftdruck, 
welcher sich durch die äußere Wassermasse hindurch bis in 
den OyEmder hinein fortpflanzt, getragen. (Auffangen von 
Ghasen.) — Ein mit Wasser ganz oder zum Teil gefülltes 
Glas, dessen Öffnung mit Papier bedeckt ist, läßt sich mit 
der Öffaung nach unten halten, ohne daß das Wasser her- 
ausföUt; dieses wird durch den von unten her wirkenden 
Luftdruck (den Auftrieb) getragen (vgl. Fig. 10). Das 
Papier ist nur. nötig, um das Au&teigen von Luftblasen im 
Glase zu verhindern. Ist die Öffiiung eines Gefäßes so 




Fig. 66. 
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daß nieiht zogleich Wasser aus- und Lnft einteömen kann, so kann 
Btpier g^anz fehl|p. Der Stechheber (Fig. 67) und die Pipette, 
i dazu dienen Flüssigkeiten aus Eässern oder Flaschen zn ziehen, 
sich, in die Flüssigkeit getaucht, bis zum Niveau derselben an. 
fließt man dann die obere Öffnung mit dem Finger, so kann man 
Apparat herausheben, ohne daß etwas ausüießl;. — Aus dem Zapf- 
dnes Biei^asses kann das Bier nicht eher ausfließen, als bis auch 
pundloch geöffnet wird. Der gegen das Zapfloch wirkende Luftdruck 
erst durch den bei dem Spundloch eintretenden Luftdruck aufgehoben 
jii. !Eheiiso würde bei dem Mariotte'schen Ausflußgefäß (Fig. 51) 
^ kein Ausfluß erfolgen, wenn man die Glasröhre oben mit dem 
er verschließt. Andere Beispiele s. § 7. 

Infolge des Auftriebes muß auch das Archimedische 
nzip mit seinen Folgerungen flir Gase gelten. Jeder 
rper verliert in einem Gase so viel von seinem ^i?- 67. 
wicht als das verdrängte Gasvolumen wiegt. Der 
vichtsverlost F ist hiemach um so größer, je ^ößer das Volumen V 

Körpers und je größer das spezifische Gewicht s des Gases ist, 
n es ist r = V$. (Der Gewichtsverlust ist in der Luft kleiner 

in Kohlensäure, in großen Höhen geritiger als an der Erdober- 
ihe.) Auf jeden Körper in der Luft wirken daher wie bei dem 
itauchen in eine Flüssigkeit zwei Kräfte, nämlich das Gewicht G 
\ Körpers vertikal abwärts und der Auftrieb T der Luft vertikal 
fwärts.*) Je nach dem Verhältnis dieser Kräfte oder auch der 

iziflschen Gewichte des Körpers und der Luft (o ^ s) wird der Kör- 

r sich selbst überlassen in der Luft fallen und zwar um so lang- 
mer, je kleiner sein spezifisches Gewicht ist, oder schweben oder 
fsteigen. 

Federn, Staub, Schneefiocken, Seifenblasen (mit Luft geflillt) faUen 
hr langsam in der Luft. Die Vögel, deren mittleres spezifisches 
ewicht kleiner ist als bei den Säugetieren, schwimmen in der Luft 
3rade so wie der Mensch im Wasser. Seifenblasen oder Kollodium- 
Billons mit Wasserstoffgas oder Leuchtgas gefallt steigen in der Luft 
L die Höhe, ebenso die Luftballons, d. s. große bimförmige 
chläache von gefirnißtem Seidenzeug, welche mit einem leichten Gase 
efüUt, samt der daran gehängten Gondel ein kleineres mittleres spe- 
ifisches Gewicht haben als die Luft. Die Luftballons müssen bis zu 
liner Höhe aufsteigen, in welcher die Luft so verdünnt ist, daß beide 
ipezifischen Gewichte einander gleich sind, und schwimmen in dieser 
Höhe in der Luft, und zwar stabil, weil der Schwerpunkt des Luft- 
ballons miter dem Schwerpunkt der verdrängten Luftmasse liegt.**) 
Über die Berechnung dieser Höhe s. § 6 am Ende bei dem Höhen- 
messen mit dem Barometer. Der Ballon bleibt unten offen (oder wird 
nicht ganz gefüllt), damit die Expansion des Gases denselben nicht 
sprengt, wenn in der verdünnten Luft der äußere Gegendruck der 
Luft geringer geworden ist. Der Ballon fällt, wenn derselbe durch 

*) Vgl. Hydrostatik § 7. 
**) Hydrostatik § 7, No n. 
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die Diffiosion des Gases mit der Luft (vgl. Aerodynamik § 3) sich 
mit Luft gefüllt hat^ infolge seines eigenen Grewichts herab. Für die 
Steigkrafb des Luftballons haben wir offenbar K = V — G, worin 
O das Gewicht des Ballons und T das Gewicht der verdrängten Luft 
bedeutet. Sind nun o und s die spezifischen Gewichte des Gases im 
Ballon und der Luft in Bezug auf Wasser, ist V das Volumen, p das 
Gewicht des Zeuges des Ballons, so ist F =- Vs und Q = Vo -^-p, 
also 

K = Vs — (Vo + p) = V (s — o) — p 

und wenn das Gewicht der Gondel P noch in Abzug kommt: 

K = V (8 — o) — p — P. 

Die Steigkraft ist also um so größer, je größer V und je kleiner 
o, p und P sind, d. h. je größer der Ballon, je leichter das Gas in 
demselben und je leichter das Zeug und die Gondel sind, um die 
Steigkraft zu erhöhen, werfen die Luftschiffer Ballast (gewöhnlich 
Sand) aus. Die Bewegung des Ballons vertikal aufwärts ist eine be- 
schleunigte. (Vgl Hydrostatik § 7, ni.) 

Je nach der Temperatur und dem Luftdruck haben 8 und a yerschiedene 
Werte, worauf bei der Berechnung Ton K Bücksicht zu nehmen ist. Bei Grad 
und 760 MiUimeter Luftdruck ist das spezifische Gewiicht der Luft s = 0,0012932 
und dasjenige des Wasserstoffgases a = 0,0000895. Ein Ballon von 1000 Kubik- 
meter = 1 000 000 Liter Inhalt mit einem Eigengewicht incl. Gondel von p -\- P 
== 600 Kilogramm würde also eine Steigkraft haben von Z' = 1 000 000 . 0,0012037 
— 500 = 703,7 Kilogranun. Da Leuchtgas etwa y^mal so schwer als Luft ist, 
so wäre a = 0,0006466, also fRr einen mit Leuchtgas eeflülten Ballon von sonst 
gleichen Verhältnissen K = 146,6 Kilogramm. (Vgl. § 6 am Ende.) 

Die ersten Luftballons sind von den Gebrüdem Montgolfier 1783 konstruiert 
worden; diesdben wurden mit erwärmter, also verdünntet Luft gefüllt, dadurch 
daß unter dem Ballon ein Feuer angezündet wurde, und hießen Montgolfiören. 
Prof. Charles fftllte (ebenfalls 1783) einen Ballon mit Wasserstoffgas und stieg 
selbst damit bis zu einer Höhe von 1000 Meter auf. Jetzt füllt man (nach Green's 
Vorgang 1886) die Luftballons mit Leuchtgas. Im Jahre 1804 erreichten Biot 
und Gay-Lyssac eine Höhe von 4000 Met^, Gay-Lyssac alldn eine soldie von 
7000 Meter. Die größte bis jetzt erreichte Höhe beträgt 11000 Meter (Tissandier 
1875). 1794 und 1870 benutzten die Franzosen den Luftballon im Kriege. Die 
geringe praktische Verwendbarkeit des Luftballons beruht wesentlich auf dem 
Mangel einer Steuerung, welche bis jetzt noch nicht erfunden ist. 

Den Gewichtsverlust eines Körpers in der 
Luft zeigt das Dasimeter (auch Baroskop ge- 
nannt), Fig. 68. An einem WagebaJken ist ein 
größerer Glasballon durch ein Messinggewicht 
äquilibriert. Sind O und P die resp. wahren Ge- 
wichte, d. h. im leeren Räume, V und v die Vo- 
lumina beider Körper und s das spezifische Ge- 
wicht der Luft, so wirkt auf den Ballon die re- 
sultierende Kraft O — Vs und auf das Messing- 
stück die Kraft P — vs, und es ist (? — Vs = 
Fig. 68. P — vs. Hieraus folgt G -{- vs = P -{- Vs. 

Weil nun offenbar v < V und auch vs < Vsy so 
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^bt sich G > Pj A. h. im leeren Saume (etwa miter einer Glocke^ 
^welcher die Luft aosgepunpt irt) wiegt der Ballon mehr als das 
singg^wicht und mnß daher sinken* — Da also dne Wägnng in 

Xiuft nie das wahre G-ewicht eines Korpers liefert, so ist 
ügstens wenn es auf große Genauigkeit ankonmit) eine Wägung 
Leeren Kaum oder äste Reduktion auf denselben nötig. Die Be- 
bnungf der anzuwendenden Gewichtsstficke F bezieht sich auf den 
en Saum; wir haben daher für das wahre Gewicht des zu wägen- 

Xörpers nach dem Yorigen 

G = P + VS — V8 = P '\- {V — v) 8. 

Der Wert von s ist hierbei immer mit Rücksicht auf die Tempe- 

or und den Luftdruck zu nehmen und (namentlich wenn es sich 

Vergleichung von Gewichten handelt) gerade so wie die Werte 

I V und V auf die Normaltemperatur und den Normaldruck zu 

luzieren (vgl. § 5, Anwendungen, No 1). 

§ 3. 

Hessimg des Luftdrucks mit dem Barometer. 

Taucht man eine mit Quecksilber gefüllte Glasröhre von ca. 
) Centimeter Länge und 0,5 Centimeter Durchmesser verkehrt in 
aecksilber, so siäd das Quecksilber, wenn die Röhre vertikal ge- 
ilten wird, bis auf ungefähr 76 Centimeter in derselben (Fig. 69). 
er Raum (von 4 Centimeter Länge) über dem Queck- 
Iber ist luftleer und heißt nach Toricelli, welcher diesen 
'ersuch zuerst anstellte (s.u.), die Toricelli'sche Leere 
der das T« Vakuum. Bei tieferem Eintauchen der Röhre 
a das Quecksilber des Gefäßes würde die Länge der 
Quecksilbersäule dieselbe bleiben, indem sich nur die Länge 
les Vakuums verkleinert. Man erkennt hieraus, daß der 
äußere) Luftdruck, welcher der Quecksilbersäule 
las Gleichgewicht hält, nur eine Quecksiljbersäule 
7on 76 Centimeter (28 Par. Zoll) Höhe zu tragen 
vermag. Wird durch äne Ö£Ehnng das Vakuum mit der 
äußeren Luft in Verbindung gesetzt, so wird durch den 
hier eintretenden Luftdruck der von unten her wirkende 
Luftdruck aufgehoben und das Quecksilber fällt infolge 
mim Gewichts bis zum äußeren Niveau* Die Höhe der 
Quecksilbersäule in der R5hre kann als ein Maß des Lnft- 
^cks dienen und bildet die einfachste Form eines Baro- 
meters [(Lult*-) Schweremessers]^. Mann^ait diese H8he Flg. 69. 
daher andi^Baromet erhöhe und den Luftdroek, welche 
der BarometariijUie von 760 Miliiffietä* entspriokt oder duiteh dieselbe 
gemessen wird, ein^ Atmosphärendruek oder: auch nur' eine Atmo^ 
Sphäre. Qtoßft Drucke werden ^wiSiinlich in 'Atmosphären aus- 
gedrüekt. 
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Die BarometerhUie y<HL 760 Minimeter bezieht sich auf äeä 
Meeresspiegel; dieselbe niimiit mit der Erhebung in der Luft in 
gleictem Verhältnis mit dem Loftdrack ab, ändert sich aber andi an dem- 
selben Orte fortwährend, da der Luftdmck fortwährenden Schwanknn" 
gen unterworfen ist; das Barometer dient daher dazn, diese Schwan- 
kung^ des Lnfbdmcks zu messen, kann aber anch zom Messen von 
Höhen gebraucht werden (s. § 6). 

Zur Erfindung des Barometers gelangte ToricelU auf folgende Weise. Ent- 
fernt man aus einer in Wasser getauchten Q-laaröhre durch Saugen die Luft, bo 
wird durch den äußeren Luftdruck das Wasser in der Eöhre in die Höhe ge- 
trieben. Diese Thatsache hatte man sich früher stets durch den Abscheu der Na- 
tur vor dem leeren Baume {korror vacui) erklärt, wonach also jeder leere Raum 
sofort von der Natur mit der zunächst befindlichen Flüssigkeit ausgefüllt werden 
sollte. Als nun im Jahre 1644 die Fumpenmacher in Florenz das Wasser in dem 
Bog. Steigrohre (s. § 7, 8) einer Pumpe bis zu einer größeren Höhe als 32 Fufl 
(ea. 10 Meter) aufsaugen wollten, Tersagte der Horror vaeid den Dienst. Nachdem 
Galilei vergeblich eine Erklärung dieser Erscheinung versucht hatte, kam dessen 
Schüler Yiviani zuerst auf den Gedanken das Aufsteigen des Wassers in einem 
leeren Räume durch den Luftdruck zu erklären und schloß folgendermaßen. Wenn 
der Luftdruck eine Wassersäule von 32 Fuß tragen kann, so wird derselbe, da 
Quecksilber 18,59mal schwerer als Wasser ist« nur eine Quecksübersäule von 
32 : 13,59 Fuß » 28 Par. Soll (ungefähr) tragen können. TerieelH, ein Freund 
von Yiviani, bestätigte durch den am Anfange dieses § beschriebenen Versuch 
diese Schlußw^ise voUkommen. 

. Bestimmung der Größe des Luftdrucks. Ist h der Quer^ 
schnitt der Röhre im Niveau des Quecksilbers im Gefäße, h die ver- 
tikale Höhe der Quecksilbei*säiüe über diesem Niveau, s das spezi- 
fische Gewicht des Quecksilbers, so ist der Druck des Quecksilbers 
auf diesen Querschnitt und somit* also auch der Luftdruck auf eine 
Fläahe von der Größe b gleich D = bhs. Für 6 = 1 Quadrat- 
centimeter, fe = 76 Centimeter und s = 13,59 ergiebt sich fllr die 
Größe des Atmosphärendrucks auf 1 Quadratcentimeter 
D == 76 . 18,59 = 1033 Gramm. Ein Druck von n Atmosphären 
wäre hiemach gleich n . 1033 Gramm zu setzen. 

Eine Tischplatte von 1 Quadratmeter Flächeninhalt hat hiemach einen Druck 
von lOOOO . 1033 Gramm = 206,6 Gtr., ein erwachsener Mensch von 1,5 Quadrat- 
meter Oherfläche einen Druck oder dn G-ewicht von 309,9 Gtr. zu tragen. Dieser 
Druck ist deswegen nic^t zu merken, weil dersdbe von aUen Seiten <bei dem 
Menschen auch von ina^en nach auBen) mit gleicher Slärice wirkt Wird der Iiuft- 
druck an irgend einer SteUe des Körpers (z. B. mittk^Urt; eines SehrdpfkopfBf) oder 
auch durch Auspumpen der Luft (z. B. aus einem mit der Hand geachloaaenen 
Cylinder) aufgehoben, so wird der Gegendruck sofort fühlbar. Nimmt man die 
Erdoberfläche zu 510 Millionen Quadratkilomet^ 3c= 510 Billionen Quadratmeter 
an, 8» ist der Gesamfedmcft: auf die Erdolie^äche, d. i. also das Oenriekt der gaii' 
zen iteosphäre gMch 105 366 Billionen Gtr. 

Die yertikale Lage der BarometerriMire ist \m dem Messen der 
Barometerhölle notwdidigy weil der Druck des Quecksilbers nur von 
der vertikalen Höhe tb^ dem Niveau des Gef&fles aUdüigt Ist h 
ctie y^tikale BUke, l die Länge dxsr Quecksilbers&ule hei einer be- 
liebigen Lage der BShre^ a der Neigungswinkel gegen die Yertikaley 
so ist offenbar h = l . cos a (Fig. 70). (Beide Gipfel müssra in der- 



en Sorizontalen lieg:eii, wenn der Drack des 
cksUbers derselbe bleiben eoll.) Hieran» folgt 
= h : cos a, ä. b. l> h. Je größer dw Neigungs- 
kel a, desto länger wird die Quecksilbersanle, 
;o größer also der Fehler in der Barometerhöhe. 

Bei dem Tragen einea Barometers wiid die Röhxe mög- 
;t geneigi: gehalten, damit die QuecksilbeTsäule l so lang 
1, dftfi sie das gaoEe Vaknnni ansfDllt. Durch die Schwan- 
gea des QocckaUbere wiide aonst leioht der Boden der 
ire heranagestoSen werden. 

Die Barometer zerfallen in Qnecksilber- 
d Metallbarometer, die ersteren wieder in Ge- 
J- und Heberbarometer. Denken wir nns die RBhre 
Fig. 69 samt dem Gefäße anf einem Brette be- ^W- '"■ 

itigt imd die Röhre oder anch das Brett mit einer 
illimeterteilnng versehen, so haben wir ein Genißbarometer. 
äufig giebt man jedoch dem Gefößbarometer die Form in Fig. 71, 
dem man das Gefäß seitwSrts von der ßöhre, aber in fester Ter- 
Qdting mit der Röhre anbringt Die Barometerhöhe oder der Baro- 
eteratand ist jedoch stets der Höhenunterschied der Niveaus 
1 Gefäße und in der Ri^hre. In der Höhe des Niveans im 
efilße Kegt der NuHpnnkt der Skala. (Bei dem Ablesen 
er Hi^he hSlt man das Ange an den Gipfel des Meniskns 
1 der Röhre.) Da nun aber das Niveau im Gefäße auch 
eine Lage ändert, nämlich steigt oder fällt, jenachdem die 
iuecksilbersäTÜe in der Röhre ftUlt oder steigt, der Nullpunkt 
.er Skala aber «ne feste Lage (auf dem Brette oder der 
löbre) hat, so wird die abgelesene Höhe zu groß oder zu 
[lein sein, ' jenachdem das Niveau Aber oder unter dem Null- 
punkt liegt Wenn der Querschnitt des GTeßlßes das n-fache 
ie^enigen der Röhre ist (und beide Teile cjlindrisch sind), 

so steigt das Niveau um — x Millimeter, wenn das Queck- 
silber in der Röhre um x Millimeter ßUlt, da die Ab- resp. 
Zunahme des Volumens anf beiden Seiten dieselbe bleiben 
muß. Ist 760 Millimeter die Barometerhöbe, wenn das Ni- 
veau am Nnllpnnkt steht, so ist, wenn irgend eine Ablesung 
k Millimeter Barometerhöbe ergiebt, der wirkliebe Barometer- 

1 ^ Fig. 71. 

Stand stete gleich fc — — (7«0 — h), gleichviel ohh f 760 

ist Ist » sehr groß, d. h. ist das G^äß sehr wdt im Verhältnis zur 
Bohre, so kann man, wenn es nicht anf sehr große Genauigkeit an- 
kommt, — (760 — h) vemachISss^;en nnd das Niveau im Gefäße 
als konstant ansehen. 

Bei dem FortinVhen Reisebarometer (1820 »funden) (Fig. 72) 



^ 
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wird der Boden des GefftSes durch emec Leder- 
beatel gebildet, welcher durch hds Schraube ge- 
hoben und gesenkt werden kann, wodvrch anch 
das Niveau im Gefäße seine Lage ändert Dm 
Nnllponkt bildet die Spitze eines in das G^Ut 
hineinragenden Stiftes 0, bis za welchem das Niveau 
vor jeder Beobachtung gehoben werden muß. 
(Man erkennt die richtige Lage des Niveaus am 
Zusammenfallen der Spitze mit ihrem Spiegelbilde.) 
Eine sehr genaue Ablesung wird durch einen an 
der Skala befindlichen Nonios (s. den Anhang d. B.) 
ermöglicht. Durch die Aufhängung in einem drei- 
beinigen Statife bekommt das Barometer eine ver- 
tikale Lage. 

Das Gefäß braucht .nüt der äußere Luft nur 
durch eine ganz kleine Ödnnng zu kommunizieren 
wegen der gleichmäßigen Fortpflanzung des Luft- 
drucks; aus demselben Grunde kann das Baromet^ 
im Zimmer aufgehängt sein, nnr hat man dann 
auf die Temperatur besondere Bücksicht zu neh- 
men, weshalb viele Barometer noch mit einem 
Thermometer versehen sind. Da nämlich bei dem 
Erwärmen das Quecksilber sich ausdehnt und da- 
her leichter wird, so muß die Quecksilbersäule bei 
höherer Temperatur, um demselben Luftdruck das 
Gleichgewicht zu halten wie bei niedriger, ent- 
sprechend länger sein und umgekehrt. Um die 
verschiedenen Barometerstände vergleichbar zu 
'^' machen, reduziert mim dieselben auf die Normal- 

temperatur Grad, wozu die Eormel 

. _ B 

1 + 0,00018 t 
gebraucht werden kann, worin B die Länge der Quecksilbersäule bei 
r, bo diejenige bei 0" und 0,00018 den Ausdehnungskoeffizienten des 
Quecksilbers für eine Erwärmung nm 1° C. bedeutet Diese zunächst 
nur für die Volumina bei 0" nnd If' geltende Formel gilt offenbar audi 
fUr die Längen der Quecksilbersäulen, weil die Volumina im Verhält- 
nis ihrer Längen stehen. Auf die Ausdehnung der Bohre ist hierbei 
allerdings keine Bflcksicht genommen. — Dieselbe Redaktion gilt 
auch für die Heberbarometer. 

Eine weitere ßedukti(m ist bei den Gefäfibarometem wegen der 
KapSlarteät nötig. Wenn die Bohre auch ziemlich weit genommen 
wird, so steht das Quecksilber infolge der Kapillardeiu^ession äwät in 
der Bohre niedriger als es ohne dieselbe der Fall sein wörde; man 
hat deshalb die abgelesene Höhe um eine gewisse für jedes Barometer 
konstante Größe zo. vet^Ößera. Da die Depression von der KrOm- 
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Dg des Meaükos nnd diese wieder von dem Durch- 
sser der Röhre und dem Randwinkel*) ahh&ngt, so kum 
n zuerst ans dem Durchmesser der K&hre d and der ge- 
s&enen Höhe des Meniskus h (s. Fig. 73) den Bjind- 
Dkel & berechnen. Ist r der Badios des kugelförmigen 
äBiskuB, so ist 






^er cos & = 



6h 
idh 



La Place hat Tabellen berechnet, aus weldien man die Größe 
sr Depression für die verschiedenen ßandwinkel entnehmen kann.**) 
D ist z. B. fllr * = 36" und d = 4 Millimeter die Depression 
,635 Millimeter, £äx d == 10 Millimeter gleich 0,333. Mit der 
v^eite üimmt die Depression sehr schnell ab, so daH dieselbe Ar 
= 20 Millimeter sdion Terschwind^d gering ist. £s empfiehlt 
ich daher die Bohren möglichst weit zu nehmen, was bei Belse- 
arometem freilich wegen des za groüen Gewichts nicht immer aus- 
ührbar ist 

Das QaecknlbeT eines Sarometers msB selir rein nnJ durch Anshochen *oii 
.Her Luft befreit sein. DaS der Batun Ober dem Qae<i8ilber TolIkonuBen luftleer 
st, erkennt man darao, daß derselbe bei dem Neigen des Baiomet«rB völlig ans- 
;efftllt wild. Der Dnrchinesser der Röhre braucht nur in dem Teile derselben 
[onstant zn sein, innerhalb dessen die Schwankungen der BarometerhShe zu er- 
n'artea sind. 

Die Heberbarometer (von Boyle 1694 erfanden) sind TJ-fÖrmig 
^ekrßmmte Bohren, welche aas einem längeres geschlossenen und 
einem kürzeren offenen Schenkel bestehen und mit einer Skala ver- 

*) Der Bandwinkel ändert eich mit der Beschaffenheit des Glases und der 
Reinheit des Quecksilbers und kann bis cu dCfi wachsen, so daB der Meniskus ganz 
verschwindet. Tgl. Hydrostatik § 11. 

*•) Die Depression hatte, wie am a. 0. geaeigt wurde, die Formel ' 

pg 

wo p = -ä~ d, a das spezifische Gewicht der Massigkeit und A die Oberflttchen- 

spannnng auf ixt FUeheBonbeit einer Kngel mit dem Kadius 1, also race Kon- 
stante ist. Setzt man fOr coa f^ den Wert, so etgiebt sich 

* (4A» + d»> ■ 
Die OrBUe A kannte man empirisch bestimmen, etwa dadurch, daß man einen 
Wert von H durch Vergleichnng des GeÄä- mit einem Heberbarometer eimittelL 
Für h = 1,019 Millimeter, d = 4 MiLimeter, « = 13,69503 und H = 1,635, er- 
giebt sich fOr Quecksilber 

A = 64,956. 
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sehen eind (Fig. 74). Bei dem HeberbanHiieter I&ßt sich das 
Prinzip der kommimizierenden Eöhren noch deutlicher als bei 
dem Gefößbarometer erkennen. Der QnecksUbersäole im län- 
geren Schenkel hält das G«wicht der Lnftsäole Über dem 
Quecksilber im kftraeren Schenkel, welchen man sich bis zur 
Grenze der Atmosphäre verlängert denken kann, das Gleich- 
gewicht. Der Barometerstand ist auch hia- stets der Höhen- 
unterschied der Niveaus in beiden SchenkebL Da beide 
Schenkel überall denselben Durchmesser haben, so muß das 
Quecksilber in dem einen um gerade so viel steigen, als es 
in dem anderen f&üt Die Kapillardepressionen sind in bei- 
den Schenkeln fast genau gleich groß und heben sich gegen- 
seitig auf.*) 

Die HebOTharomet«" werden in 3 verBchiedenen Kon- 
struktionen hergestellt Ehitweder ist die ^ala und anch die 
Röhre fest, dann sind jedesmal zwei Ablesungen zu machen, 
' nämlich an jedem Schenkel eine. Liegt das Niveau im kür- 
zeren Schenkel über dem Nullpunkt, so subtrahiffl-t man die 
beiden abgelesenen Höhen von ^and«-; im entgegengesetzteu 
Falle werden dieselben addiert Ist dagegen die Skala fest 
und die Röhre durch eine Schraube verschiebbar (wie in Fig. 74) 
oder umgekehrt, so verschiebt man den beweglichen Töl so lange, 
bis das Niveau im küi'zeren Sdienkel am Nullpunkt st^t, 
und liest dann erat den Stand der Qaecksilberknppe im lun- 
geren Schenkel ab. 

Bei den Metallbarometern 
(gewöhnlich Aneroid - Barometer 
genannt) wird entweder der Deckel 
einer nahezu luftleeren messingnen 
Kapsel, welcher sehr elastisch ist, 
etwas nach innen gedrückt, wenn 
der Luftdruck steigt, oder es wer- 
den die freien End^i (die sog. 
Homer) einer kreisförmig ge- 
krümmten nahezu luftleeren Me- 
taUröhre (Fig. 75), welche in der 
Mtte (hei A) befestigt ist, ein- 
ander durch den wachsenden Loft- 
druck genähert und diese Be- 
wegung des Deckels resp. der 
Homer dnrc* Hebel und gezahnte 
Räder auf einen Zeiger über- 
Fig. 76. tr^^n, während bei sinkendem 



*) Die Obeiflftchenspaimimgen, welche nach dem Innern des Qnaekrälben ge- 
richtet sind, wirken einander entgegen. Da aber der Lnftdnck die ErOmmnng 
des Uenigkris im kürzeren Schenkel noch etwas verändert, bo rind beide Krtfte 
nnr onnlLhemd einander gleich. Weil der Lnftdmck attfleidem in der Hitte des 
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Lnftdrack der Deckel oder die H&mer infolge ihrer Elastizität oder 
durch den Zog einer Spiralfeder ihre frühere Lage wieder einnehmen. 
Die Graduienmg (in Pariser Zollen oder in Millunetem) geschieht durch 
Yergleichung mit einem Quecksilberbarometer; von Zeit zu Zeit muß 
diese Vergleichung wiederholt und eine etwaige Differenz durch Ee- 
gulierung des Zeigers ausgeglichen werden. Die Kapselaneroide sind 
von Vidi 1847, die Köhrenaneroide von Bourdon 1853 erfunden. 

Die Metallbarometer werden jetzt so exakt ausgefülirt. daß dieselben auch, 
zum Höhenmessen gebraucht werden können, wozu sie sich wegen des leichten 
Transports sehr empfehlen. — Der über dem (stählernen) Zeiger befindliche 
Messingzeiger dient nur zum Markieren irgend eines Barometerstandes, wenn ein 
späterer Barometerstand damit verglichen werden soU. 

§4. 

Die Schwanknagen des Lnftdracks. 

Die Veränderungen des Luftdrucks, welche man am Fallen und 
Steigen des Barometers erkennt, sind für jeden Ort der Erde teils 
regelmäßige, d. h. periodisch zu gewissen Zeiten wiederkehrende, 
teils unregelmäßige oder zufällige; bei den ersteren unterscheidet 
man wiederum tägliche und jährliche Schwankungen. 

Die täglichen Schwankungen sind in der heißen Zone am 
regelmäßigsten, so daß man, wie Humboldt sagt, an dem .Stande des 
Barometers die Tageszeit erkennen könnte, wenn die Änderungen 
desselben nur einigermaßen beträchtlich wären. (Die Amplitude der 
Schwankungen, d. i. die Diflferenz zwischen dem höchsten und tiefsten 
Stande im Laufe des Tages beträgt höchstens zwei Millimeter.) Am 
höchsten steht das Barometer um 9 Uhr Morgens, dann sinkt es bis 
gegen 4 Uhr Nachmittags, steigt dann wieder bis 11 Uhr, sinkt bis 
4 Uhr Morgens und steigt endlich bis 9 Uhr. In der gemäßigten 
Zone werden die regelmäßigen täglichen Schwankungen durch die zu- 
fälligen sehr Terwischt. Bestimmt man aus längere Zeit fortgesetzten 
Beobachtungen für jede Stunde des Tages den durchschnittlichen Ba- 
rometerstand, so ergiebt sich nahezu derselbe tägliche Gang der 
Schwankungen wie in der heißen Zone. Man findet ein Maximum 
um 9 Uhr Morgens und ein solches zwischen 8 und 11 Uhr Abends, 
je nach der Jahreszeit froher (im Winter) oder später (im Sommer), 
femer zwei Minima Nachmittags und Morgens gegen 4 Uhr. 

Bestimmt man aus allen im Laufe eines Tages (etwa stündlich 
oda* doch 3mal, z. B. um 8 Uhr Morgens, 2 Uhr Nachmittags und 
10 Uhr Abends) angestellten Beobachtungen den mittleren Barometer- 
stand f&r jeden Tag des Jahres (wobei man womöglich mehrjährige 



Rohres schneller wirken kann als am Bande, wo wegen der Adhäsion die Be- 
weglichkeit des Quecksilbers geringer ist, so wölbt sich während des Steigens des 
Barometers die Kuppe im längeren Schenkel stärker, während dieselbe während 
des Fallen s sich mehr abflacht; ist der stationäre Zustand eingetreten, so hat der 
Meniskus wieder seine frühere Krümmung. 
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Beobachtimgsreihen kombiniert)^ so erhält man die jährlichen 
Schwankungen. Im Winter steht hiemach das Barometer im 
Durchschnitt höher als im Sommer. 

In Berlin betrilgt der mittlere Barometerstand im Januar 761,91 Millimeter 
(Maximum), im Angast 759,02 Millimeter (Minimum). 

Der Jahresdurdischnitt des Barometerstandes ist in verschiedenen 
Jahren nahezu derselbe. An einem und demselben Orte herrscht also 
durchschnittlich immer derselbe Luftdruck. 

Die unregelmäßigen Schwankungen zeigen im Gegensatz zu 
den regelmäßigen an allen Orten der Erde eine große Amplitude (bis 
40 Millimeter); dieselbe ist nach den Jahreszdten und Zonen Ter- 
schieden, im Winter größer als im Sommer und in kalten Ländern 
größer als in der heißen Zone. 

Die mittlere monatliche Amplitude ist in Batavia 2,98, in Galcutta 8,28, in 
Rom 17,15, in Berlin 25,24, in Ghristiania 83,05 Millimeter. — Im Laufe eines 
Tages schwankt durchschnittlich der Barometerstand in Frankfurt a./H. im Januar 
um 13,1, im Juni nur um 5,8 Millimeter. 

Vergleicht man die mittleren auf Null Grad, event. auf den 
Meeresspiegel reduzierten'^) Barometerstände an verschiedenen 
Orten, wie sie sich als Jahresdurchschnitt ergeben, mit einander, so 
ergiebt sich nicht etwa durchweg 760 Millimeter, sondern die mittlere 
Barometerhöhe ändert sich mit der Breite und Länge des Ortes. (Die 
Änderungen mit der Länge sind allerdings noch nicht genügend fest- 
gestellt). Nach den an den Etisten und Inseln des aüantischen 
Oceans von .Schouw angestellte Beobachtungen nimmt der Barometer- 
stand vom Äquator (762,2 Millimeter) nach Norden hin anfangs zu 
bis etwa zum 30. Breitengrade (766,6 Millimeter), dann ab bis zum 
65. (753,4 Millimeter) und von hier an wieder zu. Der Barometer- 
stand 760 Millimeter gilt etwa for den 54. Grad. 

Als Ursache aller Barometerschwankungen haben wir 
die ungleiche, sich fortwährend verändernde Erwärmung 
der Luft, zum Teil auch die dadurch bedingten Änderungen 
im Wassergehalt der Luft (vielleicht auch noch die Mond- 
anziehung) anzusehen. 

Werden an einer Stelle der Erdoberfläche die unteren Luft- 
schichten entweder direkt von den durchgehenden Sonnenstrahlen oder, 
wie es vorzugsweise geschieht, von der erwärmten Erdoberfläche aus 
erwärmt und dadurch ausgedehnt^ also spezifisch leichter, so entwickelt 
sich ein aufsteigender Luftstrom. Die in einer gewissen Höhe da- 
durch bewirkte Anhäufimg oder Verdichtung der Luft bewirkt in 
dieser Höhe ein seitlidies Abströmen der Luft über benachbarte 
Gegenden. An der erwärmten Stelle muß wegen des geringer ge- 
wordenen Luftdrucks das Barometer fallen, an den benadibarten da- 
gegen, wo der Druck größer wird, steigen. Die Luftverdfinnung wird 

*) d. s. die Barometerstände, welche gelten würden, wenn die betr. Orte in 
Meereshöhe lägen. (Vgl. § 8, 10.) 
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wieder aufgehoben dnrch die von allen Seiten nahe der Erdoberfläche 
hinzoströmmde k&ltere Lnft, also durch Winde, womit man jede 
horizontale Luftströmung bezeichnet Umgekehrt wttrde bei starker 
Erkaltung d^ unteren Luftschichten eine Zusammenziehung der Luft 
nach unten hin und ein Wiederzuströmen der Luft aus benachbarten 
Gegenden in großer Höhe, daher eine Vermehrung des Drucks (und 
an diesem Orte ein Steigen des Barometers, in der Umgebung dagegen 
ein Fallen dessdiben) erfolgen, bis durch Fortströmen der kalten Luft 
an der Erdoberfläche nach den (wärmeren) Seiten hin eine Aus- 
gleichung eintritt 

Wegen der geringen Temperatarschwankungen in den Tropen sind anch die 
Barometerschwankungen dort sehr gering. Aus demselben Grunde ist im Sommer 
die Amplitude geringer als im Winter. 

Da Wasserdampf nur etwa Vsi^^l so schwer als Luft ist, so 
wird feuchte Luft leichter sein als trockene und daher auch rascher 
emporsteigen. (Bei 20^ C. wiegt ein Liter trockene Luft 1,205 Gramm, 
ein Liter mit Wasserdampf gesättigte Luft aber nur 1,195 Gramm.) 
Der Wasserdampf, dessen Quantität mit der Lufttemperatur zunimmt, 
wird daher das Fallen des Barometers befördern. 

In einem abgeschlossenen Eaume muß sich entwickelnder Dampf den Druck 
der Luft vermehren, so daß der resultierende Druck die Summe der beiden Drucke 
wird. In der freien Atmosphäre werden durch die auftretenden Dampfmoleküle 
die LufUnoleküle verdrängt, so daß der Luftdruck teilweise durch den Dampfdrack 
ersetzt wird. 

Daß der Mond in dem Luftmeere durch seine Anziehung Ebbe- und Flut- 
erscheinnngen hervorruft wie auf den Oceanen und somit den Lätdruck verändert, 
ist wahrscheinlich; der Betrag des dnrch den Mond bewirkten Luftdruekunter- 
schiedes ergiebt nach theoretischen Ermittelungen jedoch nur Bruchteile eines 
Millimeters, derselbe ist also verschwindend gering; daß aber eine Änderung der 
Mondphasen auf den Barometerstand und das Wetter so einwirkt, daß man z. B. 
mit Neumond eine Witterungsänderung an einem bestinmiten Orte erwarten kann, 
ist wissenschaftlich durch nichts zu begründen. 

Bings um die Erde zieht sich in der heißen Zone parallel dem 
Äquator ein Gürtel hin, welcher durch die fast vertikal auffaUenden 
Sonnenstrahlen stark erwärmt einen aufsteigenden Luftstrom veran- 
laßt Diese sog. Eegion der Calmen oder Windstillen liegt 
(wegen der sich leichter und stärker erwärmenden großen Länder- 
massen) auf der nördlichen Halbkugel (ca. 6® n. B.). Vertikale Luft- 
ströme empfindet man nicht als Luftzug oder Wind. 

Die Galmenregion ist jedoch nicht frei von Winden, da fast täglich durch 
den mit der Luft aufsteigenden Wasserdampf, welcher sich in höheren kälteren 
Luftschichten kondensiert, hefüge Regengüsse, verbunden mit Gewitter und Sturm, 
veranlaßt werden. — Die Region der Galmen ändert mit der Jahreszeit etwas ihre 
Lage; im Sommer rückt ihre Nordgrenze etwas nadi Norden (bis 10^ n. B.). 

Nach der luftverdünnten Galmenregion strömt kältere Luft von 
Norden und Sttden her zu, es entstehen die beiden Polarwinde. 
Der vom Nordpol her wehende Luftstrom, welcher (wie die ganze 
Atmosphäre) an der Rotation der Erde um die Achse teilnimmt, 
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bringt eine geringere E^tationsgescb^ivüidigkiB^ in südlichere Geg^iden 
mit; welche sich schnelle nach. Osten beweg^^ nnd bleibt daher 
gegen dieselben in der Sichtung nach Westen zurü^, d. h. er wird 
etwas nach Westen oder nach rechts hin abgdenkt, so daß er mcht 
mein* als Nordwind, sondern als Nordostwind erscheint. Die Drehung 
nach Osten nimmt. .nüt der Botationsgesd^windigkeit^ also mit der An« 
näherung an den Äquator zu, und in d^ Nähe der Calmen erscheint 
dieser Wind beinahe als reiner Ostwind, welcher rings um die ganze 
Erde wehend den sog. Nordostpassat bildet {ebenso wird dw vom 
Südpol her wehende Wind in Südostwind verwandelt (er erleidet also 
eine Ablenkung nach links) und bildet an den Oalmen den Südost- 
passat. 

Die Passatwinde treten rein nur auf dem Meere oder den Inseln auf 
(ca. 50 Seemeilen von der Küste). Auf dem Eestlande wiik^ lokale Winde 
meistens störend darauf ein. 

Von der Calmenatme strömt .die daselbst aufgestiegene warme 
Luft anfangs in groJQer Höhe als Äquatorialwind nach den beiden 
Polen, eilt aber, da sie in Gegenden mit geringerer ßotationtsgeschwin- 
digkeit kommt, denselben nach Osten etwas voraus oder, was dasselbe, 
sie erleidet eine Ablenkung nach Osten (also nach rechts auf der 
nördlichen, nach links auf der südlichen Halbkugel) und erscheint auf 
der nördlichen Halbkugel als Südwest-, auf der südlichen als Nord- 
westwind. Zu beiden Seiten der Calmenzone ist der Wind fast rein 
westlich und bildet hier den sog. Gegenpassat. 

An den Küsten von Teneriffa weht fast immer der Nordostpassat, auf dem 
Pic dagegen reiner Westwind. An der Richtung der Wolken in geringerer und 

größerer Höhe kann man den Passat nnd Gegenpassat erkennen. 

•• 

In der Gegend der Wendekreise zweigt sich ein Teil des Aqua- 
torialstroms ab und senkt sich vertikal zur Erde, wo er den Polar- 
strom, in den er übergeht, verstärkt. Innerhalb des herabsinkenden 
Luftstrams herrschen Windstillen (tropische Oalmenzonen); durch 
denselben erklärt sich der hohe Luftdruck zwischen 80 und 40^ n. B. 
Der Eest des Aquatorialstroms senkt sich in höheren Breiten allmäh- 
lioh zur Erde und trilät deren Oberfläche in der gemäßigten .^ne, wo 
er nun bald neben dem Polarstrom hergeht, bald mit demselben zu- 
sammentrifft und neue Windrichtungen bildet An den Polen biegt 
der bereits erkaltete Strom um und geht als Polarstrom wieder zum 
Äquator zurück. 

i)ie in der nördlichen gemäßigten Zone vorherrschenden Winde 
sind hiemach also der Nordost- und der Südwestwind. Die übrigen 
Windrichtungen können wir als Übergänge betrachten, doch er- 
folgt nach Dove's Winddrehungsgesetz der Übergang im allge- 
meinen in bestimmter Richtung, nämlich von NO. durch O. nach S. 
und SW. und von hier durch W. und N. nach NO. :5urück. (Auf der 
südlichen Halbkugel ist die Drehrichtung die entg^engesetzte.) D^ 
Südwestwind weht in Deutschland und England häufiger als der 
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Nordoetwind, woiigstens im Winter, wie sidi aaf folgoide Weise er- 
klärt.. Sti-ömt eine g:ewisee Qnaiitit&t kalter, also schwerer Folarluft 
zHm Äquator, so moQ, am die Ansgldchnng zu bewirk^ eine größere, 
weil wSrmere und leichtere, Laitmaige nach doi Polen zurückströmen. 
(Eis gleichen sich eben nur Reiche G-ewichtsmengen Luft aus.) Bei 
Nordostwind, welcher uns kalte Luft zuführt, steht das Barometer am 
höchsten, bei d«n wannen Sfldwestwind am tiefsten; da der erstere 
Wind für Deatschland ein trockener Wind ist, so läßt ein Steigen 
des Barometers im allgemeinen trockenes Wetter erwarten, wahrend 
ein Fallen desselben auf S&dwestwind deutet, welcher fOr uns ein 
Kegen bringender Wind ist £in Wetteranzeiger ist darum das Baro- 
meter doch nur in beschränktem Sinne, insofern nämlich, als man aus 
Schwankungen desselben nur auf eine Änderung der Windrichtong 
schließen kann, denn die Windrichtung bedingt nicht notwendig 
„schönes oder schlechtes" Wetter;*) aber auch die 2a erwartende 
Windrichtung läßt sich nicht ans einer einzigen Barometerbeobacbtung, 
sondern nur durch Yergleichoug einer großen Anzahl gleichzeitig an 
den TerscMedensten Orten gemessener (anf 0° und den Meeresspiegd 
reduzierter) Barometerhöheai bestimmen, wie es auch auf der deatsdioi 
Seewarte zu Hamburg geschieht 

In den La FlaU-Stoaten aind die polaren SQdoHtwlnde die fenchUn, Regen 
bringenden, dagegen die Bqaatorialen Nordwestwinde, welche ttber die Pampas 
wehen, die trm^enen. Hiei dentet daher das Steigen des Barometers anf Regen, 
das Fallen auf Sonnenschein. Ans den kalten Begenwinden erklärt sich anch die 
geringe Regenmenge jener Gegenden. 

ünregelmässige Winde. 
Wie die Calmenr^on, so kann auch jede andere Gegend der 
Erdoberfläche bei starker Erwärmni^ ein Erregungscentrum eines 
Windes werden. Nach dem barometrischen Minimum bewegt sich 
jedoch die kältere Luft von allen Seiten her nicht in geraden Linien, 
sondern infolge der Rotation der Erde 
stets mit einer Ablenkung nach rechts 
auf der nördlichen, nach links auf der 
südlichen Halbkugel, wie es anch bei 
den regdmäß^:en Hauptströmungen äer 
Fall war. (Foucanlt's Gesetz.) Da nun 
trotz der Rechts* resp. Linksdrehung 
immer noch der Zug nach dem Minimum 
vorhanden ist, so entsteht offenbar eine 
Centralbewegnng um dasselbe, die Bahn 
ist eine spir^ige Knrre, weldie das Mi- 
nimum je nach der Stärke des Windes 
sehr bald oder erst nach einer Reihe von 
TTmläafen erreicht Fig. 76 stellt eine pjg 7^ 

*) Die BeteichnnDgen: .Yertuderlicb, schOnea Wetter, trocken" etc. anf den 
BanmwtoiBkalen haben uher andi ma geringen Wert. 



solche Bewegung für die nOrdliehe, Fig. 77 fftr die sfidliclie Halb- 
kugel dar. Das Minimam wird also auf der nürdlicfaen Erd- 
hälfte in einer Eicfatnng umkreist, welche der des Uhr- 
zeigers entgegengesetzt ist, anf der südlichen in einer Rich- 
tung, welche der Richtung des Uhrzeigers gleich ist Buys- 
Ballot giebt zur Bestimmung der Lage des Minimums folgende Regel 
(18d2): Stellt man sich mit dem Rficken gegen den Wind, so 
hat man auf der ndrdllchen Halbkugel das barometrische 
Minimum links etwas nach vorn, auf der sttdlicben Halb- 
kugel dagegen rechts etwas nach Toi:n. (Pör die Drehongs- 
richtung der durch ein barometrisches Maximum, von welchem aus die 
Luft nach Orten geringeren Luftdrucks auf Spiralen hinströmt, er- 
zeugten, aber meist schwachen "Winde sind die beiden für die nördliche 
nnd südliche Halbkugel geltenden Regeln zu veriauschen und die 
Buys-Ballot'8<^e Regel wflrde lauten: Steht man mit Aem Bücken 
g^en den Wind, so hat man auf der nSrdUcheD Hälfte das Maximum 
rechts hinter sich, auf der südlichen links hinter sich, denn das Fon- 
cault'sche Gesetz der Ablenkung, nach rechts oder links für die nOrdl. 
resp. sttdl. Halbkugel gilt für jede Bewegung auf der Erdoberfläche.) 

Die Stfirke des Windes, welche doiidi 
die Geachwindigkeit der Bick bewegenden Lnfl> 
teilchen bedingt wird, wächst mit dem Unter- 
schiede im Iiuftdrock nnd der Nähe dar be- 
treffenden Orte. Die Differenz der Barometer- 
stände zweier um eiaen Meridiongrad (111 Kilo- 
meter) von einander entfernten Orte nennt man 
den Gradienten des Windea. Anit der QröBe 
des äradienten kann man den Grad der Wind- 
stärke im Yoraos erkennen. Ist z. B. swiKhen 
einem barometr. Minimnm nnd einem 222 Kilo- 
meter entfernten Orte der Barometernnterschied 
8 Millimeter, so wäre der Gradient 4 Hilli- 
meter nnd daher starker Stum xa erwarten. 
Dem Gradiraten 1,6 Killimeter enti^richt ein 
mäßiger Wind, dem Gr. 2,4 Millimetei starker 
p- __ Wind, bei einem Gradienten von 4,5 nnd mehr 

=■ "■ Millimeter herrscht schon ein Orkan. Beaofert 

, stellte für Landwinde eine Skala von 6 Graden, 

fftr Seewinde eine solche Ton 12 Graden auf, welche durch Indices an der Be- 
zeichnung der Wmdrichtung (z. E. Vft oder Oj) oder durch ein- bis ISfaeh gefiederte 
Pfeile beieichnet werden. So bedeutet in der Landskala Stille, 1 achwachen 
Wind (Geschwind. 0,5—4 Meter pro Sekunde), 2 mäßigen W. (Geschw. 4—7 Meter), 
3 ftischen W. (7-11 Meter), 4 starken W. (11—17 Meter), 5 Starm (17—28 Äeter), 
fl Orkan (Aber 28 Meter) ; in der Seeskala Stiüe (bis 2 Seemaikn*) pro Stvnde 
(Jeachw.), 1 leichten Zug (7 M.), 2 flaue Brise (11 M.); 3 leichte Brise (16), 
■4 DütBige Briae (20), 6 friache Brise (25), 6 ateife Brise (29), 7 harten Wind (35), 
8 atürmlschen Wind (42), 9 Stnrm (4»), 10 schweren Sturm (57), 11 oikanartimi 
Sturm (66), 12 Orkan (79 Meilen). *^ 

Rings um ein barometrisches Miiiimum (oder Maximum) liegen die 
sog. Isobaren, d. s. Linien gleichen Luftdrucks. Auf der i' * 

*) 4 Seemeilen = 1 geogr^biache Heile. 
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Seewarte werdui die Isobaren Bix Boropa anf G^mnd der Barometer- 
beobachtmtgeii flr jeden Tag bestimmt imd in Karten eingezeichnet. 
Ans der Lage derselben bditimmt man die Lage des Minirnnm« (ond 
MaziiniDns)nnd danach für die Terschiedenen Orte dieza erwart^de'Wind- 
hcbtm^. Ändert das Minimmn seine Lage (etwa dadurch, daß hin- 
znstrttmende kalte Nordwinde dasselbe anahUlen, während cUe warmen 
südlichen Winde ein neaes Minimnm in der N&he eizeogen, so ändert 
sich anch die Windrichtung an einem im Stromgebiet liegenden Orte. 
(Äbnlich bei einer Verschiebung des Maximums.) Bei starken Stflr* 
men, den sog. Cyklonen, wohin auch die Teifoon's genanntoi 
Wirbelstarme der chinesisdien Meere gehören, schreitet nach Dove 
das barometrische Minimum in einer ganz bestimmten Richtung fort. 
Bildet sich nämlich in der heißen Zone (nördl. oder sadl. von den 
Kalmen) ein solches Minimum, so bewegt sich dasselbe etwa bis zum 
30. Breitengrade nach NW. (auf der slidL Halbkugel nach SW.), 
biegt in ä&r gemäßigten Zone aber nach NO. (resp. SO.) um (vergl. 
Fig. 78 u. 79), wobei die Wirbel des Sturmes immer größere Dimen- 
sionen annehmen. Die Geschwind^keit, mit welcher das Minimum 
fortschreitet, kann 25 Meter in einer Sekunde betragen, ist aber 
während eines Sturmes veränderlich. 



Fig. 78. Fig. 79. 

Im Mittelpunkte eines Stnrmwirbels ist Windstille, in der rechts 
von der Bewegungsrichtimg des Minimums (auf der südl. Halbkugel 
linke) liegenden Hälfte (Viertel 1 n. 2) bewegt sich die Luft in nahezu 
gleicher Richtung mit dem Minimum, ihre Geschwindigkeit ist daher 
bedeutend grösser als auf der andern Säte (im 3. a. 4. Viertel), wo 
die beiden Bewegnngsrichtungen einander entgegengesetzt sind. (Für 
das gefährlichste Viertel gilt den Schiffern das 2te). Die Drebriditnng 
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des Windes aa einem Orte während des Fortschreitens des Mt"™"»!^ 
erkennt man am besten, wenn man die Terschiedenen Pnnkte der 
Iticbtiing des Minimums mit dem betr. Orte verbindet nnd mit diesen 
Yerbindongslinien am jene Punkte Kreise beschreibt. Die Tangente 
an diese Kreise im Beobachtangsorte giebt mit Kflcksieht aaf die 
Kotationsrichtung des Wirbels den jedesanaligen Wind an, wie aas 
I'ig. 80 zu ersehen ist.*) In dem Orte A. aaf der nürdlitdien Halb- 
kugel dreht sidi 
der Wind von 
SSO durchs nach 
NW, in 5 da- 
gegen von OSO 
durdi und N 
nach W; in C 
herrsdit SO, so 
lange das Mini- 
mum zwischen 3f, 
0. fliegt; kommt 
dasselbe nach C, 
so tritt hier Wind- 
stille ein und 
rfii^t es aber C 
hinaus nadi Ms, 
so tritt hier NW 
ein. (Der erste 
Fall würde z. B. 
in Holland nnd 
dem westlichen 
Dentschland ein- 
treten, wenn ein 
Minimum dorch 
den atlantischen 
Ocean fiber Eng- 
land hinweg nadi 
Norwegen zieht) 

Die Tornados 

Fig. 80. 0^« Hutricanea 

smd Wirbelwinde 

Ton Itleinerem Umfuigpe in dei heiHen Zone. Hierher gehören »nch die lokalen 
Wirbelwinde, welche man Wetter sänlen oder Tromben (Waager- nnd Sand- 
hosen) nennt. Endlich mBgen noch folgende Winde Erwähnung finden. 

*) Am etorken Fallen des Barometers erkennt der SchübT, dftB er sich dem 
VinimnTn nUiert; in welchem Viertel er sich befindet, ef kennt er an der Urdtang 
des Windes. Dreht sich (auf der nSrdlichen Halbkugel) der Wind von O. dorch 3. 
nach W., ao befindet man sich im ersten oder 2. Viertel {A in Fig. 80), bei mit- 
gekehrter Drehrlchtnng im 3. oder 4. (B in Pig. 80); man .^oü daber,^ w sni 
dem Wirbel herauszukommen, noch SO. resp. NW. e 
■ndliche Brdb&lft«. 



'. steneni. ÄhnUcbei gilt für die 
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1) An der Küste Tön Kiedergninea wird der Sttdostpassat nach dem starken 
Mi^immn über der Sahara gesogen nnd so in einen Sttdwestwind verwandelt 

2) Im nördlichen indisdien Ocean weht vom Oktober, bis znm April der gewöhn- 
liche Nordostpassat, während des Sommers dagegen Südwestwind. Beide Winde heißen 
Houssons oder Monsonns. Die starke Abkühlung Mittelasiens im Winter 
befördert das Hinströmen der kalten Luft nach dem Äquator, die starke Erwärmung 
im Sommer ruft den Südwestmousson hervor. Die Eegion der Kalmen wird da- 
durch nicht berührt, ebenso wenig der Südostpassat. 

3) Die Etesien treten im Mittelmeer im Winter als Nordwinde (Zug nach 
der Sahara), im Sommer, wo das Meer wärmer ist als die Nordküste Afrikas, als 
Südwinde auf. 

4) Die Land- und Seewinde, welche an den Küsten des Meeres oder 
größerer Seen (z. B. des Bodensees) des Nachts resp. am Tage wehen und stets 
mit der oben erwähnten Ablenkung nach rechts (auf der südl. Halbkugel nach 
links), also unter einem schiefen Winkel die Küste treffen, entstehen dadurch, daß 
am Tage infolge der stärkeren Erwärmung des Landes ein barometrisches Mini- 
mum über dem Lande entsteht, welches durch den Seewind ausgefällt wird, da- 
gegen des Nachts wegen der stärkeren Wärmeausstrahlung und der dadurch be- 
wirkten Abkühlung des Landes das Minimum über dem Wasser liegt, welches 
der vom Lande her wehende Wind ausfüllt. Am Morgen und Abend herrscht 
Windstille. 

5) Die Thalwinde in den Hochgebirgen lassen sich ähnlich erklären wie 
die vorigen. Die über den stark erwärmten Felsengipfeln aufsteigende warme Luft 
veranlaßt am Tage einen Luftstrom thalauf wärts , während sich die durch Aus- 
strahlung erkaltete Bergluft des Nachts wieder ins wärmere Thal hinabsenkt. 

6) Der Föhn, welcher als warmer, trockener, aber orkanartiger Südwind 
über die Bergketten der Alpen in die nördlichen Thäler hinabweht, wurde früher 
als Fortsetzung eines aus der Sahara oder auch aus der arabischen Wüste kommen- 
den heißen Windes, des Samum*), welcher allerdings die Küsten von Italien treffen 
kann und daselbst unter dem Namen Sirokko bekannt ist, angesehen. Nach Do ve 
ist der Föhn jedoch weiter nichts als der von Südwesten (etwa von den Antillen) kom- 
mende Äquatorialstrom, welcher auf den Südabhängen der Alpenkette seine Feuchtig 
keit absetzt und, wenn auf irgend eine Weise in den Nordthälem eine starke Luftver- 
dünnung entstanden ist (etwa durch einen von W nach vorüberbrausenden 
Sturm, welcher die Luft aus diesen Thälem heraussaugt), mit orkanartiger Heftig- 
keit in diese Nordthäler hineinstürzt. Die hohe Temperatur des Föhn ist daraus 
zu erklären, daß das plötzliche starke Zuströmen der Luft nach den engen Thälem 
eine Verdichtung der darin befindlichen Luft und dadurch eine Wärmeentwickelung 
hervorruft. 

§ 5. 

Das Mariotte'sche Gesetz. 

Die Volumina eines Gases, welche verschiedenen 
Druckkräften entsprechen, verhalten sich bei gleichbleiben- 
der Temperatur umgekehrt wie diese Druckkräfte. (Einem 
m mal größeren Druck entspricht ein m mal kleineres Volumen.) 
Dieses zuerst von Boyle (1662), aber bald darauf von Mariotte (1679) 
gefundene und nach letzterem Physiker benannte Gesetz gilt für Drucke, 
welche größer, aber auch für solche Drucke, welche kleiner sind als 
eine Atmosphäre; dasselbe ist jedoch nur annähernd (für die Praxis 
allerdings ausreichend) richtig. Die Grenzen der Genauigkeit sind 

" *) In Ägypten Chamsin (fünfzig) genannt, weil er im Frülijahre ungefähr 
50 Tage weht. 
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nacli der Nfttnr des Gases Terschieden. Gase, welche schon dorch 
gerufen Druck flüssig werden, (wie z. B. scltwe^e Sftnre, Ammoniak, 
Kohlensäure) verringern ihr Volumen in merklich stärkerem Verhält- 
nisse, als der Druck zunimmt Dasselbe gilt bei sehr starkem Druck 
(ca. 100 Atmosphären) nach den Untersnchtmgen von Regnanlt, Nattern 
und Oailletet für die meisten Gase (besonders för Luft, Sauerstoff und 
Stickstoff), während Wasserstoff bei hohem Druck seine Zusammen- 
drßckbarkeit verringert, wenn der Druck zunimmt. 

Zar BestStignng dee Mttriotte' sehen Gesetzes fOr Drucks, welche giBSer als 
eine Atmosphäre sind, dient dei Apparat Fig. 81. Oießt man in ein beiderseits 

offenes TJ-tStmigee Rohr, welches auf einer Skela befestigt ist, 
etwas Quecksilber, ao stellt sich dasselbe in beiden Schenieln gleich 
hoch. Durch Schliefien eines Hahnes am Ende des kürzeren 
Schenkels wird eine bestimmte leicht zu messende QnantitAt Loft 
abgesperrt, welche offenhar unter dem im längeren Schenkel 
wirkenden nnd durch das Qaecksilber hindurch sich fortpSanzen- 
den Druck der atmosphärischen Luft steht. Wird nun durch Ein- 
^eßen Ton mehr Quecksilber in den längeren Schenkel dieser 
Druck vergrößert, so verkleinert sich das Volumen der abgesperr. 
ten Luft nach dem Uariotte'schen Gesetz. Wäre z. B. die Höhen- 
differenz der Quecksilbersäulen 760 Millimeter (genauer gleich dem 
herrschenden Barometerstande), so ist der Druck gleich 2 Atmo- 
sphären und man findet das Volumen der Iiuft gleich der Hälfte 
des früheren; bei 2,760 Millimeter Höhendifferenz oder 3 Atmo- 
sphären Druck ist dasselbe nur noch '/g des früheren Q. B. w. Nach 
dieser Methode haben Arago nnd Dnlong das Mariotte'sche Gesetz 
bis zn 27 Atmosphären bestätigt. 

Ist der Druck kleiner als eine Atmosphäre, so kehrt mau 
Eur Bestätigung des Gesetzes eine nicht ganz mit Quecksilber ge- 
füllte graduierte Bohre in einem ebenfalls mit Quecksilber gefällten 
weiteren C;linder um (Fig. 82) nnd taucht iie- 
selbe HO tief ein, daß das Quecksilber innerhalb 
nnd außerhalb der Rehre gleich hoch steht Die 
in der Rühre zurückgebliebene Luft steht nun 
nnter dem Druck der auf das änJSere Niveau 
wirkenden atmosphärischen Luft. Man mißt das 
Fig 81 Tolnmen der Luft nnd hebt die Rtthre allmählig 

in die Höhe. Das Volumen der Lnft wird größer, 
während das Quecksilber in der Bohre steigt. Bliebe nämlich 
das Quecksilber zurück, bo stände die Luft immer noch unter dem- 
selben Druck einer Atmosphäre, hätte jedoch ein größeres Vo- 
lumen (was dem Mariotte' sehen Gesetze widerspräche). Dnrch das 
Aufsteigen des Quecksilbers ist nun jedoch der Luftdruck ver- 
ringert, indem ein Teil des äußeren Atmosphärendmcks znm Tragen 
der gehobenen Quecksilbersäule verwendet wird, so daß die Lnft 
unter einem Druck steht, welcher gleich der Differenz zwischen 
dem änßeren Luftdruck und der Höhe der gehobenen Quecksilber- 
Säule ist. Wäre z. B. die letztere etwa 380 Millimeter, so ist der 
Druck auf die abgesperrte Luft nur '/a Atmosphäre, die Luft hat 
daher ein doppelt so großes Volumen als anfänglich, bei ca. 
507 Millimeter Höhe oder Va Atmosphärendruck ist das Volumen 
Smal größer etc. 

Polger. 1. Da die Reaktion eines komprimi«ten 
Gases gegen den äußeren Druck oder, was dasselbe, Fig. 82. 
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die Spannkraft ctes Gases immer gleich diesem Druck ist*), so ist 
also auch die Spannkraft eines Grases immer umgekehrt 
proportional dem Volumen des Gases. 

Polger. 2. Weü die Dichtigkeit (oder das spezifische Gewicht) 
eines Körpers bei gleichbleibendem Gewicht desselben auch dem Volumen 
umgekehrt proportional ist (s =^ : vy, so ist die Dichtigkeit 
eines Gases direkt proportional dem Druck, welchem das 
Gas ausgesetzt ist. Da femer (von den geringen Abweichungen 
bei sehr hohem Druck abgesehen) ein und derselbe Druck alle Gase 
in gleicher Weise komprimiert, so ändern sich mit dem Druck auch 
die Dichtigkeiten aller Gase in demselben Verhältnisse oder das Ver- 
hältnis der Dichtigkeiten zweier Gase ist stets dasselbe, 
wenn beide nur demselben (aber sonst beliebigen) Druck 
ausgesetzt sind. 

Anwendungen. 

1) Reduktion der Gasvolumina auf den Normaldruck. 
Eine Vergleichung der Volumina von Gasen ist nur möglich, wenn 
dieselben unter gleichem Druck stehen und derselben Temperatur aus- 
gesetzt sind. Als Normaldruck, auf welchen man hierbei die Gas- 
volumina bezieht, hat man den durchschnittlidien Atmosphärendruck 
am Meeresspiegel, welcher dem Drucke einer Quecksilbersäule von 
760 Millimeter Höhe entspricht, angenommen (als Normaltemperatur 

Grad Celsius). Rezeichnet V das bei einem Drucke von B Milli- 
meter (z. B. bei der Barometerhöhe B Millimeter) gemessene Volumen, 
X das Volumen des Gases bei 760 Millimeter Druck, so ist nach dem 
Mariotte'schen Gesetze 

X : V = B : 760, 

V B 
woraus X = -^^ folgt. 

Ein bei 754 Millimeter Luftdrack gemessenes G^asyolumen von 1 Liter beträgt 

754 
bei dem Normaldmck nur ■=^^ Liter. Zur Redaktion auf die Normaltemperatur be- 

nutzt man die Formel aus der Wärmelehre 

Vt = 7o (1 + «0, 
worin Vq das Volumen bei Grad, Vt das Volumen bei (9 und a den 
Ausdebnungskoefdcienten der Luft für eine Temperaturerhöhung von 1^ 0. 

1 a = — - = 0,003665J bedeutet. Biemach wäre, wenn V, also auch X sich auf 

fi bezieht (Z = Vt\ üSa (fi und 760 MiUimeter Druck 

V-Il -Z ^ 

•^^ "" 1 -f- a# *" 1 + a# ' 760 • 

Ebenso wäre die Dichtigkeit Sq des Gases bei 0^ und 760 Millimeter, wenn 8 die- 
jenige für (9 und B MiUimeter Druck bedeutet: 

^ ^ (1 + «0 . 760 ^ .^^^^ 8q: 8= V : Vq ist. (Hierzu Aufgabe 6 in § 4 

der Aerodynamik.) 



*) Nach dem Gesetze von der Gleichheit der Aktion und Beaktion. 
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Die folg;ende Tabelle enthSlt die ^ezifischen 0eviclite der be- 
kannteren Oase in Beziehung aaf Laft für 0" nnd 760 AfiUimeter 
Dmck. Ein Liter Laft wiegt 1,2932 Oraonm, oder das spezif. Gewicht 
der Lnft in Bezug auf Wasser ist 0,0012932, so d&ß man aJso aach 
leicht die spez. G-ewichte der_ andram Gase in Bezug anf Wasser be- 
rechnen kann. 

Atmosphärische Luft = 1. 



Ammoniak 


0,5967 ■ 


Sauerstoff 


1,10563 


Stiokoiydnl 

(Lüchgaa) 


1,520 


Kohlenoxyd 


),967 


SchwelSänre 


2,247 


SUckstoff 


0,97137 


Kohlensäare 


1,6290 


SteinkoMen- 
leuchtgas 


0,4—0,6 


Wasserstoff 


0,06926 



2)^Stereometer oder Yolumenometer nennt man 
Apparate, welche zur Bestimmui^ des Volumens eines 
Körpers dienen und auf dem Mariotte'sdien Gesetze be- 
ruhen. Wird ein offenes cylindrisches QetBJi, weldies 
sich in eine nicht zu enge graduierte ßShre fortsetzt 
(Fig. 83), in Quecksilber getaucht, so daß dieses in d^ 
itöhre bis zu dem am oberen Ende derselben angebrachten 
Nullpunkte steht, und danu das GeßLß mit einer luft- 
dicht schließenden Platte bedeckt, so ist ein ganz be- 
stimmtes Volumen V Luft abgesperrt Zieht man nun 
das Gefäß mit der Röhre in die Höhe, so vergrößert 
sich das Volumen V etwa um v, während das Queck- 
silber in der Röhre etwa um h Millimeter steigt (vgl. 
Fig. 82). Ist der augenblickliche Barometerstand B, so 
steht jetzt die abgesperrte Luft unter dem Drucke 
B—h, während vorher der Druck B war. Wir haben 
daher 

(7 + k) : V = B : (B — h), 
. woraus, wenn v und h durch einfache Ablesung ge- 
Pig. 83. funden sind, V gefunden werden kann. Wiederholt man 
nun den Versudi, indem man in das Geßlß vor dem 
Verschließen den Körper legt, dessen Yolumai x gesucht wird, so er- 
giebt sich, w^n v" die Volomenznnahme, h' die Höhe des Queck- 
silbers nadi dem Au&iehen ist: 

{V — X -\- V) : {V - x) = B : (B—h") 
und hieraus kann man x berechnen, da F bereits bekannt ist Man erhält 



vjB^h) 



und Y- 



v'(B — h') 



also x = 



F — 



V(B — h') 
AT 



Der hier beschriebene Apparat rilhrt von Say her, welcher denselben Stereo- 
meter nennt; die Volntaenotaeter Ton Begnault und Kopp beruhen auf dem- 
selben Prinzip, doch wird die anfänglich abgespeirte Laft nachher nicht verdflnnt, 
sondern komprimiert, daa Volmnen derselben also verkleinert. Die Volomenometer 
lassen sich mit Yorteil bei der Beetinmiiing des spezifisclien Qewichts fester 



KBrper Tenrenden, wenn nun die Wftgnng derselben unter Wasser venndden 
vUl. Bedeutet & das Gewicht in Gniiimen, F das Volumen des KOtpets inXä^- 
centimeteni, so ist das spesifische Gewicht einfach a ■= G : Y. 

8) Die Manometer dienen zur Measung von 
Q-asdmcken (z. B. des Dampfdrucks in den Dampf- 
kesseln), welche mehr als eine Atmosphäre betragen; 
dieselben zerfaJlen in Plüssigkeits- und Metall- 
manometer. Die ersteren bestehen, wenn es sieb 
nur um geringe Dru(^e handelt, aus einer U-fÖnnlg 
gebogenen geteilten Glasröhre (Fig. 84), welche mit 
Quecksilber oder Wasser (z. B. ffir Leuchtgasdnicfc) 
gefallt ist. Auf beiden Seiten wirkt der durch den 
Barometerstand B gemessene Druck einer Atmosphäre, 
so daß die Flfissigkeit in beiden Schenkeln gleich 
hoch steht Tritt nun das Gas durch ein seiüiohes 
vertikales Rohr in die U-iiimuge Köhre, so wird die 
Flttssigkeit in dem einen Schenkel herabgedrttckt, in . 

dem anderen gehoben. Die Höhendifferenz h in bei- 
den Schenkeln riebt den Überdruck über eine Atmo- 
sphäre an. Q)er gesamte Gasdruck wäre also Fig. 84. 
B = B ~{- h, wenn QnecfcsUber in der Röhre ist, 

dagegen D = B -\- r^-^ ^ wenn die Röhre Wasser enthält, indem 

die Wassersäule h sich durch eine 18,6mal' kürzere Säule von Queck- 
silber ersetzen läßt.) Durch den Hahn A kann das Gas abgesperrt 
werden. Man wendet diese Manometer nur an, wenn A < 76 Centi* 
meter bleibt, also für Drucke unter 2 Atmosphäre. (Welter's Sidier* 
beitsröhren an Gasentwickelungsgefäßen.) 

Bei gr&ßeren Drucken kann man mehrere U-fÖrmige Röhren ver- 
binden und zur Hälfte mit Quecksilber, zur Hälfte mit Wasser füllen, 
wie Fig. 85 zeigt. Bei dem Drucke B 
tmer Atmosphäre auf beiden Seiten steht 

das Quecksilber in allen Röhren bis zu * 

derselben Horizontalen, welche durch den 
Nullpunkt der Teilung auf der letzten 
Röhre geht Der Gasdruck bei Ä, welcher 
sich durch das Quecksilber und Wasser 
gleichmäßig fortpflanzt, drückt das Queck- 
silber in dem rechtsliegenden Schenkel 
jeder U-förmigeu Röhre herab, während 
dasselbe in dem linksliegenden um ebenso 
vid steigt. Steht das Quecksilber h Milli- 
meter über 0, so hat der Gasdruck in 
jeder Röhre die Quecksilbersäule 2k, also 87664331 

Oberhaupt (n Röhren vorausgesetzt) 2nÄ 
zu tragen. Jeder Quecksilbersäule 2h ^' 

wirkt jedoch im anderen Schenkel eine 



Waasersftnle tchi derselben Höhe (2h) entgegen, welche also offeobar 
den Gasdruck nnterstütst; daher ist derselbe gleich 

D = B-\-2nh-^.2nh = 

Bin anderes QnecksUbennanometer zeigt Fig. 86. Bie oben ge- 
schlossene Köhre A tancht luftdicht in ein GefS.Si mit Qaecksilber ein, 
auf welches der bei C eintretende Dampf drückt Das 
NiTean im Gefäße, bis zu welchem das Quecksilber auch 
in der Röhre bei dem Druck einer Atmosphäre steht; bildet 
den Nullpunkt der Teilung der Eöhre; derselbe ist aber 
gewöhnlich mit 1 (d. i. I Atmosphäre) bezeichnet Sei ver- 
stärktem Druck im Gefilße steigt das Quecksilber in der 
Köhre und die Luft wird darin komprimiert Die Teilung 
der Eöhre wird gewöhnlich durch Yergleichong mit einem 
offenen Manometer, welches demselben Dmck ausgesetzt 
wird, bestimmt und an die betreffenden Funkte sogleich 
die Anzahl der Atmosphären gesetzt Der Abstand der 
einzelnen Teilpnnkte wird natürlich nadi dem Ende der 
ß&hre hin immer kleiner. 

Die irgend einei Anzahl n Atmosphären entsprechende HShe k 
des QneclisilberB in der BQhre fiber dem Ntdipnnkt lieAe sich in fol- 
gender Weise berechnen. Ist V das an^^liche Volmnen der Lnft 
m der Röhre (t>ei 1 AtmosphHrendrack oder für h = 0), femer v 
das Yoltunen der ' kompriioietten Lnft, S die Länge der ganzen 
Pig. 86. Röhre, B der Barometerstand, also der (Jasdmck D ^ nB, ist end- 
lich h' die EDlie, um welche das Quecksilber im Gefälle nnter Null 
gesunken ist, so haben wir nach dem Mariotte'schen Gesetze 
V :v = [n B — (h + h')] : B oder H : {H - h) = [n B — {h + k')] : B. 
Wäre nnn r der Radios der Röhre, JB der Radius des cjlindrischen OeAßes, 
so wäre offenbar in*A ^ liPÄ' (weil die Znnahme des Qnecksilbera in der 
BBhre gleich der Abnahme desselben im OelUBe sein mnO), also 

V -g- und ir;(ir-l) = [ni> - » (l + ^)] : B. 

Hieraus ließe sich n berechnen, wenn die Teilung eine gewöhnliche Milli- 
metert«ilnng wäre und h, r nud B gemessen sind. Betrachtet man dagegen n als 
gegeben nud löst diese Gleichung in Bezug auf h anf, so ergiebt sidi 

A = 2^ [n + fcff ± V(n + kB)* - ikH (n - 1)1 , 

wo * = (l + ■^\ : B ist. 

Es kann nur das Zeichen — gelUn, weil nur in diesem Falk fBr n ^ 1, 
k ^ wird. Für n setzt man nun der Reihe nach 1, 2, 3 etc. und berechnet die 
ZD^ehBrieen Werte von A, welche man auf der ROhie abträgt. Ist das GefU so 
weit, di£ R gegen r sehr groß wird, so kann man B = GO i somit k ^ 1 : B, 

also etwa k =^ =^ setzen, und wenn statt des Gefäßes auch eine EOhre vom 

Radius r (wie in Fig. 84) gegeben wäre, so würde man in der obigen Formel 

B = r, also * = ssq setzen. (Hierzu Aufgabe 7 u. 8 in § 4 der Aerod;namik.) 
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Die Metallmanometer (nach Boiird<m) bestehe aas einer 
elliptisch gekrOnimt^, spiralföniug gewundenen Metallröhre A 
(Fig. 87) mit sehr dOnnen biegsamen Wänden, welche an dem einen 
Ende mit der Znströmnngsröbre B des Dampfes in Verbindung steht 
und am anderen Ende C einen 
Zeiger D trägt, der sich auf einer 
Skeüa nach der einen oder an- 
deren S^te verschiebt, jenachdem 
durch den Druck des in die R&bre 
strömenden Dampfes die Spirale 
sich etwas anfroUt oder hei dem 
Nachlassen dieses Drucks infolge 
ihrer Elastizität sich wieder stär- 
ker krUmmt Die Skala kann nnr 
empiriscb bestimmt werden. 

Die Sicherheit Bventile bei 
DampftasBchinen, welche bei zu hohem 
Dampfdrack im Kessel den Dtunpf den 
Austritt Kestatten und so ein Springen 
des Kbbs^s TerhUteu, eind ikuch zu den 
Manometern zu rechnen. Die Belastung 
eines solchen Ventils ist nSmlich inuner 

ein Mau der Spannkraft des Dampfes -p. o_ 

in dem Augenblicke, wo das Ventil r g. a . 

dnrch den Dampf gehoben wird. Dnrch Begnlienug der Belastnng kann auch 
die Spannkraft des Dampfes beliebig gesteigert oder yerringert werd«i. 



Die baroaetrisdie Httkonmossnng. 

Da mit der Erhebung über die Erdoberflache der Luftdruck, also 
auch die Barometerhöhe abnimmt, so wird man, wenn man das Gesetz 
dieser Abnahme kennt, aus der H&he eines Ortes über 
dem Meeresspiegä einen Schluß auf den (mittl^^n) Ba- 
rometerstand an dem Orte ziehen, aber auch umgekehrt 
aus dem Barometerstande an einem Orte die Höhe des- 
selben über dem Meeresspiegel berechnen könn^. Wir 
wollen diese Aufgabe aber noch allgeneiner fasse» und 
uns mit der Berechnung des Höhenunterschiedes 
zweier Orte, deren Barometerstände gleichzeitig ge- 
messen sind, beschäftigen. 

Der BarometerstMid an dem Orte A (Eig. 88) sei 
bo, an dem vertikal darüber gelegenen Orte N gleich 
bn, so denken wir uns in Ä eine vertikale Röhre, 
welche bis an die Grenze der Atmosphäre reicht, und 
die darin oithalt^e Lnft durch horizontale Ebenen in 
Schichten AB, BC, CD etc. von gleicher Höhe h ge- 
teilt. Wir können dann annehmen und zwar um so 

genauer, je kleiner h ist, daß die Loft in einer Schicht Fig. 88. 
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Sberall dieselbe Dichtigkeit hat und zwar dieselbe, welche sie an der 
unteren Grenze dieser Schicht infolge des darauf lastenden Luftdrucks 
haben muß. Bezeichnet man die Dichtigkeiten in den aufeinander 
folgenden Schichten AB, BCj CD etc. der Reihe nach mit di, (b, 
de . . . , die Barometerstände in £, Cy D . . . mit h, h, h . . . y so 
folgt aus dem Mariotte'schen Gesetze, Folg. 2 sofort: 

Erhebt man sich mit dem Barometer von A nach J?, so ist der 
Luftdruck in B offenbar um das Gewicht der Luftsäule AB kleiner 
als in A; die Barometerhöhe hat etwa um a Millimeter abgenommen, 
so daß a die Höhe einer Quecksilbersäule wäre, welche der Luftsäule 
AB das Gleichgewicht hielte. Wäre daher a ^e Dichtigkeit des 
Quecksilbers (natürlich fiir ^eselbe Temperatur, welche auch in der 
Luftsäule AB herrsdit), so hätte man zur Berechnung von a nach 
dem 2. Gesetze ftlr koipmunizierende Bohren 

h : a = Q : dl, also a = — - — .... 2) 

Femer ist, wenn die Barometerstände sämtlich in Millimetern 
ausgedrückt sind: 



bi=ho — oi = holl — -j-j . 



Steigt man nun von B nach (7, so wird der Luftdruck wieder 
um das Gewicht der Luftsäule BC abnehmen. Da aber nach 1) 

äa = - — . cL 

ho 

ist, d. h. da die Luft in der 2. Schicht (BC) nur ^ mal so schwer 

als in der ersten (AB) ist, so wird auch die Quecksilbersäule, welche 

dieser Luftsäule das Gleichgewicht hält, nur bi : bo mal so schwer sein, 

d. h. eine bi : bo mal so große Höhe haben als bei der ersten Schicht ; die 

bi 
Abnahme des Barometerstandes beträgt daher -j- . a und wir haben 

^ = ^ - 1 « = *^ (i - -^) = *» (i - -^)*- 

Femer ist nach 1) 

de = öfe . ^— , 

Ol 

d. h. die Luftsäule CD ist nur ^— mal so schwer als die vorher- 

01 

gehende, also ist die Abnahme des Barometerstandes (oder die der 

Luftschicht CD entsprechende Quecksilbersäule) nur b^ : bi mal so 

h h 
groß als bei der vorigen Schicht, nämlich nur gleich T" ' TT " 



= -r-- . a, so daß 
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= bi — 



^..^i-^)=^(i--^)' 



ist. Das Gesetz, nach welchem sich die Barometerst&nde verändern^ 
ist klar. Wir erhalten allgemein 



6n = Ä) (l — -^j .... 8) 



Die Höhen der Punkte B^ Cj D . . . fiber A bilden offenbar eine 
arithmetische Eeihe mit der Differenz h^ daher haben wir den Satz: 

Bilden die Höhen eine arithmetische Progression, so 
bilden die Barometerstände and daher auch die Dichtig- 
keiten der Luft in diesen Höhen eine geometrische Pro- 
gression. 

Aus 3) folgt durch Logarithmieren : 

n == (iogf In — hg bo) : log ll ^j . 

Bezeichnen wir nun die gesachte Höhe ANy welcher der Barometer- 
stand bn entspricht, mit fT, so ist 

TL V 

jS" = nÄ = — -p ^ . Qog hn — ioy Jo | .... 4) 

M' - -k) i 

S und h sind immer in derselben Einheit ansgedrttckt. Obwohl der Klammer- 
Inhalt einen negativen Wert hat (indem bn < bo, also anch log bn < log bo 

ist), so ist doch H positiv, weil log (l — -v-J ebenfalls negativ ist, indem 
1 — ^ < 1 ist 

Oo 

Setzen wir die Größe 

so ist nach 4) 

H =^ A \ log bo — % &n } .... 5) 

Die Höhendifferenz zweier Orte ist der Differenz der 
Logarithmen ihrer Barometerstände proportional A ist 
nämlich ein konstanter Faktor, d. h. von n und bo unabhängig, wie 
sich auf folgende Weise ergiebt Es ist nach einer Formed der 
Beihentheorie, wenn, der Buchstabe l den natfirlichen Logarithmus 
einer Zahl und M den Modulus des Brigg'schen Systems in Bezog 
auf das natfirliche bezeichnet: 

log{l-^x) = M.l(l + x)=M(x — ^x^ + ^x^ — . . . .) 

(v(ü . ahs . X < 1) 
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Da nun a im Verhältnis za bo eine sehr kleine Größe ist, so ist 

jedenfalls -r-- < 1, so daß, wenn r- statt aj in die Reihe gesetzt 

wird nnd die höheren Potenzen von a : bo yenubddissigt werden, 

oder, wenn wir fttr a den Wert ans 2) setzen 

, /^ a\ M . dih , . o . 6o 

^ (^ ~ i^)r ^^' *^ ^ = sr^ 

bo 
ist. Ans 1) folgt aber, daß -j- einen konstanten Wert hat, daher 

hat anch A einen von ho (nnd ancb von n) unabhängigen Wert 

Da die Große h sich forthebt, so sieht man, daß es auf den 
Wert dieser Größe nicht ankommt, so daß die Formel für Äy also auch 
die Formel fttr H immer gilt, wenn h auch unendlich klein ist, also 
eine allmähliche Abnahme des Luftdrucks und der Luftdichtigkeit 
angenommen wird. 

Fttr den Normalbarometerstand 760 Millimeter ist -j- = — ^ , 

wenn d die diesem Drucke (760 Millimeter) entsprechende Dichtigkeit 
der Luft bedeutet. Für A ergiebt sich demnach 

. _ o . 760 

^ "" Jf.di • 

Ist die Temperatur der ganzen Luftsäule AN gleich Null, so ist 
o = 13,596 und d = 0,001298, femer M = 0,434294, folglich 

^ = M3429r. 0,OoL3 = ^^ «^^ ^^^ ^^^^*^ = ^^^^^ ^^*^^' 

folglich 

Jff = 18392 {log lo — log In^ Meter .... 6) 

Wäre die Temperatur der Luftsäule A'N nicht 0^, sondern ^, so ist die 
Dichtigkeit der Luft fOr 760 Millimeter Druck nicht A, sondern (Z : (1 + at)*\ 
wo a den Ausdehnungskoeffizienten (0,003665) der Luft hedeutet, und statt ist 

zu setzen o : ( 1 4- "¥^^ ) > wodurch.^ der Wert von A etwas modifiziert 

wird, nämlich 

• g 760 (1 4- at) _ 18892 (1 + at) 

"^ 5650 * "^ 5550 

Die BaronieterhÖhen hn und h^ müssen sich, um vergleichbar zu sein, auf 
dieselbe Temperatur beziehen (z. B. Null) und event. darauf reduziert werden.**"*) 
Sind die Temperaturen an den Orten A und J^ verschieden, so nimmt man als 

*) ^gl* § &j Anwendungen, 1. 

**) Weldie Temperatur hierbei genommen wird, ist gldchgtUtig, da das Ver- 
hältnis 5^ : ftn , also auch Ug h^ -- hg }hk bei jeder Temperatur denselben 
Wert hat. 
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Wert Ton t bei der Berecimnng von A das arithmetische Mittel beider. Der Wert 
von A kann auch empirisch bestimmt werden. Es ist nämlich nach 5) 



4 = JT:{ log bo — log bn \ 



Wftre also eine bestimmte Höhe H etwa anf trigonometrischem Wege ge- 
fdnden nnd bo nnd bn gleichzeitig gemessen, so ließe sich hieraus A berechnen. 
So fand Ramont fttr A den Wert 18393 Meter. Btthlmann erhöhte diese Zahl anf 
18400 Veter, weil er fand, daß selbst bei nicht xa weit (in horizontaler Richtung) 
von einander entfernten Beobachtangsorten das arithmetische Mittel der beiden 
Temperataren nicht genaa die dorchschnittliche Temperatur der ganzen Luffcsänle 
zwischen den Orten angiebt nnd daß deshalb die Resultate einer und derselben 
Messung je nach der Tages- oder Jahreszeit (im ersteren Falle sogar um 40 Meter) 
schwanken können. Als Grund dafOr nennt Rfihlmann die große Absorptionsfähig- 
keit des Erdbodens fOr Wännestrahlen im Gegensatze zu deijenigen der Luft, so 
daß die Thermometer an beiden Stationen zu sehr durch die sSnekhlende Wärme 
des Erdbodens beeinflußt werden, als daß dieselben den wahren Gang der Luft- 
tonperatur angeben können. Rtthlmann giebt folgende Formel zur Berechnung des 
Höhenunterschiedes an: 

H = 18400 (l,00157 -f 0,003665 ^ ^ ^) [log bo — log bn\ .... 7) 

Am sichersten erhält man den wahren Höhenunterschied, wenn 
man die mittleren Jahresbarometerstände beider Orte bei der Be- 
rechnung benutzt. 

Bei sehr genauen Messungen wird auch noch die Luftfeuchtigkeit und die 
Beschleunigung g durch .die Sdiwerkraft, welche sich mit der geographischen 
Breite ändert und eine Änderung der Dichtigkeit d der Luft bedingt, berttck- 
sichtigt 

Soll die Höhe eines Ortes N fiber dem Meeresspiegel bestimmt 
werden, so wird der Barometerstand bn mit einem gleicli^eitig an der 
Meeresküste beobachteten verglichen; oder man setzt, wenn bn das 
Jahresmittel des Ortes N bedeutet, einfach bo = 760 Millimeter. 

Denkt man sich einen Ort, an dem die Barometerhohe nur noch 
1 Millimeter beträgt^ so ergiebt sich als Höhe desselben annähernd 

H = 18400 . log 760 = 53000 Meter = ca. 7 Meilen. 

In der Höhe von 7 Meilen ist die Atmosphäre schon so dünn, 
daß sie nur eine Quecksilbersäule von .1 Millimeter Höhe tragen kann. 
Die Höhe der Atmosphäre schätzt man danach auf ca. 8 — 10 Meilen. 
(Vgl. Aufg. 5 in § 4 der Aerodynamik.) 

Für bn = wäre log bn = — OO; also H = OD. Hiemach 
müßte die Atmosphäre unendlich hoch sein, was doch thatsächlich 
nicht der Fall ist. Der Widerspruch kommt daher, daß bei Ableitung 
unserer Formel die Zentrifugalkraft und die Abnahme der Schwer- 
kraft mit der Höhe nicht berücksichtigt wurde. Man sieht hieraus, 
daß diese Formel auch nur bis zu gewissen verhältnismäßig geringen 
Höhen (jedoch Ar alle Bergeshöhen der Erde) zuverlässige Resultate 
liefem kann. — Setzt man bo = 760, 6« = 759, so ist H = 
10,5 Meter ungefähr; man muß also vom Meeresspiegel etwa um 
10,5 Meter steigen, damit das Barometer um 1 Millimeter fallt. 

Ist die Höhe H eines Ortes über dem Meeresspiegel 
gegeben, so findet man den (mittleren) Barometerstand an 
demselben nach der aus 5) folgenden Formel 
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B 

UgK — loglo x fttr Jo = 760 Mülimeter .... 8) 

Ebenso findet man die Luftdichtigkeit dn in der Höhe Hj weil 
6h : 6o = dii : do, also log hi — log K = log do — log di» war, 
nach der Formel 

hgcU^logdo — ^{tb^do= 0,001298) .... 9) 

Barometerstände und Dichtigkeiten der Lnft 

in einigen Höhen 

(berechnet fÄr JL = 18400). 



Ort. 



Meereshöhe 
in Metern. 



Barometer- 
stand 
in Milli- 
metern. 



Dichtigkeit 
der Lnft 

für do = 1. 



Brocken 

Schneekoppe 

St Gotthard 

Quito 

Aetna 

Meierei auf dem Antisana (höchste 

menschliche Wohnung) . . . 

Montblanc 

Chimborazo 

Mount Everest 

Größte im Luftballon erreichte 

Höhe 



1145 
1602 
2380 
2915 
3315 

4105 
4812 
6435 
8844 

11000 



658,5 
621,9 
564,2 
527,7 
501,9 

454,7 
416,2 
339,7 
251,3 

191,9 



0,8665 
0,8184 
0,7424 
0,6944 
0,6605 

0,5988 
0,5476 
0,4470 
0,3306 

0,3961 



Die erste barometrische Höhenmessnng wurde anf Yeranlassiuig Fascal*8 yon 
Ferner anf dem Fny de Dome (970 Meter hoch) im Jahre 1648 angesteUt 

Betrachtet man in der Formel 5) i^ als unbekannte Größe, so 
ergiebt sich die bei der Eeduktion eines Barometerstandes 
bn auf den Meeresspiegel anzuwendende Formel 

log ho = -2 — h ^^ ^n . • . . 10) 
worin H die Höhe des Ortes Ober dem Meeresspiegel bedeutet 

Am Ende dieses § mOge noch die Berechnung der Steighöhe eines Lnftbaliona 
Fiat« finden. Die Steigkraft des Ballons war it « F (« — o) — (p -f- P), wo 
die Buchstaben dieselbe Bedentang haben wie in § 2. Der BaUon kommt cor 

Bnhe, wenn E = 0, also « = ^-^ h <> wird. Aus 5) folgt nmi, wenn man 

wie hei 9) lopbB'-logbn==:log8o'-log$ setzt (wo sq die Dichtigkeit der Lnft 
am Meeresj^iegd bedentet) 

H^ A [log 80 -kg (^^ + o)] 



Sin BftUon Ton 1000 Kubikmeter Inhalt und einon Bigenfewicht von p + P 
= 500 Küttframin (Tgl. § 2) wOide Also mit WaaserstofF getOlt eine Höhe toq 
ca. 6278 Meter, mit Leachtgas gefüllt üne Höhe Toa 961,6 Meter erreichen 
kDnnen. 

§7. 

EnolieUaageii und ^^parate, welelie auf dun Lnfldrack bemhea. 

1) Die Wirkung anf den menschlichen Körper. Die Brüder 
Weber bewiesen (1886), daß die Arme und Beine, wenji sie frei 
herabhängen, nicht durch die Muskeln getragen werden, sondern durch 
den von unten her wirkenden Luftdrudt, weldier die Oberann- und 
Oberschenkelknochen mit dem 

am oberen Ende derselben be- 
findüchen kugelförmigen Kopf« 
{A in Pig. 89) in die luftdicht 
schließende Pfanne (B) des 
Schlüsselbeins resp. des Bedcens 
hineindrtlckt. Daher fällt das 
Bein auch nicht herab, wenn 
sämtliche Muskeln und Sdmen 
durchschnitten werden. Wird 
jedoch durch das Becken hin- 
durch ein Loch bis zur Pfanne 
gebohrt, so wirkt der Luftdruck 
nnn von beiden Seiten gleich pjg g^ 

stark und das Bein fällt in- 
folge seines G-ewichts beräb. Drüi^t man den Schenkelkopf 
wieder in die Pfanne und verschließt das Loch mit dem Pinger, so 
wird das Bein wieder getrf^m n. s. w. 

In groBen GebirgahShen erfordern alle Bewegungen der Extremitäten wegen 
des geringen LnMmcks eine bedeutende MuBkelanstrengung. 

2) Der gekrümmte Heber, welcher 
zum Entleeren von GeßLßeu gebraucht wird, 
besteht ans einer gekrümmten Bohre (Fig. 90), 
welche mit dem einen Schenkel AB in die 
Flüssigkeit eines Gefäßes bei A eintaucht, 
während der andere Schenkel BC frei ist 
oder auch in eine Flüssigkeit (bei C) ein- 
taucht £s Bäea BD und BE die vertikalen 
Hö^en des höchsten Punktes .5 der Bohre 
übCT A und C, Denken wir uns nun die 
ganze Bohre mit einer Flüssigkeit auf irgend 
eine Weise gefüllt, so wirkt in der BShxs 
bei A dem äußeren durch die Flüssigkeit 
hindurch fortgepflanzten Luftdruck P der 

Druck der gehobenen Flüssigkeitssäule AB pig. 90. 
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entgegen, weldier von der vertikalai Hübe BD abhängt. Wenn non 
BD eine gewisse Größe (ftr Wasser 10,33 Meter) nicbt fiberschratet, 
so ist P größer als dieser Flüssigkeitsdrnck und es pflanzt sich nach 
B hin der resultierende Dmck fort, welcher gegen den vertikalen 
Qaerschnitt l bei B mit einer Kraft R = P — h . BD . s wirkt 
(s ist das spezifische Grewicht der FIBssigkeit). Ebenso ist die Kraft, 
welche ans dem bei C wirkenden Lnftdmck und dem O^endniek der 
Flüssigkeitssänle £C resultiert, bei B gleich Bi = P — b . BE . s. 
Wäre mm BE = BD, d. h. liegen C und A in gleicher Höhe, so 
ist jB = iZi, es erfolgt also gar keine Bewegung weder nach A, 
noch nach C hin. Wfire BE < BD, so wäre Bi > B, die ganze 
Flüssigkeit würde also nach A zurückfließen. Ist endlich BE > BD, 
so ist Ä > Bi, es erfolgt daher eine^ Bewegung Ton A nach C hin, 
d. h. die Flüssigkeit fließt bei C ans und zwar mit dner Geschwindig- 
keit, welche der Differenz 5 — iJi = i {BE — BD) s, also der 
Höhendifferenz Ton A and C entspricht 

Man fcuin also mittelst dea Hebers inunei nnr ans einem hShei' BteiLenden in 
an tiefer stehendei QeAß eine Flüsaiekeit entleeren (nicht nmgekehrt). Das 
Wjtximnni Ton BD, A. L der EShe der Eihebnng der Flüssigkeit im Heber riditet 
Bich nach dem apeiüschea Gewicht derselben nnd wBxe für Quecksilber 78 Centi- 
meter (die Barometerhähe)', dieses Maiimnm wird geringer, wenn der Lnftdmck P 
geringer wird and ist im loftleeren Ranme gerade so wie P selbst gleich KxiU, 
d. h. im lofUeerec Baume fließt der Heber überhaupt nicht. Das FlieJien dea He- 
bers hört anch auf, wean die Luft über dem zu entleerenden OefiUle plützlich ab- 
gesperrt wird, wie z. B. wenn das Qötsä eine Flasche wäie, dntcb deren Hals 
luftdicht einmal daa Heberrohi AB und außerdem noch eine zweite Bflhre hittdnicb- 
geht, welche die ttoßere Lnft mit der Lnft in der Flasche verbindet, und wenn 
diese zweite Bohre durch den Finger verschlossen würde. Dann fließt nämlich die 
Flüssigkeit noch für einen Augenblick aua; dadurch wird aber der Lnitranm in 
der Flasche vergrößert, also die Luft verdünnt, d. h. P und somit anch B wird 
kleiner, während der Lnftdmck an der Offnnng (C) des Hebers and somit anch 
Bi angeändert bleibt. Hat R soweit abgenommen, daß B=' Mt geworden ist, so 
hOrt das Fließen des Hebers auf-, es beginnt wieder, wenn man den Finger en^ 
femt u. s. w. Tancht der Hebet und anch die zweite BBhre in einen tieffcr stehenden 
gefüllten Filtriertrichter, so muD das Niveau in demselben stets dieselbe Höhe be- 
halten, da bei dem Sinken desselben die MUndnng der zweiten Btthre &ei wird and der 
Heber fließt, bis die MOndnng wieder abgesperrt wird. 

Das Füllen des Hebers kann durch Sangen bei C oder (wie 
bei (giften nnd Säuren) an einer seitlich angebrachten BAbre {F) 
(wobei die öfbrnng C natürlich geschlossen wird), ferner aach 
schon vor dem Eintauchen bei umgekehrtem Heber bewerkstelligt 
werden. ~ Schon die Alten kannten den Heber unter dem Namen 
diabetei. In neuerer Zeit werden sogar Seen über Hügel hinweg 
durch große gemauerte Heber entleert, wobei die Lnft durch eine 
Saugpumpe an der hitchat^n Stelle dea Hebers ausgetrieben wird. 
Die intermittierenden, d. h. mit Unterbrechung 
flieCenden Quellen lassen sich auf den Heber znrückfDhftn. 
Ein Hohlraum im Innern der Erde (dem GkfäS A entsprechend) steht 
mit der Quelle (C entsprechend) durch einen Heber in Yerbindnng. 
dessen höchster Punkt (B) jedoch tiefer als der höchste Punkt des 
Hoblraomes liegt. Füllt sich daa Bassin mit Wasser, so füllt sich 
(nach dem Gesetze der kommunizierenden RShren) anch der Heber 
und die Quelle beginnt zu fließen. Ist das Bassin soweit entleert. 
Fig. 91. daß Luftblasen dnrch dsn Heber gdien, so hört das Fließen auf n.B.w. 
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ÄhnUdi iBt dleWitknng boi dem Tantalnsbaehei (Pig. 91); derselbe entkert doli 
dnrch den aich telbit ftUlenden. Heber, welcher dnrch den 2hifi des ßefÜies hin^uolt' 
geht, TOn selbst. 

Dnich den Luftdruck werden direkt getragen die Flüssigkeiten in dem 
Tintenfafi mit seitlicher Offnnng, in dem magischen Trichter, der Zanberkanne, 
dem ölkrag ' der Wittire, dem Sieb der Vestalm, dem intermittierenden Bronnen 
nnd Umlic^n Spielereien. YgL die UAriotte'sche Fluche Fig. 51 und den Stech- 
heber X'ig. 67. 

9) Die SaBgpnmpe (Fig. 92) beetdit am 
dem in das Wasser eines Brunnens eintauchen- 
den 90g. Saogrohr A, welches am oberen Ende 
durch ein nur nach oben sich ö&endes Yentil E 
(das Bodcnventil) geschlossen werden kann, 
dann ans dem Kolbenrohr B, in welchem sich 
da" durchbohrte Kolben 6 auf- und nieda- 
bewegt, und «idüch aus dem Pampenrohr C, 
welches die AnsfloßrObre Z> trägt. (Die Röhre 
C ist hanfig auch nur die Yerlängernng von B) 
Die Kanäle des Kolbens G werden durch die 
Ventile F (die Kolbenventüe), welche sich auch 
nur nach oben Öfiien, geschlossen. Wird der 
Kolben (durch ein Hebelwerk) aufwärts be- 
wegt, so wird die Luft unter demselben ver- 
dünnt (wegen des größer werdenden Raumes) 
nnd der änfiere nnnmehr überwiegende Luftdruck 
drückt das Wasser in das Steigrohr hinein. 
Das auMeigende Wasser tritt durch das ge- 
öffiiete Ventil J? in das Kolbenrohr. Bei äem 
Kiedergange des Kolbens schließt sich durdi 
den Ehrack desselben das Ventil E nnd das Fig. 92. 

TorhOT aufgesaugte Wasser steigt durch 
die sich ö&enden Ventile F des Kolbens 
in das Pumpenrohr, um schließlich bei X) 
auszufließen. Bei dem Anfwärtsgehen 
werden die Ventile F durch den von oben 
her wirkenden Luftdruck geschlossen, da- 
gegen wird E durch den Druck von nnt^ 
geöffnet und das Spiel beginnt von neuem. 
Da der Luftdruck nur eine Wassersäule 
Ton 10,83 Meter tragen kann und zwar 
auch nur, wenn der Raum über dem Wasser 
vollkommen luftleer ist, letzteres im Saog- 
rohr aber nie der Fall ist, da außerd^ 
die Ventile nie vollkommen luftdicht 
schliefieo, so darf das Saugrohr in der 
Praxis mcht übor' 7—8 Meter lang ge- 
macht werden. , 

4) Die Druckpumpe (Fig. 93) unter- p. gg 
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aeheidet sieb von der Säugpumpe nur dadurch, daß der Kolben Q 
masfiov und am unteren Ende des Kolbenrohrs ein seitliches Rohr K 
(das Steigrohr) mit einem nach oben sich öffiienden Ventile K ange- 
bracht ist. Das im Saugrohre A aufgesaugte Wasser füllt das 
Kolb^irolH* an und wird bei dem Niedergange des Kol- 
bens & in das Steigrohr H hineingedr&ckt, wobei das 
Ventil E sich schließt, aber K sich öfl&iet, während bei 
dem AuMehen des Kolbens E geöffnet und K geschlossen 
ist. Das Steigrohr kann eine bäiebige Länge haben, doeh 
wird die auf den Kolben Q wirkende Druckkraft der zu 
hebenden Wassersäule (also der Länge des Steigrohrs) 
proportional sein müssen (vgl. die hydraulisdie Presse, 
Fig. 3). 

Fig. 94. ^^^ '^evL mit seinen Klappen wirkt durch seine regelmäßigen 

Kontraktionen wie eine Druckpumpe. 

5) Der Heronsball und Heronsbrunnen 
(Hero von Alexandrien f 221 v, Chr.). Heronsball 
nennt man einen teilweise mit Wasser gefüllten 
Ballon (Fig. 94), durch dessen Hals eine Eöhre luft- 
dicht bis nahe zum Boden geht. Wird die ein* 
geschlossene Luft auf irgend eine Weise (z. B. durch 
Einblasen von Luft oder mittelst eina: Kompressions- 
pumpe) verdichtet, so wird durch die Expansion 
dieser Luft das Wasser in der Röhre in die Höhe 
getrieben, bis der Druck innerhalb des Ballons wie- 
der gleich dem äußeren Luftdruck geworden ist 

Bei der Spritzflasche der Chemiker, welche «ach 
nur ein Heronsball ist, erfolgt die Verdichtang der einge* 
schlossenen Luft durch E^einblasen von Luft mittelst einer 
zweiten kurzen Bohre, welche nicht bis zum Wasser reicht. — 
Bei den selbstthätigen Selterwasserflaschen (Syphons) wird das 
Wasser durch den Druck der (komprimierten) Sjohleiis&nre 
ausgetrieben. 

Der Heronsbrunnen (Fig. 95) besteht ans einem 
Heronsball A^ in welchem die Luft durdi Wasser- 
druck komprimiert wird. Das Wasser des Beser- 
Yoirs B fließt durch die Bohre G in das Bassin D 
und treibt dadurch die in Z) befindliche Luft durch 
das Bohr E in den H^onsball A hinein. — Zanber- 
tonne. 

6) Die Feuerspritze (Fig. 96) ist eine Verbin- 
dung einer oder zweier Druckpumpen mit einem 

Heronsball^ welcher hier Windkessel genannt wird. Die Druckpumpen 
pressen bei dem Niedergehen ihrer Kolben das bei dem Aufwärts- 
gehen derselben aufgesaugte Wasser in den Windkessel hinein und 
verdichten darin die Luft, indem sie ihr Volumen verkleineriL Die 
alternierende Bewegung der Kolben, welche durch einai Hebel be- 




Fig. 95. 



wirkt wird, hat einen k»n- 
stanten Zufluß des ■Wassers 
zum Windkessel, daher auch 
eine sich gleichbleibende Ver- 
dichtung der eingeschlosse- 
nen Luft und somit einen 
Wasserstrahl von konstanter 
Höhe zur Folge. (Ware 
nur eine Drnckpnmpe vor- 
handen, so würde während 
der aufwärts gerichteten Be- 
wegung ihres Kolbens das 

Wasser inj Windkessel sin- Fig. 96. 

ken, folglich der Luftdrack 

abnehmen und der Strahl niedriger werden.) Die ÄnsflaJlöffliung 
bleibt so lange geschlossen, bis die Verdichtung der Luft im Wind- 
kessd eine gewisse Größe erreicht hat; man erhält dann einen Strahl 
von bedeutender Höhe. 

Wäre z. B. die Lnft bis anf V* ihres anfänglichen Volumens komprimiert 
worden, eo wäre der Luftdruck im Windkessel nach dem Mariotte'sclien Gesetze 
imal so groQ als anfänglich, d. h. 4 Atmosphären, welche, weil an der Ansfluß- 
nfFnnng ein &egendmck der Lnft von einer Atmosphäre zu überwinden ist, einen 
Wasserstrahl von 3 . 10,33 Meter (vertikaler) Höhe liefern könnten. ' Daß diese 
theoretische Höhe nie erreicht wird (ebenso wie bei dem Springbrunnen), ist in der 
Hydrodynamik (§ 1) bereits angeführt nnd erklärt worden. 

7) Die Luftpumpe (erfunden von Otto t. Guericke 1650), welche 
dazu dient die Luft aus einem Baume möglichst zu entfernen, hat im 
wesentlichen folgende Einrichtung: In einem Cylinder C (Fig. 97), 
Stiefel genannt, kann ein Kolben (entweder direkt durch Druck nnd 
Zug an der Kolbenstange oder durch ein Knrbdrad, welches in die 
in diesemFalle gezahnteKolben- 
stange eingreift) luftdicht auf- 
und abbewegt werden. Der 
Stiefel steht durch ein Eohr B 
mit dem sog. Luftpnmpenteller, 
d. i. einer Platte von Metall oder 
Glas, auf welche das zn eva- 
kuierende Gefäß, der sog. Re- 
zipient, gesetzt wird, in Ver- 
bindung. Je nach der Unter- 
breehungsvorrichtnng für diese 
Verbindung unterscheidet man 

Ventil- und Hahnluft- 
pumpen. Bei ersteren ist der 
Kolben durchbohrt und die Öff- 
nung (gerade so wie bei der 
Saugpumpe) durch ein Ventil F 
verschließbar. (Fig. 97 stellt Fig. VJ. 
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eine Y entillnftpampe dar.) Ein zweites auch nur nach oben hin sich öffiien- 
des Ventil & ist am Boden des Stiefels angebracht Wird der Kolben 
in die Höhe gezogen, so wird die Luft ans dem Bezipienten in den 
Stiefel gesaugt, indem das Bodenyentil sich öffiiet, während das 
Eolbenyentil (infolge des äußeren überwiegenden Luftdrucks) ge- 
schlossen bleibt. Das im Eezipienten (inkl. Röhre) abgesperrte Liät- 
yolumen Y vergrößert sich um das Volumen v des Stiefels. Dadurch 
wird die Luft yerdäimt und zwar gilt nach dem Mariotte'schen Ge- 
setze für die Dichtigkeit äi derselben im Verhältnisse zu der anfäng- 
lichen Dichtigkeit A 

V 
dl : d = V \ (Y -\- v). also di = d . ■«:-; — . 

Wird der Kolben wieder zurttckbewegt, so wird die Luft unter 
demselben komprimiert, es schließt sich daher das Bodenyentil und die 
Luft, welche nun nicht mehr zum Eezipienten zurückkehren kann, 
entweicht durch das gehobene Kolbenyentil ins Freie, nachdem die- 
selbe durch den Druck eine größere Spannkraft erlangt hat als die 
äußere Luft. Bei dem zweiten Kolbenzuge wird das Volumen Y der ab- 
gesperrten (schon yerdünnten) Luft wieder bis zu 7+ v vergrößert; wir 
haben daher für die Dichtigkeit dg der Luft nach dem zweiten Kolbenzuge 

Y { Y \^ 

dz : dl = Y : (y4- v\ also efe = di . '=r-, — = d I r=-, — I 

^ ' ^ Y-j-v \Y-\-v/ 

und, wenn man die Schlußweise fortsetzt, nach dem nten Kolbenzuge 

/ Y Y 

Wie die Dichtigkeiten verhalten sich auch die Spannkräft;e der 
Luft im Bezipienten; daher ist auch die Spannkraft oder der Druck 
der Luft nach dem nten Kolbenzuge, wenn D der anfitngliche (durch 
die Barometerhöhe gemessene) Druck war: 

■». - ^ ■ (t^)" 

Die Dichtigkeit und der Druck nehmen also in geo- 
metrischer Progression ab. 

Den Drnck Dn kann man dnrch ein kleines Qnecksilberbarometer, die sog. 
Barometerprobe, welche nnter den Eezipienten gesetzt wird, oft aber auch mit der 
Bohre B in fester Verbindung ist, messen. Dieses Barometer ist nnr etwa 
20 Centimeter lang; daher ftlllt das Quecksilber den längeren Schenkel desselben 
ganz ans und sinkt erst, wenn der Luftdruck im Eezipienten auf ca. 20 Centimeter 
gefallen ist. 

Dem leeren Baum entspricht eine Dichtigkeit oder ein Druck der 
Luft gleich Null. Da nun erst für n = oo d» = oder Dn = 
wird, so ist ein vollständiges Vakuum selbst bei lange fortgesetztem 
Pumpen nicht zu erreichen. Man nähert sich aber offenbar 
der Luftleere um so schneller, je kleiner der Quotient 
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F : (V-\-v) = , d. h. je größer das Volumen v des 

14- — 

Stiefels im Verhältnis zu dem des Bezipienten ist. Man 
wendet deshalb häufig zweistiefelige Luftpumpen mit alternierender 
Bewegung der Kolben an^ so daß abwechselnd in den einen und dann 
in den anderen Stiefel die Luft gesaugt und daraus wieder entfernt 
wird. Die Wirkung in einer gewissen Zeit ist dann dieselbe wie bei 
einer einstiefeligen Pumpe mit doppelt so großem Stiefel. 

Weil die Klappenventile meistens nicht hinreichend luftdicht schließen, außer- 
dem aber auch nach längerem Fnmpen durch den schwachen Luftdruck im E.ezi- 
pienten nicht mehr gehoben werden würden, so ersetzt man dieselben häufig durch 
leichtere sog. Blasenventile, d. h. rechteckige Streifen von Schweinsblase, 
welche über der Kolben- und Bodenöffiiung an zwei gegenüberliegenden Seiten be- 
festigt sind. Mit solchen Ventilen ist die Verdünnung der Luft bis auf wenige 
Millimeter Druck zu treiben, doch kommt man schließlich immer zu einer G-renze, 
welche trotz fortgesetzten Pumpens nicht überschritten werden kann, und zwar 
erstens weil selbst die Blasenventile durch den geringen Druck nicht mehr ge- 
hoben werden können, besonders aber wegen des sog. schädlichen Raumes, d. h. 
des Baumes zwischen dem Bodenventil und dem Kolbenventil, wenn der Kolben 
seine tiefste Lage einnimmt. Da dieser Raum bei dem Niederdrücken des Kolbens 
sich immer wieder mit Luft von der atmosphärischen Dichtigkeit durch das 
Kolbenventil hindurch füllt und diese Luft bei dem Aufziehen des Kolbens sich 

im ganzen Stiefel verbreitet, so würde, wenn der schädliche Raum — von dem 

Volumen des Stiefels beträgt, auch die Dichtigkeit der Luft im Stiefel (und somit 
auch im Rezipienten) nach dem Aufziehen des Kolbens wegen des nmal größeren 

Raumes immer wenigstens noch — von der atmosphärischen Dichtigkeit be- 
tragen und — d also die Q-renze der Verdünnung sein. Der schädliche Raum 

muß hiemach möglich klein gemacht werden. 

SoU bei der Berechnung der Verdünnung der schädliche Raum, dessen In- 
halt r sei, mitberücksichtigt werden, so schließe man folgendermaßen: Der Luft- 
raum V von der Dichtigkeit dn-i (nach n — 1 Kolbenzügen) und der Luft- 
raum r von der atmosphärischen Dichtigkeit d geben, sowie die Verbindung 
zwischen beiden eintritt, einen Luftraum V -h r von der Dichtigkeit 

V dn ■ 1 ~4~ fd _. 

hn^i =^ — ^ (vgl. Aerodynamik § 3, 1). Wird nun der Kolben in 

die Höhe gezogen, so verbreitet sich diese Luftmenge V + r in den Raum 
F + r + 17, also wird die Dichtigkeit durch diesen Kolbenzug übergehen in 

5, 74- r Vdn-i -\- rd , V , d , r 

dn = 0«— 1 , -==-; ■ — = — , ; = O«— 1 . -=-; ; 1- 



V-{-v-\-r y + v-f-r ' V-\-v-{-r V-^v-j-r' 

Setzt man nun für n der Reihe nach 1,*2, 3 . . . n und bezeichnet der Ab- 
kürzung wegen den Faktor von dn-i mit x, den Faktor von d mit ^, so erhält man 

dl = dx -\- dy =i d {x -\- y) 

d^ = ^103 4- ^y = rf f ac^ -I- iw/ -f y] 

dz = d^-\-dy=d\üfi-^Q^-\-ocy-{'y] 

o(^-\-y-z 1 

X ""* X J 
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Setzt man für x und y die Werte, so erhält man nach einigen leichten Um- 
formnngen 

{v -h r \V+v-\-rJ v -\- rj 

dr 
Die Grenze der Yerdünnang erhält man für n = CXD, nämlich — : — 

V ~i— f 

oder d . . Die Verdünnung läßt sich also um so weiter treiben, je 

V 

größer — , d. h. je kleiner r im Verhältnis zu v ist. 
r 

Soll die Luft wieder in den Bezipienten strömen, so 
benutzt man einen Hahn H (Fig. 97) in der Verbindungs- 
röhre B mit doppelter Durchbohrung wie in Fig. 98, welcher 
bei dem Auspumpen der Luft so gestellt war, daß sein Ka- 
nal a den Eezipienten und die Röhre (B) verband, welcher 
jetzt aber so gedreht wird, daß der zweite Kanal bc bei b 
Fig. 98. mit dem Eezipienten, bei c mit der äußeren Luft kommu- 

niziert. 
Als Eezipienten wählt man gewöhnlich Glasglocken oder Cylinder mit ab- 
geschliffenem Bande, welcher des besseren Verschlusses wegen mit Fett be- 
strichen wird« 

Die Hahnluftpumpe (welche mit der Druckpumpe Ähnlichkeit 
hat) unterscheidet sich von der Yentilluftpnmpe dadurch, daß der Kol- 
ben massiv ist und statt des Bodenventils im Yerbindnngsrohr des 
Stiefels mit dem Bezipienten möglichst nahe dem Stiefel ein doppelt 
durchbohrter Hahn wie Fig. 98 angebracht ist, welcher vor dem 
Aufziehen des Kolbens so gestellt wird, daß Stiefel und Bezipient 
(durch den Kanal a) kommunizieren, dagegen vor dem Zurückgehen 
des Kolbens durch eine Drehung um 90 Grad in eine solche Lage 
kommt, daß der Stiefel durch den Kanal bc mit der äußeren Luft in 
Verbindung tritt, während der Kezipient abgesperrt ist. Die bei dem 
Aufziehen aufgesaugte Luft wird daher bei dem Zurtlckgehen des 
Kolbens in die äußere Luft evakuiert. Soll die Luft wieder zutreten, 
so dreht man den Hahn aus der letzten Stellung um 180^ so daß der 
Kezipient durch den Kanal bc mit der äusseren Luft in Verbindung tritt. 

Die Berechnung der Verdünnung ist dieselbe wie bei der Ventil- 
luftpumpe. 

Der schädliche Eamn ist hier der Ranm zwischen dem Kolben in seiner 
tiefsten Stellung und dem Hahne, weil dieser Baum sich durch den Kanal bc des 
Hahnes immer mit atmosphärischer Luft fÜUt, welche nach dem Zurückdrehen des 
Hahnes in die erste Stellung und dem Wiederaufziehen des Kolbens sich im Stiefel 
verbreitet. Die unterste Grenze der erreichbaren Yerdünnung ergiebt sich aus dem 
Verhältnis des schädlichen Baumes zum Inhalt des Stiefels wie bei der Yentilhift- 
pumpe. ~ Bei den zweistiefeligen Hahnluftpumpen hat Gxassmann (1819) dem Hahne 
eine Einrichtung gegeben, durch welche die Wirkung des schädlichen Baumes auf 
ein Minimum reduziert wird. Während bei gewöhnlichem Auspumpen immer der 
eine Stiefel mit dem Bezipienten, der andere mit der Luft durch je einen Sjinal 
des Hahnes in Verbindung steht, wird, wenn die Luft den höchstmöglichen Yer- 
dtinnungsgrad erreicht hat, der Hahn so gestellt» daß die beiden Stiefel durch 
einen dritten Kanal mit einander kommunizieren, während die anderen Verbindun- 
gen abgesperrt sind. Der nun aufwärts gehende Kolben pumpt nicht die Luft aus 
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dem Bedpienten, sondern ans dem anderen Stiefel, in welchem somit anch die 
Luft des sdiädlichen Eanmes verdünnt wird; dann wird der Hahn in die frühere 
Stellung gedreht nnd der wieder znrttckgehende Kolhen evakuiert diese Luft, wäh- 
rend der andere wieder Luft aus dem Rezipienten pumpt u. s. w. — Im allgemei- 
nen gestatten die Hahnluftpumpen eine stärkere Yerdfinnung als die Yentilluft- 
pumpen, doch ist auch mit jenen der Druck hSchstens bis auf 1 lOllimeter zu 
verringern. 

Die Quecksilberluftpumpe (von Geißler in Bonn 1855 er- 
funden), welche zum Evakuieren kleinerer Eäume (z. B. der GeiBler- 
sehen Eöhren) gebraucht wird, beruht auf der Herstellung eines Tori- 
celli'schen Vakuums. Das nach unten in eine ca. 80 Oentimeter lange, 
nach oben in eine kürzere Bohre sich fortsetzende 
Glasgefäß A (Fig. 99) ist durch einen starken 
Schlauch B mit dem Gefäße C verbunden. Über 
dem Gefäß A befindet sich bei B ein doppdt 
durchbohrter Hahn (von derselben Konstruktion 
wie bei der Hahnluftpumpe). Ein Kanal dieses 
Hahnes verbindet das Gefäß A mit dem zu eva- 
kuierenden Gefäß, welches mit der Eohre E in 
Verbindung gebracht wird, während durch den 
anderen Kanal eine Verbindung des Gefäßes A 
mit dem seitlich angebrachten Gefäße F oder 
(wenn die Luft wieder in den Rezipienten treten 
soll) der Röhre ^ mit i^ hergestellt werden kann. 
Das Gefäß C wird mit Quecksilber gefüllt; das- 
selbe tritt nach dem Gesetze der kommunizierenden 
Röhren in das Gefäß A und durch den Hahn D 
auch in das Ge&ß J^, wo es bis zu derselben Höhe 
wie in C aufsteigt Wird nun durch eine Dre- 
hung des Hahnes die Verbindung von A und F 
unterbrochen, dann das Gefäß C um 80 Oenti- 
meter gesenkt, so würde (wenn wir uns die 
Verbindung von A und E zunächst auch noch 
unterbrochen denken) durch den in C wirkenden Luftdruck in der 
Röhre unter A nur eine Quecksilbersäule von 76 Oentimeter Höhe 
getragen werden können, es muß daher in A das Quecksilber sinken 
und ein Toricelli'sches Vakuum entstehen. Wird nun durch den 
Hahn D das Gefäß A mit dem Rezipienten (bei F!) verbunden, so 
verbreitet sich die Luft des letzteren auch nach A und wird dadurch 
verdünnt. Hierauf wird der Hahn B wieder in seine frühere Lage 
gedreht, also die Verbindung mit E unterbrochen, dagegen mit F 
hergestellt und das Gefäß C gehoben. Es fallt sich das Gefäß A 
wieder mit Quecksilber, während die vorher aufgesaugte Luft durch 
das Quecksilber in F hindurch entweicht. Durch Wiederholung der 
einzelnen Manipulationen kann ein sehr hoher Grad von Verdünnung 
erreicht werden. Die Dichtigkeit cZ» der Luft nach n-maUgem Senken 
und Heben des Gefäßes C ergiebt sich, ebenso wie bei der Ventil- 
luftpampe angegeben wurde, aus dem Volumen V des Rezipienten 




Fig. 99. 
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und der Größe v des hergesteUten Yakniims in dem Gefäße Ä 
(welches dem Volumen des Stiefels entspricht) nach der Formel 



^ = ^ (f+^)"- 



Man wendet die Quecksilberlaftpnmpe hänfig an, um die durch eine gewöhn- 
liche Luffcpmnpe bereits erreichte Yerdünnnng noch weiter za treiben. Vgl. auch 
die Bunsen'sche und Sprengerache Luftpumpe in der Hydrodynamik § 2. 

Versuche mit der Luftpumpe. 

a. Die G-locke des Eezipienten haftet schon nach einigen Kolbenzügen so fest 
an dem Teller, daß sie sich nicht einmal verschieben läßt. 

b. Eine auf den cylindrischen Rezipienten gebundene Blase krümmt sich in- 
folge des äußeren Luftdrucks und mangelnden Gegendrucks konkav und platzt so- 
gar bei starker Verdünnung der Luft unter der Blase. (Die Blase muß hierzu 
sehr trocken sein.) Ebenso springt eine dünne Glasplatte, mit welcher der Ke- 
zipient bedeckt ist, und zwar mit starkem Knall wegen des plötzlich in den Re- 
zipienten eintretenden Luftstromes. 

c. Quecksilber wird durch den Luftdruck durch Holzplatten und Leder ge- 
preßt (Quecksilberregen). 

d. Die Magdeburger Halbkugeln. Zwei auf einander abgeschliffene Halb- 
kugeln aus Kupfer werden auf einander gesetzt und der eingeschlossene Baum 
evakuiert; Die Halbkugeln werden durch den Luftdruck sehr stark gegen einander 
gepreßt. Otto von Guericke stellte diesen Versuch i. J. 1654 vor dem Reichstag 
zu Regensburg an. Die Halbkugeln hatten 1 Elle im Durchmesser und konnten 
durch 24 Pferde nicht aus einander gerissen werden. (Vgl. Aufgabe 1 und 2 in 
§ 4 der Aerodynamik.) 

e. Der Heber (am besten mit Quecksilber gefüllt) fließt im Vakuum nicht 
(s. § 7, 2). 

f. Der HeronsbaU springt unter dem Rezipienten, weil die eingeschlossene 
Luft dichter ist als die äußere. 

g. Eine Luftblase, welche in einem mit Wasser gefüllten und in Wasser um- 
gekehrten Reagensglas enthalten ist, dehnt sich bei dem Evakuieren aus und ver- 
kleinert sich wieder, wenn die Luft zutritt. 

h. Ein Ei platzt oder, wenn ein kleines Loch hineingestoßen ist, das Eiweiß 
fließt aus wegen der Ausdehnung der eingeschlossenen Luft (vgl. § 1). Ein 
runzeliger ApM wird ganz glatt. 

i. Aus dem Wasser steigen unter dem Rezipienten Blasen von Luft und 
Kohlensäure aus, welche Gase immer darin aufgelöst sind. Selterwasser und Bier 
schäumen sehr stark. Ebenso entweicht die Luft aus Holz, welches auf Wasser 
schwimmt. Das Holz wird dadurch schwerer und sinkt unter (die Holzmasse 
selbst ist also spezifisch schwerer als Wasser). 

k. Ein Licht erlischt, Tiere sterben im luftverdünnten Raum wegen Mangos 
an Sauerstoff. Schießpulver entzündet sich im leeren Raum viel schwieriger als 
im lufterfüllten und brennt ohne Verpuffong ruhig ab. (Man kann hierzu ein 
Brennglas benutzen.) 

1. Der Schall eines Uhrwerks unter dem Rezipienten verschwindet bei dem 
Evakuieren vollständig, wenn (durch Unterlegen von Korkscheiben) dafür gesorgt 
ist, daß derselbe sich nicht durch feste Körper, z. B# den Teller, fortpflanzt. 

m. Lauwarmes Wasser kocht wegen des geringeren Luftdrucks. Dabei sinkt 
die Temperatur, weil die zur Dampfbildung nötige Wärme dem Wasser ent- 
zogen wird. 

H. Kalteji Wasser zwischen zwei Uhrgläser gebracht, gefriert, wenn in dem 
oberen Glase Äther oder Schwefelkohlenstoff unter dem Rezipienten zu schnellerem 
Verdunsten gebracht wird. 

0. Eine Bleikugel und eine Flaumfeder fallen im leeren Räume gleich schnell 
(Fallröhre). 

p. Das Luftreaktionsrad (ein dem Segner^schen Wasserrad ähnlicher Apparat 
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von Glas) dreht sich bei dem Eyakuieren der eiBgeschlossenen Ltifk^ weil dadurch 
die äußere Lnft zum Einströmen in die 4 Ansatzröhren gebracht wird und darin 
einen Druck auf die Röhrenwände ausübt.'*') 

In neuerer Zeit benutzt man die Luftpumpe bei der sog. atmosphärischen 
Eisenbahn (welche in England sogar zur Personenbeförderung benutzt wird) und 
zur pneumatischen Beförderung von Briefen (Rohrpost). In einer eisernen Röhre, 
der sog. Treibröhre, wird die Luft mittelst einer durch Dampf getriebenen Luftpumpe 
verdünnt und ein luftdicht schließender Kolben, welcher die Briefe enthält, durch 
den Druck der hinter demselben einströmenden Luft vorwärts bewegt (in Berlin 
mit einer Geschwindigkeit von ca. 1000 Meter in einer Minute). (Vgl. Aufgabe 
3 in § 4 der Hydrodynamik.) 

8) Die Kompressionspumpe dient dazu die Luft (oder ein 
anderes Gas) in einem Räume zu verdichten. Jede ein- oder zwei- 
stiefelige Hahnluftpumpe läßt sich als Kompressionspumpe benutzen, 
wenn man den Hahn vor dem Aufziehen des Kolbens so stellt, daß der 
Stiefel mit der äusseren Luft kommuniziert, vor dem Zurück- 
gehen des Kolbens jedoch so, daß der Stiefel und der 
Bezipient (welcher in diesem Falle auf den Teller auf- 
geschraubt wird) in Verbindung stehen. Die Stellungen 
des Halmes sind also gerade die entgegengesetzten wie 
bei dem Evakuieren. Die bei dem Aufziehen des Kol- 
bens in den Stiefel gesaugte atmosphärische Luft wird 
bei dem Herabdrücken desselben in den Rezipienten ge- 
preßt und dadurch die Luft darin verdichtet.**) — Man 
hat jedoch auch besondere nur zum Komprimieren von 
Gasen bestimmte Apparate hergestellt, welche folgende 
Einrichtung haben. Ein Cylinder A (Fig. 100), in 
welchem sich ein massiver Kolben luftdicht bewegt, ist 
an dem einen Ende durch ein nach außen hin sich öff- 
nendes (meist kegelförmiges) Ventil ß verschließbar, 
welches durch Federkraft gegen die Öffiaung gedrückt 
wird. Unterhalb dieses Ventils wird das Gefäß F, in 
dem die Luft komprimiert werden soll, angeschraubt. 
Der Hahn E di^t zum Verschluß dieses Gefäßes. Wird 
der Kolben bis an das obere Ende des..Cylinders auf- Fig. loo. 
gezogen, so tritt durch die seitliche Öffhung B die 
atmosphärische Luft in den Cylinder, welche bei dem Abwärtsgehen 
des Kolbens in das Gefäß F gepreßt wird, wobei das Ventil C sich 
öffixet, während dasselbe bei dem Aufwärtsgehen des Kolbens durch 
den Druck der bereits verdichteten Luft in F geschlossen wird. Ist 

V das Volumen von F, t) dasjenige des Gylinders JL, so wird durch 
w-maliges Herabdrücken des Kolbens offenbar ein Luftvolumen 

V -\- nv von atmosphärischer Dichtigkeit do oder dem Druck D auf 
ein Volumen von der Größe V zusammengedrückt, daher gilt nach 



*) Vgl. Aerodynamik § 2, No 3. 

**) Die YentiUnftpnmpen können nicht ohne weiteres znm Komprimieren der 
Luft gebraucht werden; dies wäre nur möglich, wenn die Ventile sich beide nach 
der entgegengesetzten Seite (nach unten) öffneten, doch haben sich die so kon- 
struierten Apparate nicht bewährt. 
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dem Mariotte^schen Gesetze f&r die Dichtigkeit dn und ftlr den 
Druck Dn der komprimierten Luft 

dn : do = (7 -f- wv) : F resp. Dn \ D = {V -{- nv) : F, 

woraus 

(?H : do 1 ^^ — I = do H y- und Dh = I? H ^ 

folgt. Die Dichtigkeit und der Druck wachsen also mit der 
Anzahl der Kolbenzüge in arithmetischer Progression. 

Wäre z. B. t? = 7, so wäre nach n-maligem Kolbenzuge A» = (n -f- 1) do 
und ZV» = (n + 1) D, d. h. der Druck der komprimierten Ltät wäre gleich n -{- 1 
Atmosphären. Der Raum zwischen dem Kolben in seiner tiefsten Teilung und 
dem Bodenventil wirkt hier auch als schädlicher Raum, so daß die Yerdichtung 
eine gewisse G-röße nicht überschreiten kann, wodurch andererseits aber auch 
einem Springen des Gefäßes F bei zu starkem inneren Druck vorgebeugt wird. 

Bei der Windbüchse enthält der Gewehrkolben die komprimierte Luft. Das 
Bodenventil C ist in diesem Kolben angebracht und es wird daher nur der C^- 
linder A aufgesetzt. Wird nach der Kompression der Luft (auf 8—10 Atmosphä- 
ren) ein Lauf an den Gewehrkolben geschraubt und durch einen Drücker das Ventil 
für einen Augenblick geöffnet, so treibt die ausströmende Luft eine im Laufe be- 
findliche Kugel mit großer G-eschwindigkeit heraus. Bei sehr starker Kompression 
der Luft kann man mehrere Schüsse hinter einander thun, ohne die Luft jedesmal 
vorher zu komprimieren^ doch wird die Anfangsgeschwindigkeit der Kugä wegen 
des abnehmenden Luftdrucks mit jedem Schusse kleiner. 

Die Kompressionspumpe wird femer angewendet zum Kondensieren (Flüssig- 
machen) von G-asen (z. B. Kohlensäure, Cyangas, Ammoniak), bei der DarsteUung 
von Sodawasser, zum Treiben von Bohrmaschinen (z. B. bei der Durchbohrung des 
G-otthardtunnels), in der Medizin zur Heilung asthmatischer Leiden, bei Taucher- 
glocken und Aquarien. 

9) Auf der Wirkung des Luftdrucks beruht endlich noch die Er- 
scheinung des Atmens, welches durch Erweiterung der Lunge und die 
dadurch bewirkte Verdünnung der Luft in dersdben zu Stande kommt, 
femer das Eauchen und Trinken. Die Luft wird durch Saugen in 
dem Pfeifenrohr verdünnt und der Bauch durch den äußeren atmo- 
sphärischen Druck in demselben zum Aufsteigen gebracht Bei dem 
Trinken verdünnt man durch Zurückziehen der Zunge die Luft im 
Munde; die Flüssigkeit wird dann ebenfalls durch den äußeren Luft- 
druck in den Mund getrieben. 

Das Trinken wird sehr erschwert oder unmöglich gemacht, wenn die Luft 
zur Flüssigkeit keinen Zutritt hat (z. B. bei dem Trinken aus einer Flasche). 
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Aerodynamik oder Pneumatik. 



§ 1. 

Ansstrfimnngsgesetze fflr Gase. 

Wird in einem Gefäße, welches ein komprimiertes Gas enthält, 
eine kleine Öffiiung angebracht, so strömt das G^ heraus nach ge- 
wissen Gesetzen, welche den Gesetzen der Hydrodynamik analog sind 
nnd sich aus denselben leicht ableiten lassen. 

Wir wollen zunächst annehmen, daß der Druck, unter welchem 
das eingeschlossene Gas steht, oder auch die Spannkraft des Gases 
konstant bleibe und durch eine Quecksilbersäule von H Meter Höhe 
gemessen werde; die Dichtigkeit des Gases fiir diesen Druck sei ä, 
so wurde, wenn das Gas nicht durch den Druck der angenommenen 
Quecksilbersäule von der Höhe Hj sondern durch den Druck einer 
über der Ausflußöffiaung befindlichen Gasmasse von gleichem Gewicht 
zum Ausströmen gebracht würde, die letztere eine Höhe h haben 
müssen, für welche die Gleichung gilt h : H = s : d (wo 5 das 
spezifische Gewicht = 13,59 des Quecksilbers ist), so daß 

H . s 

ist {s und d müssen sich auf dieselbe Einheit, z. B. auf Wasser, be- 
ziehen.) Die in der Hydrodynamik (§ 1) gemachten Schlüsse, welche 
nur auf der Schwere und leichten Verschiebbarkeit der Teüe einer 
Flüssigkeit beruhten, lassen sich nun ohne weiteres auch auf Gase 
übertragen, so daß auch hier das Toricelli'sche Theorem gilt, wenn 
die Ausflußöffiaung sehr klein ist. 

Strömt ein Gas aus einem Gefäße in den leeren Raum 
(so daß also an der Öffiiung kein Gegendruck vorhanden ist), so muß 
für die Ausströmungsgeschwindigkeit die Formel gelten 

V = Y^gh = ]/^^ 1) 

Wäre 8 die Dichtigkeit des Gases (bezogen auf Wasser) bei 
dem Normaldruck 0,76 Meter, so hätten wir nach dem Mariotte'schen 
Gesetze, Folger. 2 : 
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8 : d = 0,76 : H, also d = -r^ .... 2) 
Setzt man diesen Wert von ({ in die Gleichung 1), so ergiebt sich 



«-1/ 



2gs . 0,76 g. 



. . 



Hieraus ergeben sich folgende Gesetze für das Ausströmen von 
Gasen in den leeren Baum: 

1) Die Ausströmungsgeschwindigkeiten zweier Gase 
yerhalten sich umgekehrt wie die Quadratwurzeln aus ihren 
Dichtigkeiten. 

{v:v, = ]/-f : ]/^ = lAT : Vi)*) 

Sauerstoff strOmt 4mal langsamer aus als Wasserstoff, denn die Dichtigkeiten 
dieser Gase verhalten sich wie 16 : 1. 

2) Die Ausflußgeschwindigkeit eines Gases ist un- 
abhängig von dem Druck, unter dem das Gas steht (weil H 
in der Formel 8) nicht vorkommt). Wenn also der Druck w&hrend 
des Ausströmens sinkt (oder steigt), so bleibt die Geschwindigkeit 
doch konstant. (Die obige Annahme eines konstant bleibmden Drucks 
ist also in unserem Falle nicht notwendig.) 

Strömt das Gas nicht in ein Vakuum, sondern in einen 
Baum, der bereits ein unter dem Drucke H^ stehendes Gas enthält, 
so wird ein Teü des Drucks H dazu verwendet den g^en die Öff- 
nung gerichteten Druck £P zu überwinden, daher wird der Ausfluß 
nur durch den Druck H — £P hervorgebracht und es ist auch 

oder, wenn wir für die dem Drucke H entsprechende Dichtigkeit d 
den Weit aus 2) eiosetzen: 

Damit v reell sei, muß H > IP sein. Ein Gas kann also aus 
einem Gefäße überhaupt nur ausströmen, wenn es unter einem stärke- 
ren Druck steht als das benachbarte Gas, in welches es strömen soU. 
(Leuchtgas strömt nur in die Luft aus, wenn seine Spannkraft großer 
als eine Atmosphäre ist) Aus 4) folgen fiir das Ausströmen eines 
Gases in ein anderes hinein folgende Gesetze: 



*) Bei den Flüssigkeiten kam es auf das spezifische Gewicht nicht an. 

"'*) Die Dichtigkät d des Gkises ist noch diesell^e wie vorher, als nur der 
Dmck H vorhanden war, weil dieser Dmck sich durch das Gas hindurch fort- 
pflanzen mnß, mn den Gegendruck JEP zu ttherwinden, dahei aher das Gas gerade 
80 stark zusammendrückt als vorher. 
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1) Die AnsstFÖrnDD^sgeschwindigkeiten verschiedener 
Gase verhalten sich amgekehrt wie die Qnadratwnrzeln ans 
den Dichtigkeiten (gerade so wie oben). 

2) Die Aasströmangegeschwindigkeit eines Gases ist 
abhängig vom Druck; dieselbe ist um so größer, je größer 
der Druck (^ des Gases im Verhältnis zum Gegendruck (ff) 
an der Öffnung ist [wie man aus der 2. Form der Formel 5) er- 
kennt]. Wenn der Drude M während des Ansströmens abnimmt, so 
gilt zwar auch noch die Formel 5), allein die Geschwindigkeit v 
nimmt auch fortwährend ab, bis fi" = ff geworden ist, d. h. bis 
zn Null. 

Alle genannten Besnltate sind nur nSheranginreiBe richtig. Je grfißer die 
Keibnng in der AnsflußSffQnag, wie z. £. in kapillaren Offiinngea, desto grOBer 
ist die Äbweichnng von den Qeaetzen. Sei sehr langen KShienleitnngen wird die 
Änsflaßgeschwindigkeit (nach Girard) sogar von der Dichtigkeit dea Gases nn- 
abbängig, so dsÜ es dann nur noch auf den Dmck ankommt. 

Um Gase in größerer Menge aufzufangen und unter höherem 
Drucke ausströmen zu lassen, benutzt man die Gasometer. Fig. 101 
stellt einen Gasometei* dar, wie er in der Chemie häufig gebraucht 
wird. Der Cylinder C von Blech steht mit dem Reservoir Ä durch 
2 Röhren B nnd D in Verbindung, welche durch die 
Hähne E nnd F geschlossen werden können. "Wäh- 
rend das Rohr B schon unter dem Deckel des Oy- 
linders C endigt, reicht das Rohr D bis nahe zum 
Roden desselben. Am unteren Ende des Cylinders 
bei 6 befindet sich eine kurze etwas aufwärts ge- 
krümmte weite Röhre, welche durch eine Schraube 
verschlossen werden kann, am oberen Ende bei L die 
enge Ausströmungsröhre. Durch das Rohr D wird 
der ganze Cylinder C mit Wasser gefBllt, wobei die 
Luft durch die Röhre B entweicht und dann, nach- 
dem alle Hähne geschlossen sind, die Röhre G ge- 
öffnet. Die ganze Wassersäule wird durch den bei Q 
wirkenden Luftdruck getragen. Läßt man nun durch Fig. loi. 
einen in die Röhre (7 eingetauchten Schlauch ein Gas 
eintreten, so fließt in demselben Maüe Wasser aus, als das Gas den 
Cylinder anflillt. Durch das "Wasserstandsrohr K (welches bei gläser- 
nen Gasometern natürlich fehlt) wird die Höhe des Wassers im Cy- 
linder angegeben. Soll das Gas ausströmen, so wird Q geschlossen, 
L nnd F geödhet. Der Druck des im Reservoir A befindlichen 
Wassers, welcher sich durch das Rohr i> in das Wasser des Cylin- 
ders C hinein fortpflanzt, wirkt hier von unten h^ auf das Gas nnd 
treibt dasselbe bei L heraus. — Die Leuchtgasgasometer in den Gas- 
anstalten enthalten einen unten offenen in Wasser schwimmenden 
Kessel, weldier von dem von unten her einströmenden Gase getragen 
vrird, aber durch sein eigenes Gewicht das Gas wieder heraus in die 
Leitungsrohren treibt 
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Bei der ersteren Art yon Gasometern ist der gesamte Druck auf 
das Gas zusammengesetzt aus dem Druck d^ Wassers&ule über dem 
Wasser im Cylinder, deren Höhe (sie heiße a) einer Quecksilbersäule 
yon der Höhe a : 8 (s — 13)59) entspricht, und aus dem Luftdruck. 

Es ist also H = \- 0,76 Meter. Da aber an der Ausfluß- 

öffiiung L auch der Luftdruck wirkt, so ist SP = 0,76, also H — H' 
r=^ a : 8j daher nadi 5) ffir soldie Gasometer: 



_ 1 / 2ga . 0,76 . s .^. 

"" "" V 8(a + 0,76.) ••••«)) 



Die Ausflußmenge in t** ist wie bei einer, ausfließenden Elüsäg- 
keit gleich einem Oylinder, dessen Basis die Öffidung b und dessen 
Höhe gleich t;t ist; es ist also 

M = bvt . . . . 1) 

Diese theoretische Ausflußmenge muß, wenn man daraus die that- 
sächliche ableiten will, noch mit einem gewissen Faktor multipliziert 
werden, welcher jedoch nicht, wie bei dem Ausfluß einer Flüssigkeit, 
0,62, sondern überhaupt keine konstante Größe ist, indem derselbe 
mit wachsender Druckhöhe abnimmt. Ffir 0,14 Meter Wasserdruck 
und eine Öffimng in dünner Wand ergab sich 0,65, ffir 0,9 Meter 
dagegen nur 0,52. Die Yermindemng der Ausflußmenge beruht auch 
auf einer coniractio venae^ welche durch seitlichen Zufluß des Gases 
zur Öfl&iung sich erklären läßt. (Vgl. § 2 der Hydrodynamik.) 
(Hierzu Ai^abe 9 und 10 in § 4) 

Durch Ansatzröhrennnrd die Ansflußmenge der Gase gerade so vermehrt wie 
diejenige der Flüssigkeiten nnd zwar durch konisch sich erweiternde mehr als 
durch cylindrische, so daß dieselbe großer als die theoretische werden kann. 

Strömen gleiche Mengen zweier Gase (nach einander) durch die- 
selbe Öffiiung mit den Geschwindigkeiten v und v^ in den Zeiten t 



*) Bei dem Ausfließen der Flüssigkeiten wurde der Lufi^druck nicht berück- 
sichtigt, weil das Gefäß oben offen angenommen wurde, also die Luftdrücke im 
Niveau und an der Ausflußöffiiung gleich groß waren und sich aufhoben, femer ^weil 
die Flüssigkeiten inkompressibel sind, also durch diesen Druck ihre Dichtigkeit 
nicht ändern. Der Ausfluß in die Luft erfolgt also gerade so, als woin über dem 
Niveau und an der Ausflußöfhung sich ein leerer Baum befönde. Würde jedoch 
z. B. Wasser aus einem oben offenen Gefäße in einen leeren Kaum fließen, so wäre 
zu dem Druck der Wassersäule von der Höhe h Meter noch der Druck der Liuft 
zu addieren. Daher wäre, weil dem Luftdruck eine Wassersäule von 10,33 Meter 
Höhe entspricht, die Formel für die Ausflußgeschwindigkeit des Wassers 

V = V2g (h + 10,33). Würde umgekehrt das Gefäß oben vers chlossen sein, 

während an der Ansflußöl&iung der Luftdruck wirkt, so wäre v s= V^ {h — 10,33) 
und es könnte also nur ein Ausfluß erfolgen, wenn h > 10,33 Meter ist Im an- 
deren Falle (h < 10,33) würde, wie wir ja bereits aus § 3 der Aerostatik wissen, 
die ganze Wassersäule durch den Luftd ruck getragen werden. Für Quecksilber 

wäre offenbar i/ = V2g (h =fc 0,76), also v' von v verschieden. Die Ausfluß- 
gesch?rindigkeit würde also nicht mehr vom spezifisdien Gewichte der Flüssigkeit 
unabhängig sein. 
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QDd ti am, so ist Bftflh 7) (^lenbar vt = vitt, also v : vj = h : t 
und nadi 3) oder 5) bei gleicltea DrnckTerhaitniffien 

B : Si = i« : d«, 

d. h. die Dichtigkeiten zweier Gase verhalten sich wie die 
Quadrate der Ausströmungszeiten. 

Dieaee Qeeetz benntiite Bunsen zur Vergleichnng der speaifischen Gewicht« 
Terschiedener Qmo, indem er ang ein« weiten mit dem Oase gefüllten BQhre, 
welche an dem einen £nde mit Q,neckgilber abgesperrt war, sm anderen eine 
feine öffnnng hatte, nach einander gleiche Mengen der Gase auBStrCmen lieü und 
die Aasfla£zeiteii beobachtete. Die gleiche Quantität der Gase erkannt« BiinBen 
an dem Änfat«igeii eine« in der ROhre befindlichen gläsernen SchwimmerB bis za 
einer bestimmten Harke. 

§ 2. 

Aypanle nai Enolieinigeii, welche auf der Bewegnog der ßase 
berolieB. 

1) Gebläse, a. Der einfache Blasebalg (Fig. 102) besteht 
aus einem Luftbehälter, welcher durch ä Bretter gebildet wird, die 
durch Leder mit einander verbunden sind. Der Behälter endigt in 
einer Bohre B, der sog. Düse, und 
steht aoHerdem durtä ein nach 
innen sich öffnendes Ventil A mit 
der äußeren Luft in Verbindung. 
Wird die obere Platte aufgezogen, 
so strömt die Luft teils durch B, 
teils durch das sich öffnende Ven- pig_ i^^. 

til A in den Blasebalg. Bei dem 

Niederdrücken der Platte schließt sich A und die komprimierte Luft 
strömt bei B aus. Man erhält auf diese Weise allerdmgs nur einen 
intermittierenden Luftstrom, nämlich nur bei dem Niederilröcfcen der 
oberen Platte. 

b. Der zusammengesetzteoder Schmiedeblasebalg (Fig. 103) 
dient dazu einen kontinuierlichen Luftstrom zu erzeugen. Unterhalb 
eines gewöhnlichen einfachen Blasebalgs A, welcher bei E die Döse, 
bei C das Ventil enthält, befindet sich noch ein zweiter Luftraum B, 
welcher bei D durch ein nach innen sich öffnendes Ventil mit der 
äoßereD Luft, durch das Ventil C 
mit dem Hohlräume A kommuni- 
ziert. Wird das untere Brett des 
Baumes B abwärts bewegt, so 
vergrößert sich der Baum B und 
es strömt durch das (vom Luft- 
druck) gehobene Ventil D die 
Luft in den Raum B, während 
das Ventil C (infolge des durch 
E eintretenden Luftdrucks) ge- Fig. 103. 
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schlössen bleibt. Wird dagegrai die tmterste Bodenplatte wieder g;e- 
hobes, so schließt sich, weil die in £ anfgesangte Luft nnn kom- 
primiert wird, das Ventil D imd die Luft strömt ans B durch das 
von d^ komprimierten Luft gehobene Ventil nach A, aus welchem 
Räume dieselbe dann durdi ein auf den Bla,8ebalg g^eleg^tes Gewicht 
nach der Düse E hingetrieben wird. Ist durch rasches Ab- und 
AufwSrtsbewegen der Bodenplatte von B der Hohh-aum A einmal 
angeblasen, so braucht man diese Platte nur noch so schnell zu be- 
wegen, daß der Raum A nahezu ein konstantes Volumen behält; es 
muß dann auch ein nahezu kontinuierlicher Luftstrom aus E aus- 
treten, ob die Bodenplatte von B gerade aufwärts oder abwärts geht 

c Das Cylindergebläse, welches bei Hochöfen Anwendung . 
findet und durch Wasser- oder Dampfbraft getrieben wird, hat Ähn- 
lichkeit mit einem Dampfcylinder. In dem Oylinder C {Fig. 104), 
welche durch die beiden am oberen und unteren Ende «sgebrachtea, 
sich nach innen öffnenden Ventile A und B mit der äußeren Luft, 
durch die nach außen sich öffnenden Ven- 
tile D und E mit dem Kasten F in Ver- 
bindung steht, bew^ sieh luftdicht ein 
B ^Kolben G; geht derselbe aufwärts, so wird 
bei A Luft aufgesaugt, während die über 
dem Kolben befindliche Lult durch das 
Ventil D nach F hin entweicht. (Die 
Ventile B und E bleiben geschlossen.) 
G-eht der Kolben Q abwärts, so wird bei 
B Luit aufgesaugt und die unter O be- 
* findliehe, vorher aufgesaugte Luft strömt 
durch das Ventil E in den Kasten F, wo- 
bei die Ventile A und D geschlossen hlei- 
^^" ben. Aus dem Kasten F, welcher als 

Windkessel dient und fortwährend Luft aulnimmt, tritt dann bei M 
ein kontinuierlicher Luftstrom aus. 

Der Kolben <? beiregt eich in dem Gylind«r nicht gleichmäßig schnell, son- 
dern in der Mitte des Cjliuders Bcbnetler alB bji den Enden (wo der Kolben immer 
flir einen Moment zur Ruhe kommt). Die hierdnrcli bewirkte Ungleichheit in dem 
Druck und somit auch in der Äugeträmnngsgesch windigkeit der Luft wird dadurch 
beseitigt, Aa& man dem Kasten F ein sehr gioQee Yolumen im Verbältnis cn dem 
des Cylinders giebt (etwa 50 : 1) oder auch die Lnft ans dem Kasten F noch in einen 
besonderen dnroh Wasser abgesperrten Raum, den sog. Regulator, leitet, in welchem 
der Luftdruck konstant bleibt, weil bei stärkerer Kompression der Luft, d. L wenn 
mehr Loft in den Regnlator strömt, das Wasser in demselben sich senkt nnd ho- 
mit das Volnmen der eingeschlossenen Luft sich Tergrößert, wodurch die Dichtig- 
keit nnd die 8{iannkraft dieser Luft in demselben VerhUtnis wieder kleiner wer- 
den; (umgekehrt bei scbwächerer Kompression der Lnft). 

Das Wassertrommelgebläse ist bereits in der Hydrodynamik (§ 2) erwähnt 
worden. 

2) Wenn ein bewegtes Gas (z. B. der Wind) senkrecht gegen 
eine ruhende oder auch selbst bewegte Fläche stößt, so a^ebt sicli 
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f&r den Druck desselben anf diese Fläche analog der Berechnung des 
Dracks einer bewegten Flüssigkeit (Hydrodynamik § 3) die Formel 

9 
worin q die gedrSckte Flftcbe, s das spezifische Gewicht des Gases, 
V nnd w die Geschwindigkeiten des Gases resp. der voraaeilenden 
Fläche, g = 9,809 Meter und a einen Er&hnmgskoeffizienten (wegen 
der Ansdehnsamkeit des Gases) bedeutet Bei schiefer Druckrichtung 
ist dieser Wert von K, wenn a der Winkel dw Druckrichtung mit 
der Fläche ist, noch mit sin a zm multiplizieren. Der Brack ist 
also dem Quadrate der relativen Geschwindigkeit des Gases 
proportional. 

Der Druck des Windes kommt zur Anwendung bei den Wind- 
m&hlen, Segelschiffen und dem Papierdrachen. 

Die Windmlihlenflttgel haben zur Richtung des Windes, welcher det 
Brehnngaachse parallel gerichtet ist, eine achr&ge Lage. Der Druck des Windes 
liann zeriegt werden in eine zur FlttgelflXche parallele, also nnwirkaame, und in 
eine darauf senkrechte Eomponente. Letztere hat znr Drehnngaachse eine schiefe 
Lage nnd zerlegt sich daher wiedenun in eine 2nr Achse parallele (also erfolglose) 
nnd eine dazn senkrechte Seitenkraft, welche letztere die Umdrehnng bewirkt. 

Die Triebkraft wäre offenbar Y= Kginacosa = -g-Ä'. ««2o, als für 0=45" 

am grüfiten. (Vgl. die Schianbentarbine Fig. 61.) — Senkrecht wirkt der Dmck 
des Windes gegen die 4 halbkQgelfdrmigen Schalen des (Eobinson'echen) Anemo- 
meters oder OeachwiDdigkeitsmessers für Winde. Dnich die Botation dieser 
Schalen nm eine vertikale Achse, auf welcher eine Schraube ohne Ende angebracht 
iet, wird ein Zählwerk in Thätigkeit gesetzt und aus der Anzahl der Umdrehungen 
die Windgeachwindigkeit bestimmt. 

Bei den Segelschiffen wird das Segel schief zni Richtung des Windes 
gestellt. Soll ein Schiflf in der Richtung MN (Fig. 105) sich bewegen, wenn der 
Wind in der Richtung AC weht, ao er- 
hSlt das Segel SS die in der Figur an- 
gedeutet« Biditung. Die £raft des 
Windes K = AB = Bü zerlege man 
in die wirknngsloae Seitenkr^ BE 
parallel dem Segel und - in eine dazu 
senkrechte BD, letztere wieder in BG 
in der Bichtnng IfN des Eiels und in 
die dazu senkrecht« BF; diese letztere 
Eiaft, welche das Schiff seitwärts za 
bewegen sucht, kommt infolge der Bau- 
art des Schiffes nicht zur Wirkung (der 
Widerstand des Wassers hindert die 
seitliche Bewegung und jede etwMge Dre- 
hung des Schiffes wird durch das Steuer Fig. 105. 
kompensiert), während die £raft BQ 

das Schiff vonrtUlfl treibt. Ist Winkel ABS= a, liBA = ^, so ist BG = BD. 
cos[? — (W — a)] = K »ma . gin {a + p). Bei gegebenem Werte von ? ist also 
BG um so großer, je giSBer a ist, d. h. je mehr das Segel gegen den Wind ge- 
dreht wird. Schreiben vit BG = ~ K [cos^ ~ cos &a + ß)], so ist B ff «n 
größten, wenn cos (2a -+- P) = — 1, also wenn 2a + p = 180" oder n = 90» 
- -|- P ist, nlmlich in diesem FaUe £Ö = -|- i (1 -t- cos ?) = E eos -^fP. 

9* 



ffflr ß ^ mnlt a = 90" aein; in diesem Falle ist Am Haximnm von B& gleich 
K. Für ß = 90", also wena der Wind direkt Ton der Seite kommt, ist die 

Wirkung am größten, wenn a = 45" ist, nttmlich BG = -^ K n. b. w). 

Bei dem Papierdtacbea igt die Wirkung des (horizontal wehenden) Windes 
dieselbe wie die des fließenden Waasera hei der fliegenden Fähre. (Vgl. Hydro- 
dynamik § 3 am finde.) 

Aneh der sog, Flieger gehiSrt hierher. Wird eine leichte 2- oder 4fltlgelige 
Schraube ans mit Papier beklebtem Draht nm eine vertikale Aehae (durch Feder- 
kraft oder Abaiehen einer Scbnnr) sehr schnell nmgedreht, so bewegt sich dieselbe 
gerade so in der Luft aufwärts wie eine Schiffsschranbe im Waaser Torwarts. 

3) "Weim ein Gas aus einer Öfflning in einer Röhre ausströmt, 
so macht sich wie bei den tropfbar flOssigen Körpern stets auch ein 
rückwirkender Druck auf die der AusströmnogsöShung gegenüber- 
liegende ßöhrenwajid geltend, welcher offenbar mit der Ausströmungs- 
geschwindigkeit wächst, und für welchen nach dem Prinzip von der 
Gleichheit der Aktion und Reaktion eine Formel gelten muß, welche 
der obigen für K analog ist Aus dieser Reaktion läßt sich das 
Aufsteigen der Raketen, die Umdrehung der Fenerräder und des 
Segner'schen Dampfrades, sowie der Rückstoß bei Gewehren und Ge- 
schützen erklären. 

Wird in dem schon bei der Luftpnmpe erwähnten Lnftreaktionsrad (etwa 
dnrch Hineinblasen) die Lnft komprimiert nnd dadnrch zum AnsstrSmen ans den 
gebrOmmten AnsatzrShren gebracht, oder läßt man Wasserdampf ans denselben 
ansBtrümen, so wird der Apparat in gleicher Weise wie das Segner'scbe Wasser- 
rad nmgedreht. 

4) Saugwirkungen. Strömt ein Gas ans einer engeren Röhre 
in eine weitere oder in den unbegrenzten Luftraum, so breitet sich 
dasselbe in dem weiteren Räume aus und reißt die darin befindlichen 
ruhenden Luftteilchen in seiner eigenen Rewegungsricbtung mit sich 
fort. In der weiteren Röhre muß daher eine Luftrerdünnung ein- 
treten. Befindet sich an der weiteren Röhre B unterhalb der Mün- 
dung der engeren Röhre A (Fig. 106) ein 
mit Wasser gefülltes Manometer, so kann 
man die Verdünnung der Luft in B an dem 
Steigen des Wassers im längeren Schenkel 
erkennen. Die Niveaudifferenz in beiden 
Schenkeln giebt den Unterschied zwischen 
dem Drack in der Röhre B and dem äußeren 
Lnftdrack an. (Das einströmende Gas kann 

■^'S' ^^^- auch verdichtete Lnft sein, welche man durch 

die Röhre Ä hindurchbläst.) 
Von der durch einen Gasstrom bewirkten Luftverdünnnng nnd 
der dadnrch veranlaßten Sangwirkung hat man jnancherlei Anwendnn- 
gen gemacht. So wird z. B. in dem Feuerherd der Lokomotiven der 
Luftzug, welcher bei stehenden Dampfkesseln durch hohe Schornsteine 
bewirkt wird, durch das D ampfblasrohr hervorgerufen; dasselbe 
leitet den verbrauchten Dampf in den weiteren Schornstein, in 
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welchen datorch aach die gasjE&nnigm Yerbrennimgsprodukte ans dem 
Fen^herde gesaugt w^den. ÄhnBch ist auch die Wirkung des Leadit- 
^ases in dem Bansen'sehe& Gasbrenner. 

Bei ieai Versuche von Clement and Desormes bringt die 
durch eine Glasrt^hre, welche in der Mitte einer Scheibe mündet, 
hindnrchgeblasene Luft auf eine zweite parallele (leichte) Scheibe aus 
Papier eine saug^de Wirkung herror, so daß diese letztere Scheibe 
bei vertikaler Lage der R^^e sidi sogar der Schw^kraft entgegen 
geg^ die erstere bewegt (Fig. 107). In dem Räume zwischen beiden 
Scheiben, welcher sich hierbei gerade so wie vorhin die weitere Röhre 
verhält, wird durch die aus der engeren Röhre 
einströmende Luft eine Luftverdlumung erzeugt 
und deshalb durch den äußeren Luftdruck die 
untere Scheibe gehoben. Ist die Öflfhung der 
Röhre durch die Scheibe für einen Moment ge- 
schlossen, so stößt der Druck der k(»&priniierten 
Luft in der Röhre die Scheibe wieder ab. Bei 
fortgesetztem Blasen wiederholt sich dieser Vor- 
gang so schnei], daß die untere Scheibe in eine 
vibrierende Bewegung kommt (wie man auch 
an dem damit verbundenen Geräusche erkennt). 
Die untere Platte bewegt sich zwischen 3 Stif- Fig. 107. 

ten parallel zu sich selbst.*) 

Bläst man Luft (oder auch Wasserdampf) durch eine zugespitzte 
Röhre über die Öffiiung einer zweiten zugespitzten Röhre, welche in 
Wasser eintaucht, hinweg, so wird in letzterer die Luft verdünnt, 
dadurch das Wasser aufgesaugt und durch den vorübergehenden Luft- 
strom zerstäubt. — Rafraichisseur (zum Bespritzen von Zimmer- 
pflanzen), Inhalationsapparat, Giffard's Injektor (oder Dampfstrahl- 
pumpe zum Überführen von Wasser in einen Kessel) etc. 

§3. 

Moleknlarwirknngen der Gase. 

1) Diffusion. Werden zwei Gase mit einander vermischt, so 
lagern sich dieselben niemals nach ihrem spezifischen Gewichte über 
einander; ebenso wenig kann bei gleichem spezifischen Gewichte das 
eine Gas in dem anderen eine den Tropfen analoge Erscheinung bil- 
den, sondern die beiden Gase durchdringen sich stets gegenseitig der 
Art, daß eine ganz homogene Masse entsteht (ähnlich der Mischung 
von Wasser und Alkohol). Diese Erscheinung, welche man gerade 
so wie bei den Flüssigkeiten Diffusion nennt, läßt sich aus dem gänz- 
lichen Mangel der Kohäsion in jedem Gase und aus der Adhäsion 



*) Kach Faiaday kann man diese £v8cheuiimg schon dadurch hervorrufen, 
daß man durch eine schmale Öfihnng zwischen Kittel- und Ringfinger gegen ein 
dahinter gehaltenes Stück Papier bläst. 
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beider Gase erklären. Weim die beiden Grase sich anfönglich nur 
berühren, so ist auch nach einiger Zeit stets die Diffusion eingetreten, 
wobei sogar das schwerere Gas der Schwerkraft entgegra zum leich- 
teren aufsteigt. Wird z. B. auf einen aufrecht stehenden Oylinder, 
welcher mit Kohlensäure gefüllt ist, ein anderer verkehrt gehaltener 
Oylinder, welcher Wasserstoffgas enthält, aufgesetzt, so steigt die 
schwere Kohlensäure zum leichteren Wasserstoffgas in die H5he, 
während das letztere Gas sich zum ersteren herabsenkt, bis beide 
Cylinder ganz gleichmäßig nnt Kohlensäui^e und Wasserstoffgas an- 
gefüllt sind. (Dalton's Gesetz.) 

In einem offenen Gefäße kann man hiernach ein Gas niemals lange anf- 
hewahren, weil dasselbe mit der änfieren Lnfb diffundiert, d. h. entweicht nnd 
durch Luft ersetzt wird. Gase, welche leichter als Luft sind, lassen sich aUer- 
dings dadurch auffangen, daß man diesdben auf den Boden eines verkehrt gethalte- 
nen Gefäßes leitet, aus welchem sie dann die Luft verdrängen ; ebenso werden 
schwere Gase auf den Boden eines {lufrecht stehenden Gefäßes geleitet, jedoch er- 
hält man das Gas nur einigermaßen luftfrei bei sehr starkem Gasstrom, so daß die 
Füllung des Gefäßes nur eine ganz geringe Zeit dauert. Bleibt das Gefäß dann 
aber offen, so stellt sich die Diffusion mit der äußeren Luft sehr bald wieder 
ein. — Aus der Diffusion erklärt sich das konstante Verhältnis des Sauerstoffs 
und Stickstoffs in der Luft, die gleichmäßige Verbreitung der Kohlensäure in der 
freien Luft, auch wenn dies^be sich vorübergehend an tieferen ßtdlen des Bodens 
angesammelt hatte, femer die Ventilation der Zimmer durch Öffnen der Fenster, 
wobei die mit schädlichen Gasen gemischte Zimmerluft mit der reinen freien Luft 
diffundiert u. dgl. m. 

Da jedes Gas sich ganz unabhängig von dem anderen in einem 
Baume ausbreitet, d. h. gerade so als wenn dieser Kaum leer wäre, 
so wird die Spannkraft jedes Gases dem neuen Volumen entsprechend 
Bich ändern, doch ist schließlich die Spannkraft des Gasgemeuges 
immer gleich der Summe der Spannkräfte beider Gase auf 
das neue Volumen bezogen. Hätten z. B. die beiden Gase an- 
fänglich die Volumina v und vi und die Spannkräfte p resp. pu und 
werden beide Gase in den Baum V gebracht, so haben wir nach dem 
Mariotte'schen Gesetze (Folger. 2) fiu* die Spannkräfte nunmehr 

X : p = V : V und T : pt = vi : F, 

also Z = ^ und Y = y , 

daher fiir die Spannkraft P des Gasgemenges im Baume V: 

pv . pivi 



woraus sich die wichtige Gleichung 

PV = pv -{- PxVx 

ergiebt. 

Da die Dichtigkeit eines Gases immer der Spannkraft desselben proportional 
ist, so kann man in der letzten Gleichung statt der Spannkräfte offenbar auch die 
Dichtigkeiten setzen, wie sich aber auch auf folgende Weise «rgiebt. Bedeuten ^, 
t^, d resp. das Gewicht, das Yolmnen und die Dichtigkeit fär das eine, ^, Vx^ Oi 
dieselben Größen für das andere Gas, so hat man 



alao g + ^ ^ dv + ditii. 
Ist nun D die Sichtigkeit dea GBSgemisclies und V das neue Tolnmen, so 
ist offenbar 

n _ S +gi _ <fp -^ divi 
^ — V ~ V 

und i)F = cfe + diVi. 

Folgerung 1. WSre V = v = vi, d. h. wird ia einen mit 
eiuem Gase angefOHten R&nin eine ebenso große Quantität eines an- 
deren Gases hineingepreßt, so ist i* = ^ + p, , d. h. die Spann- 
kraft des Gemenges ist gleich der Snmme der anßlnglichen Spannkräfte 
der Gase. 

Polgerong 2. Ist « = w = — 7, i h. werden gleiche 

Mei^n zweier Gase mit einander in Berfihrong und znr Diffusion 

gebracht, so ist i* ^ -r- (p + P\)j und wenn noch p =' pi war, so 

i8tP'=})=pi, d.h.die Spannkraft des Gasgemenges ist ebenso 
groü als die anftngliche Spannkraft jedes Gases. 

Wenn die beiden oben erwähnten mit EahlenBänre und Wasserstoff gefüllten Cy- 
linder gleiclt groS sind, etwa von 1 Liter Inhalt, nnd beide Oase vor der Bertthrnng 
unter einem Drnck Ton einer Atmosphäre standen, so hat man nach der Diffusion 2 Liter 
Gasgemenge nnd cwar auch von einer Spannkraft gleich einer Atmosphäre. — 
Das S&lton'sche Oesets gilt ita beliebig riete Oase. (Hieran Aufgabe 11 in § 4.) 

Werden zwei Gase durch eine poröse Scheidewand 
getrennt, so findet ebenfalls eine DifTosion bdder statt, 
welche man in diesem Falle besser eine Osmose der 
Gase nennt Die Geschwindigkeit, mit welcher die 
Gase dnrch eine Scheidewand hmdnrchgehen, ist um so . 
größer, je geringer das spezifische Gewicht der Gase 
ist; die Gasvolnmina, welche in derselben Zeit hindurch- 
gehen, verhalten sich umgekehrt wie die Qnadrat- 
wnrzeln aus den sp^iflsdien Gewichten (Graham's 
Gesetz). 

WasserstofTgas wfirde hiemach toal schneller dnrch eine 
Scheidewand difftaidieren als Sanerstoffgas, weil die spezifischen 
Gewichte sich wie 1 : 16 vertialten. — Das Groham'sche Gesetz 
ist jedoch nur aonfihemd richtig, denn Grahnm nahm an, daB die 
SifhsionBguehwindigkmt mit der Ansfinfigeschwindi^eit eines 
Gaaes (in ein anderes) xnaammenfalle, was aber, da es sich hier 
nm k^Hlue KaiüUe handelt, in denen ein hedentender Reibnngs- 
widerstand stattfindet, nicht gen&n zutrifft (Tgl. § 1); aoSerdem 
kommt es offisnlMtr anch »nf die Natnr des Diaphngmas an. — 
Pie schndle Osmose des Wsssentoffgases in die Luft läßt sich 
dadurch zeigen, daß man (etwa dmok einen Trichter) dieses Gas 
auf dne dnrch einen Pfropfen TerschlasBeue pordse Thonzelle 
(Fig. 108) strQmen laßt, ans welcher eine ROhre in eine zum Teil _, , „ 
mit WMser geWUe sog. Woolfsidie Flasche Ahrt Diese lUhre »S- l^o- 
endigt nnmittellwr onter dem Korl^fropfen. Dnrch die porSse 
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Thonzelle dringt nun dag Wasserstoffgas sehr schnell in die Wonlf *sche Flasche 
ein, während die Lnft daraus. nur sehr langsam entweicht. Infolge des hierdurch 
in der Flasche entstehenden Überdrucks spritzt das Wasser aus einer zweiten bis 
nahe zum Boden der Flasche reichenden Röhre (wie aus einem Heronsball) 
heraus. 

2) Absorption der Gase 

a. durch feste Körper. Infolge der Adhäsion, welche ein 
fester Körper auf ein in seiner Umgebung befindliches Gas aus&bt, 
absorbiert d^^be eine gewisse Quantität des Gases, welches daher 
in demselben in verdichtetem Zustande sich befinden mnß. Mit der 
Größe der Oberfläche und der Porosität muß, da hiermit die Anzahl 
der Berührungspunkte größer wird, auch die Absorptionsfähigkeit 
wachsen. Besonders wirksam zeigt sich in dieser Beziehung frisch 
geglühte*) Kohle von Buchsbaum- und Campecheholz, welche z. B... bei 
0*^ ihr 85- resp. lllfaches Volumen Ammoniakgas absorbiert. Ahn- 
Uch wirken Platin und besonders Palladium in sehr fein verteiltem 
Znstande als Platin- oder Palladiumschwamm auf Sauerstoff und 
Wasserstoff, wobei infolge der starken Verdichtung der Gase sehr viel 
Wärme erzeugt jord. Ein Volumen PallacBum kann 982 Volumina 
Wasserstoff absorbieren. 

Fängt man in einem Cylinder über Quecksilber Kohlensäure auf und^ läßt 
dann ein nicht zu kleines Stück geglühte Kohle darin aufsteigen, so wird bei der 
Berührung der Kohle mit dem Gase letzteres sofort absorbiert und das aufsteigende 
Quecksilber fÜUt den entstandenen leeren Kaum wieder an. Anwendung Ton 
j^ohlenpulver (oder Torfstreu) zur Desinfektion. — Läßt man Wasserstoffgas 
gegen Platinschwamm strömen, so wird letzterer glühend und entzündet das nach- 
folgende Wasserstoffgas (Döbereiner s Feuerzeug). !Sin gtühender eiserner Ofeu 
läßt einen Teil des absorbierten Kohlenoxydes durch seine Poren hindurchgehen. 
Aufgehäufte porOse Pulverkohle entzündet sich zuweilen von selbst infolge der 
Absorption von Sauerstoff aus der Luft und der damit verbundenen Erwärmung. 

Nicht nur in den Poren, sondern auch an der Oberfläche eines 
festen Körpers ist ein Gas infolge der Molekularanziehung in ver- 
dichtetem Zustande. Daher ist jeder Körpe»r, der an der linft oder 
in einem anderen Gase gelegen hat, mit eiuer verdichteten GashfiUe 
mngeben. (Aus diesem Grunde müssen u. A. die Barometerröhren 
von der anhaftenden Luftschicht durch Kochen des Quecksilbers be- 
freit werden. — In einem Zimmer ist der Geruch eines Gases in 
nächster Nähe der Wände am stärksten.) Wird die Gashulle an 
einigen Stellen etwa durch Bewegung eines Stiftes auf d^n festen 
Körper (z. B. auf eiuer Glastafel) durchbrochen^ so sind diese gas- 
freien Stellen im Stande aufls neue Gase^ z. B. Wasser- und Queck- 
silberdampf zu verdichten und sogar zu kondensieren (Moser's Hauch- 
bilder). 

b. durch flüssige Körper. Wird ein Gas mit einer Flüssig- 
keit in Berührung gebracht, so löst sich das Gas zum Teil in der 
Flüssigkeit auf oder^ was dasselbe ist, es wird von der Flüssigkeit 



*) . Durch Ausglühen befreit man die Kohle yon den bereits aus der Luft 
libsorbierten Gasen. 
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absorbiert. Die Gewichtsmenge des absorbierten Gases ist 
nm so größer, je niedriger die Temperatur, und nach einem 
von Henry aufgestellten Gesetze umgekehrt proportional dem 
Druck des Gases auf die Flüssigkeit. Wii^l der Druck m mal 
größer, so ist auch die absorbierte Gewicfatsmenge m mal größer. 
Hat nun die bei dem Drucke D absorbierte Gewichtsmenge g das Vo- 
lumen V, so würde bei dem Drucke mD (nach dem Mariotte'schen 

Gesetze) diese selbe Gewichtsmenge des Gases das Volumen — v ha- 

ben. Da aber jetzt die Gewichtfimenge mg absorbiert wird, so ist 

1 

das absorbierte Gasvolumen auch gleich m . — v = v. Bei jedem 

m 

Drucke wird also dasselbe Gasvolumen absorbiert. 

Ist eine Flüssigkeit mit einem Gase gesättigt, d. h. ist das 
Maximum des darin löslichen Gewichts aufgelöst, so muß bei einer 
Temperaturerhöhung oder einer Verminderung des Drucks ein Teil 
des Gases wieder entweichen. 

Aus dem Wasser steigen unter dem Bezipienten der Laftpampe Luftblasen 
auf) (zum Teil auch an den Wänden des Glases, an welchen die Luft schon vor 
dem Eingießen des Wassers adhärierte); ebenso entweicht Kohlensäure aus dem 
Selterwasser oder Schaumwein bei dem öffnen der Flasche. 

Durch Sieden kann man die meisten Gase aus einer Flüssigkeit völlig aus- 
treiben. Aus Brunnenwasser entweicht schon bei längerem Stehen an der Luft 
die darin aufgelöste Kohlensäure, wodurch der erfrischende Geschmack desselben 
verloren geht. 

Ein Volumen Wasser absorbiert bei 15^ nach Bunsen 727,2 Vol. Ammoniak- 
gas, 450 Vol. Chlorwasserstoff, 43,6 Vol schweflige Säure, 3,23 Vol. Schwefel- 
wasserstoff, 3 Vol. Ohlorgas, 1 Vol. Kohlensäure, 0,02089 = Vm ungef. Vol. 
Sauerstoff, 0,0193 = Vsa Vol. Wasserstoff, 0,01478 = V70 Vol. Stickstoff. Man nennt 
diese Zahlen Absorptionskoeffizienten. (Sauerstoff wird in größerer Menge 
vom Wasser aufgelöst als Stickstoff. Vorteil ^ den Atmungsprozeß der Fische.) 

Um den Absorptionskoefftzienten zu finden, fängt man das betreffende Gas 
in einem graduierten Cylinder ttber Quecksilber auf und mißt das Volumen F des 
Gases und den Druck D, unter welchem es steht (d. 1. die Differenz zwischen dem 
augenblicklichen Barometerstande und der Höhe des Quecksilbers im Oylinder über 
dem äußeren Niveau). Nun läßt man Wasser in dem Oylinder aufsteigen, mißt das 
Volumen a des Wassers und, nachdem die Absorption des Gases durch das Wasser 
aniigfehört hat, auch das Volumen V des zurückgebliebenen Gases und den Druck 
ly, unter welehem das Gas jetzt steht. Da nun das Wasser bei dem Druck D' 
mit dem Gase gesättigt ist, so müssen wir, um beide Gastolumina mit einander 
vergleichen zu können, auch das anfängliche Volumen V auf den Druck Jy re- 
duzieren, wozu (nach dem Mariotte'schen Gesetze) die Gleichung dient 

X : V == D : D\ 

V D 
Hieraus folgt X = — jy— . Von dem Wasservolumen a ist also absorbiert 

das Gasvolumen 

VD 
X - V ^ -^ -- V, 

also von der Volumeneinheit 



*) Vgl. Versuche mit der Luftpumpe: U 
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a ist der gesachte Absorptionskoeffizient. 

Wenn ein Gemenge mehrerer Gase von einer Flüssigkeit ab- 
sorbiert wird, so kommt bei der Bestiummng der absorbierten Ge- 
wichtsmenge jedes Bestandteils nicht der Gesamtdrack aller Gase, 
sondern nnr der FartiaMruck des betreffenden Gases in Betracht. 
Wasser löst gerade so yiel Kohlensäure auf, ob in den Baum aber 
dem Wasser zu der Kohlensäure noch Stickstoff oder Luft hinein- 
gepreßt wird oder nicht — Der Absorptionskoeffizient für Luft in 
Bezug auf Wasser ist bei 15^ a = 0,01795 = Yöe ungefähr. 

§ 4. 

Aufgaben rar Statik and Dynamik der Oase. 

1) Auf dem Teller einer Luftpumpe liegt eine hohle Halbkugel, 
welche völlig evakuiert sein soll. Welchen Druck übt die Luft auf 
die Oberfläche dieser Halbkugel aus und welche Kraft müßte man in 
der Richtung der Höhe der Halbkugel anwenden, um dieselbe vom 
Teller abzureißen? Der Durchmesser der Halbkugel sei d, der Luft- 
druck auf ein Quadratcentimeter 1033 Gramm. 

Antwort. Der Gesamtdruck beträgt -^ . izd^ . 1033 Gramm. 

Die zu überwindende Resultierende aUer Druckkräfte ist JB = 

— . 1033 fiä^j also halb so groß als der Gesamtdruck* 

Man zerlege die Oberfläche in nnendUch schmale Zonen parallel der Grund- 
fläche, zerlege jede auf ein Elächenelement wirkende, darauf senkrechte Druckkraft 
in . eine horizontale (d. h. parallel dem Teller gerichtete) und eine Tertikaie Seiten- 
kraft; die horizontalen Kräfte heben sich auf, die vertikalen geben eine Resul- 
tierende gleich ihrer Summe. Man bestimme nun zunächst für jede Zone die 
Besultierende und dann erst die Gesamtresultierende. 

2) Welchen Gesamtdruck übt die Luft auf 2 Magdeburger Halb- 
kugeln aus, wenn der Durchmesser derselben ä = 15 Centimeter, 
das Volumen des Fumpenstiefels v = 500 Kubikcentimet^ ist, nach 
10 Kolbenzfigen? (Das Volumen der Verbindungsröhre bleibt un- 
berttcksichtigt.) Welche Kraft muß man auf jede Halbkugel in d^ 
Sichtung der gemeinschaftlichen Achse wirken lassen, um die Halb- 
kugeln zu trennen? 

Antw. D = 1033 icdM 1 — L^bT ß ) } Gramm = 666,650 
Kflogramm. Die Resultierende der Druckkräfte ist ftur jede B!alb* 
kugel B = — D = 166,6625 Kilogramm. 

8) Bei einer atmosphärischen Eisenbahn in Irland hat die Treib- 
röhre eine Länge l = 2276,8 Meter, einen Durchmesser d — 0,381 



Mieter. Der Lnftpampenstiefel hat ein Yolamen v = 3,813 Kubik- 
meter. Wie viel Kolbenzfige sind oOti;, nm die Luft bis auf die 
Hälfte ihrer anftnglidien Dichtigkeit d xa Terdannen?. 



Aittw. n = 



~j^ ^ = ».,*.. 

r 1— toP/ + *" j — ^f X '"^^ 

4) Wie hoch wfirde ein mit OliTenöl Tom spezifischen Gewicht 
0,019 geintes Barometer stehen, wenn ein Qnecksilberbarometer 
760 Millimeter hoch steht? 

Antw. 11,243 Meter. 

5) Wie hoch würde die Atmosphäre der Erde sein, wenn dieselbe 
Überali dieselbe Dichtigkeit hätte wie am Meeresspiegel, nämlich 
d = 0,001293? 

Antw. h = 7993,333 Meter. (Ans dem Gesetze der kommnni- 
zierenden Bohren abzuleiten.) 

6) Ein Gasometer tod 20 Liter Inhalt soll mit Sanerstofi'gas bei 
18*^ 0. und einem Lnftdmck von 754 Millimeter gefüllt werden. Wie 
Tiel Gramm chlorsanres Kali sind dazn za zersetzen, wenn 122,6 Gramm 
dieses Salzes 48 Gramm Sauerstoff liefern? 

Antw. X =- 67,97 Gramm. 

Man bereclme du Gewicht des darzusteUenden 
<20 Liter) nnd dem spezifischen Gewicht bei 18" C. nnd 
letzteres nach Aerostatik § S, Anwendung 1). 

7) Bei dem Manometv Fig. 86 soll bei 
(760 Millimeter) die in der Eöhre abgesperrte 
3=1 Meter haben. Wie viel Atmosphären l 
in das Manometer einströmenden Dampfes, y 
60 Centimeter (h) aber den Nullpunkt gestiegei 
der BShre nnd des cylindrischen Gefälles sich 

Antw. n = 2,58 Atmosphären. 

8) Wie hoch würde dagegen das Qnecksilbi 
steigen, wenn der Dampfdrndc gleich n = 6 
ist? [H und (r : £) wie in Nr. 7.] 

Antw. h = 750,3 Millimeter. 

9) Bei einem Gasometer (wie Fig. 101) wi] 
den Druck einer Wassersäule von 40 Centime 
strömen in die atmosphärische Luft (von 760 ] 
bracht Welches ist die Ausflnlimenge in ein 
Druck während dieser Zeit konstant erbaltei 
1 QnadratmiUimeter groH, der Kontraktionsfakta 

schleonignng durch £e Schwerkraft gleich 10 Meter, das spezifische 



Gewicht des QueckEdlbere gleicb 13,59 angenomm^ wird? Die Tem- 
peratur des Gases und der Luft soll 20° C. betragen. 
Antw. M = 2737,26 Kubikcentimeter. 

10) Wenn aber bei ganz denselben Yerhältoissen die -wirklich 
beobachtete Ausflußmenge 2900 Kubikcentimeter betrüge, wie groß- 
wäre dann der Kontraktionsfaktor? 

Antw. 0,635. 

11) Tier Rezipienten stehen durch" 3 Röhren in Verbindung, in 
welchen sich Hähne zum Abschluß nnd zur Herstellung der Kommu- 
nikation befinden. Yor HersteUung der Kommunikation der in den 
Rezipienten enthaltenen Luft befinden sich 

im 1. Rezip. 500 Kubikcentimeter Luft von 2 Millimeter Spannung, 
„ 2. „ 600 „ „ „ 40 „ „ 

„ 3. „ 700 „ „ „ 50 „ „ 

„ 4. „ 800 „ „ „ 20 „ „ 

Welches ist die (gemeinsame) Spannung der Luft in all«i Rezipienten, 
nachdem die Verbindung durch Öflhen der Hähne hergestellt ist? 
Autw. 297» Millimeter. 



Anhang. Über den Nontu nid das Eathetometer. 

1) Der Nonius oder Vernier*) ist ein Maßstab, 
welcher neben einem anderen Maßstabe, dem Haapt- 
maßstabe, verschiebbar ist nnd zur Bestimmung von 
Bruchteilen des Hauptmaßstabes gebraucht wird. Beide 
Skalen beginnen mit Null und steigen nach derselben 
Richtong. Will man die Länge eines Körpers messen, 
80 verschiebt man den Noniua N (Fig. 109) so weit, 
daß die zu messende Länge zwischen beide Nullpunkte 
filUt Man liest nun zunächst die Anzahl der ganzen 
Skalenteile (bis A) ab und addiert daza den bis zum 
Nullpunkte des Nonius reichenden Bruchteil x des 
nächsten Skalenteils, welcher jetzt bestimmt werden soll. 

Die Eimichtoog des Nonius ist im allgemeinen 
derart, daß auf n Teile des Hauptmaßstabes n -f- 1 
Teile des Nonios kommen (z. B. 9 Maüstabteüe auf 
10 Noninsteile oder 19 M. auf 20 N etc., doch ist 
n -|- 1, wie ans dem Folgenden sich ergeben vrird, am 
zweckmäßigsten ein Zehner). Da hiemadi ein Nonius- 



*) Nnr mit Unrecht wird die Eifindimg dieM« lastninents 
dem Fortngiesen Nonins (eigentlich Nanez) EUKeschrieben, da 
dessen Erflndnng: von der in Bede stehenden des fraDEOsen Peter 
Fig. 109, Veraier (nm 1630) dnrchans versdiieden ist 
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teil gleich — ?—■ Maßstabteilen ist, so ist der Unterschied zwischen 
einem Maßstab* und einem Noniusteil 

8 = 1 ^ = — ^ (Maßstabteile) .... 1) 

Wenn nun ein Noniusteilstrich und zwar der wte (in der Figur 

der 5.) mit einem Teilstrich des Hauptmaßstabes (F) koinzidiert, so 

beträgt die Abweichung der Teilstriche des Maßstabes und des No- 

nins bei E oder auch bei dem (m — l)ten Noniusteilstrich (4) nach 1) 

1 2 

— r-:r , bei D oder bei dem (m — 2)ten Noniusteilstrich (3) — r-r 

n+1 n-\-l 

(nämlich 2 Maßstabteile minus 2 Noniusteilen), bei C oder bei dem 

3 
(m — 3)ten Teilstrich — r— , endlich bei Ä oder bei dem Teilstrich 

^ ^ n-f-1 

Null (= m — m) des Nonius 

m V 

OC 1 ~ • • • • ia) 

n + 1 

Ist z. B. der Hauptmaßstab in Centimeter geteilt und sind 19 Centimeter 
= 20 Noninsteilen, so würde, wenn der Noniusteilstrich 5 mit irgend einem Maß- 
stabteils trich zusammenfällt, x = V20 Centimeter sein. 

Das Zusammenfallen zweier Teilstriche ist aber nicht notwendig; 

denn hat x = eo einen beliebigen Wert, nur kleiner als 1 Maßstab - 

teily so ist die Abweichung der beiden folgenden Teilstriche des Maß- 

n 1 
Stabes und Nonius (B und 1), ei = x -\ j-^ — 1 = a; p— ; 

2n 
die Abweichung der Teilstriche C und 2 ist 62 = x -\ -7— — 2 

2 
= X — ~~r^ j ebenso die Abweichung von D und 3 gleich 

€3 = X TT j also bei dem mten Noniusteilstrich 

n-{-l ' 

€nt — ÄJ , • • • • o ) 

n-f"! 

Dieser Abstand wird mit wachsenden Werten von m immer klei- 
ner und dann gleich Null, d. h. die beiden entsprechenden Teilstriche 

fallen zusammen, wenn x = — r^ oder, was dasselbe ist, wenn a; 

w + l 

gerade ein Vielfaches von — t-t ist, was immerhin möglich ist, 

H — p 1 

da ic < 1 und auch — ;-— < 1 ist. Ist aber x ein beliebiger Bruch 

n-\-l = ^ 

(oder auch eine Irrationalzahl), dessen Wert zwischen 2 Vielfachen von 
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— r-r , etwa zwischen — : — und . = — ; — 4- — ; — liesrt, 

w + 1 ' n-j-l w+1 w+1 ~ »+1 ^ ' 

so wird ^m nicht gleich 0, aber am kleinsten, wenn m = k oder 

k 
m = k -{- 1 geworden ist. Setzen wir nämlich x = — j— - + e, 

n "T"l 

wo € < — p-T- ist, so ist ßm = — r-T + e ;— - = e, wenn 

n-f-l ' w+1 ' w-f-1 

m == ft geworden ist, 



Jc_ , _ / k 1 \ 

n + 1 ""^ ^ U + l "^ n + 1/ 



und Cm = 1^1- 11^1 I 

= — ( , — 6 j wenn m = k -{- 1 geworden ist, 

aber em — — ( . — e j , wenn m = & + 2 wird, d. h. 

ßm wird (absolut genommen) wieder größer. Der kleinste Wert von 
em (= e oder = — e), d. h. die geringste Abweichung 

zweier Teilstriche ist also immer kleiner als — r— Maßstab- 

teile. 

Die Teilstriche werden also um so genauer zusammen- 
fallen können, je größer n + 1 angenommen ist. 

Für n = 19 Gentimeter, n -f- 1 = 20 Nbninsteile müssen die Teilstriche 
des Maßstabes und Nonius stets mn weniger als Vao Centimeter abweichen. Die 
größte Genauigkeit eines solchen Nonius wäre daher V20 Centimeter. 

"Wenn, wie es bei einigen Nonien der Fall ist, auf n -{- 1 Maß- 
stabteile nur n Noniusteile kommen, so ist 1 iV^ = Jf, also der 

n 

Unterschied beider 

8 = ^- _ 1 = — MaßstabteUe. 
n n 

Fällt nun der mte Noniusteilstrich mit einem Teilstrich des Maß- 
stabes zusammen, so beträgt der Unterschied bei dem (m — l)ten 

1 2 

Noniusteilstrich — , bei dem (m — 2)ten — u. s. w., bei dem 

nullten — . Da diese Größe aber der Abstand des Nullpunktes des 

Nonius von dem zunächst ttber Ä liegenden Maßstabteilstrich (J?) ist, 
so ergiebt sich für den Abstand des Punktes A von jenem Null- 
punkte, also für X 

m n — m 



X = 1 — 



n n 
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Bd nicht znsammenfallendeii Teilstrichen ist der geringste Ab* 

stand kleiner als — eines Maßstabteils. 

n . . / 

Für n + 1 = 21 Gentimeter und » = 20 Noniusteile wäre, wenn der Teil- 
strich 7 koinzidiert, x = **/ao Gentimeter. 

Praktische Regel. Um den Bruchteil x vor dem Null- 
punkte des Nonius zu finden, sieht man zu, welcher Nonius- 
teilstrich genau oder doch am nächsten mit irgend einem 
Maßstabteilstrich zusammenfällt Ist dies der mit m be- 
zeichnete, so ist 

X = — — - Maßstabteile, 
n-f-1 ^ 

wenn n Maßstabteile gleich n -\- 1 Noniusteilen sind, 
dagegen 

X = Maßstabteile, 

n 

wenn n + 1 Maßstabteile = n Noniusteilen sind. 

Anmerkung. Der Nonius findet nicht nur Anwendung bei 
geradlinigen Maßstäben (z. B. an Barometern, Kathetometem etc.), 
sondern auch bei geteilten Kreisbogen (z. B. Transporteuren, Theödo- 
lithen u. s. w.). 

2) Das Kathetometer, welches zur Bestimmung von (vertika- 
len) Höhenunterschieden, besonders bei Flüssigkeitssäden, gebraucht 
wird, besteht aus einem vertikalen Maßstab mit Millimeterteilung, an 
welchem sich ein horizontales Fernrohr auf- und abschieben läßt. Der 
Mittelpunkt des Fadenkreuzes im Femrohr wird nacheinander auf die 
beiden Endpunkte der zu messenden Größe eingestellt und jedesmal 
die Höhe des NuUpunktes des Nonius, welcher zugleich mit dem Fem- 
rohr verschiebbar ist, am Maßstabe abgelesen. Der Unterschied bei- 
der Messungen giebt die gesuchte Höhendifferenz. Zur vertikalen 
Aufstellung des Maßstabes dient eine auf dem Femrohr angebrachte 
Röhrenlibelle. 
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Druck der HinstoriTBchen Bnchdinclcerei in Rostock. 



3n 39U(I. SB^etffari» Sl^eriag in ^0ß$A erfi^en folgenbe 

empfe^IemSkoert^e Sudler: 

Sawiiiliiitfi mohttntt ettglif c^et Wtuftn^^tamtn nnb Ztü^ihku, 

ffit obere Ataffen l^i^erer Sel^rattftalten |eraitögegebcn nnb mit atnmer^ 
tungen Derfe^en Don Dberlel^rer Dr. X^. SBeifd^er. 
I. Tli^nlas^ a Tragedy by J. S. Knowles. 80 ^. 
IL William Teil, a Drama by J. S- Knowles. 75 ^. 
IIL Rienzi, a Tragedy by M. Mitford. 80 ^. 

Srattsofif^e« »olahnlit anf ber SSa[\§ beiS SBörtfc^a^eiS ber Sel^rbfic^er 
oon S. $(oe^ bearbeitet oon j^einric^ ^upe^ Oberlehrer, tart 
?Jrei« 1 JC. 

3m^ „®^mnaftum'' aI3 boS befie empfol^Ien. 

ßngUfcl^e ^^non^mil, für ben (Sd^ulgebrauc^ bearbeitet oon Dr. &. 
Stoepper, ©^mn.^Sel^rer. 2. «u^. 1,60 j^. 

ftruttbril ber f ransofifd^eit StaÜonaUittetaiut für ^i^re Sel^ranftalten, 
indbefonbere für ^ftl^ere Xftditerfd^nlen bearbeitet oonDr.^. Sli^enfc^. 
1,80 Jf. 

9ttpttiiotium ber ftefc^ic^te ber ^abagoflif k)on ben olteften 3^ten 
bii^ auf bie ^egenkoart. ^ür fianbibaten bei^ l^ftl^eren ®äi\xiamt§f jur 
^Vorbereitung auf ha& 9feItoratd^ unb 9Rttte(f(^tt(i(e^rcr^(S;anten, fotoie 
für ©eminare. SSon Dr. Ä. Äloepper. 3. öerb. «uff. 2 j^. 

fivammatH htt euflltfii^en @)irac^e» SSon |). Sflittfc^e^^. 
I. (£(ementargramtttatit. 2. Slufl. 1,20 JC* 
II. ©(^ulgrammatif. 2,25 J^, 

3ft in crfter Sinic für latcinlofc ©d^ulcn bcorSeitct unb alS »ortrcfflid^ em« 
pfol^Ien. S8et 9(U3fid^t auf Sinfül^rung fenbe gern ein ®rattd«%emplar. 

Sttglifc^e @^nott^tti{( füt Seiltet nub Stubierettbe« S3on Dr. ft. 
^(oepper. 9 JC. 

93on biefem reid^l^altigen $anb5ud^ ftnb bereite über 1000 ©jremplare oerfauft @d 
entl^ält ca. 900 @9non9men<®ruppen nad^ bem beuifd^en SClpl^abet ber ©iid^morter unb 
ein genaues 93er)eid^nid alltr oorfommenben englifd^en unb beutfc^en 9B5rier. 

Dr. Karl Krauses deutsche Grammatik fßr Ausländer jeder 
Nationalität mit besonderer Eücksicht auf ausländische In- 
stitute im Inlande und deutsche Institute im Auslande, bear- 
beitet von Dr. K. Nerger. 3. verb. Auflage. 4 vS brosch. 

@in anerfannt oorjüglic^eS SBud^ unb mit befonberem (Srfolge oon benjenigcn 
SluMSnbem ju gebraud^en, nielc^e beS i^eutfd^en fd^on etwoS mSd^tig ftnb. 

®i^mhx\ätt ftrattitnatil für !Z)eutf(^e k)on (S. ©oltau. $retd tart. 
4,40 JC. ©(^lüffel baju 0,90 JC. 

Siifienb^ ttub 2:iirnf))iele für Knaben unb SOtSbc^en. S3on S. ^ir^et. 
2.-4. äufl. fort. 80 ^. 



